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前　　言

本书是浙江省“十一五”重点教材《线性代数（经管类）》的配套辅导书，可作为
经管类专业本科学生的学习参考书、教师的教学参考书，也可作为本科学生考研
的复习参考书。

全书按原教材的章节编写，每章内容分为内容提要、例题解析和自测题三个
部分。内容提要侧重介绍各章的主要概念、重要定理与结论及应掌握的基本计算
方法；例题解析对各章的典型题型作了归纳和总结，通过典型例题的分析，说明常
用的解题思路与方法，对于一些例题还给出一题多解，引导读者深入地学习和体
会各章的基本内容；自测题是基本题与综合题的搭配，难易度适中。书后附有五
套模拟试卷及详细解答，供学生练习，以巩固所学知识，提高独立解题能力，并检
测自己对所学知识掌握的程度。

本书由浙江工商大学杭州商学院三位老师合作完成。第一章、第三章由李剑
秋编写，第二章、模拟试卷及解答由宋秀迎编写，第四章、第五章由卢俊峰编写，全
书最后由卢俊峰总纂定稿。在编写的过程中，得到金义明和丁嘉华的悉心指导，
孙景楠和何丹帮助校对，在此我们表示衷心地感谢。
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编　者

２０１２年７月于杭州
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第一章　行列式

内容提要

一、行列式的递推定义

１．二阶行列式和三阶行列式
二阶行列式的定义：

ａ１１ ａ１２
ａ２１ ａ２２

＝ａ１１ａ２２－ａ１２ａ２１ ．

三阶行列式的定义

ａ１１ ａ１２ ａ１３
ａ２１ ａ２２ ａ２３
ａ３１ ａ３２ ａ３３

＝ａ１１ａ２２ａ３３＋ａ１２ａ２３ａ３１＋ａ１３ａ２１ａ３２

－ａ１３ａ２２ａ３１－ａ１２ａ２１ａ３３－ａ１１ａ２３ａ３２ ．
２．ｎ阶行列式
由ｎ２ 个数组成的ｎ行ｎ列的记号

Ｄ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ
  

ａｎ１ ａｎ２ … ａｎｎ
称为ｎ阶行列式．Ｄ表示的算式为

当ｎ＝１时，Ｄ＝ ａ１１ ＝ａ１１ ，

当ｎ≥２时，Ｄ＝ａ１１Ａ１１＋ａ１２Ａ１２＋…＋ａ１ｎＡ１ｎ ＝∑
ｎ

ｋ＝１
ａ１ｋＡ１ｋ ，

其中，Ａｉｊ＝（－１）ｉ＋ｊ　Ｍｉｊ（ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ），Ａｉｊ称为元素ａｉｊ的代数余子式，Ｍｉｊ为

ｎ阶行列式中划去元素ａｉｊ 所在的行，所在的列剩下的元素按原来的顺序组成的ｎ－１
阶行列式，称为元素ａｉｊ 的余子式．

·１·



线性代数学习辅导

ｎ阶行列式的计算公式中包含有ｎ！项，其中ｎ
！
２
项前面带正号，ｎ！

２
项前面带负号，

而每一项是由行列式中位于不同行不同列的ｎ个数相乘而得．

二、行列式按任意一行（列）的展开定理

行列式等于它的任一行（列）的各个元素与其对应的代数余子式的乘积之和，即：

Ｄ＝ａｉ１Ａｉ１＋ａｉ２Ａｉ２＋…＋ａｉｎＡｉｎ ；

Ｄ＝ａ１ｉＡ１ｉ＋ａ２ｉＡ２ｉ＋…＋ａｎｉＡｎｉ ，（ｉ＝１，２，…，ｎ）．

三、行列式的性质

１．行列互换，行列式的值不变．

２．交换行列式的某两行（列）的位置，行列式的值变号．
３．若行列式中某一行（列）每个元素都有公因子ｋ，则ｋ可提到行列式符号外．
４．如果行列式中有两行（列）元素对应成比例，则行列式的值为零．
推论：若行列式中有两行（列）完全相同，则行列式的值为零．
推论：若行列式中某一行（列）中的所有元素全为零，则行列式的值为零．
５．如果行列式的某一行（列）的每个元素都是两个数之和，则此行列式可以写成两

个行列式之和．
６．行列式的某一行（列）的各元素乘以同一个数ｋ然后加到另一行（列）上，行列式

的值不变．
７．行列式任意一行（列）的各元素与另一行（列）的对应元素的代数余子式的乘积

之和为零，即：

ａ１ｉＡ１ｊ＋ａ２ｉＡ２ｊ＋…＋ａｎｉＡｎｊ＝０，　ｉ≠ｊ；

ａｉ１Ａｊ１＋ａｉ２Ａｊ２＋…＋ａｉｎＡｊｎ＝０，　ｉ≠ｊ．
为了使行列式计算过程中表达式简明，引进下列一些记号：

（１）ｒｉｒｊ（ｃｉｃｊ）表示将行列式第ｉ行（列）与第ｊ行（列）互换；

（２）１ｋｒｉ
（１
ｋｃｉ
）表示将行列式第ｉ行（列）的所有元素提取公因子ｋ；

（３）ｒｉ＋ｋｒｊ（ｃｉ＋ｋｃｊ）表示将行列式第ｊ行（列）所有元素的ｋ倍加到第ｉ行（列）对
应元素上．（第ｊ行（列）元素不变）

四、几个特殊的行列式

１．上三角行列式

·２·



第一章　行列式

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
０ ａ２２ … ａ２ｎ
   

０ ０ … ａｎｎ

＝ａ１１ａ２２…ａｎｎ ．

２．下三角行列式

ａ１１ ０ … ０
ａ２１ ａ２２ … ０
   

ａｎ１ ａｎ２ … ａｎｎ

＝ａ１１ａ２２…ａｎｎ ．

３．对角行列式

ａ１ ０ … ０
０ ａ２ … ０
   

０ ０ … ａｎ

＝ａ１ａ２…ａｎ ．

４．反对角行列式

０ … ０ ａ１
０ … ａ２ ０
… … … …

ａｎ … ０ ０

＝ －（ ）１
ｎ（ｎ－１）
２ ａ１ａ２…ａｎ ．

５．反上三角行列式

ａ１１ … ａ１ｎ－１ ａ１
ａ２１ … ａ２ ０
   

ａｎ … ０ ０

＝ －（ ）１
ｎ（ｎ－１）
２ ａ１ａ２…ａｎ ．

６．反下三角行列式

０ … ０ ａ１
０ … ａ２ ａ２ｎ
   

ａｎ … ａｎｎ－１ ａｎｎ

＝ －（ ）１
ｎ（ｎ－１）
２ ａ１ａ２…ａｎ ．

后三个公式下面我们可以得到证明．
７．范德蒙（Ｖａｎｄｅｒｍｏｎｄｅ）行列式

·３·
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１　 １ … … １
ａ１ ａ２ … … ａｎ
ａ２１ ａ２２ … … ａ２ｎ
    

ａｎ－１１ ａｎ－１２ … … ａｎ－１ｎ

＝ 
１≤ｉ＜ｊ≤ｎ

（ａｊ－ａｉ）．

８． Ｄ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｋ ０ … ０
ａ２１ ａ２２ … ａ２ｋ ０ … ０
      

ａｋ１ ａｋ２ … ａｋｋ ０ … ０
ｃ１１ ｃ１２ … ｃ１ｋ ｂ１１ … ｂ１　ｍ
      

ｃｍ１ ｃｍ２ … ｃｍｋ ｂｍ１ … ｂｍｍ

＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｋ
ａ２１ ａ２２ … ａ２ｋ
   

ａｋ１ ａｋ２ … ａｋｋ

·
ｂ１１ … ｂ１　ｍ
  

ｂｍ１ … ｂｍｍ
．

五、克莱姆（Ｃｒａｍｅｒ）法则

如果ｎ个未知数ｎ个方程的线性方程组

ａ１１ｘ１＋ａ１２ｘ２＋…＋ａ１ｎｘｎ ＝ｂ１
ａ２１ｘ１＋ａ２２ｘ２＋…＋ａ２ｎｘｎ ＝ｂ２
　　　　　………

ａｎ１ｘ１＋ａｎ２ｘ２＋…＋ａｎｎｘｎ ＝ｂ

烅

烄

烆 ｎ

的系数行列式：

Ｄ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ
   

ａｎ１ ａｎ２ … ａｎｎ

≠０，

则方程组有唯一解：

ｘ１ ＝Ｄ１Ｄ
，ｘ２ ＝Ｄ２Ｄ

，…，ｘｎ ＝ＤｎＤ ．

其中Ｄｊ（ｊ＝１，２，…，ｎ）是把系数行列式Ｄ中第ｊ列的元素换成线性方程组右端的常
数项ｂ１，…，ｂｎ 所得到的ｎ阶行列式，即

·４·
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Ｄｊ ＝

ａ１１ … ａ１，ｊ－１ ｂ１ ａ１，ｊ＋１ … ａ１ｎ
ａ２１ … ａ２，ｊ－１ ｂ２ ａ２，ｊ＋１ … ａ２ｎ
      
      

ａｎ１ … ａｎ，ｊ－１ ｂｎ ａｎ，ｊ＋１ … ａｎｎ

，　ｊ＝１，２，…，ｎ．

克莱姆法则的推论（齐次线性方程组有非零解的条件）：
含有ｎ个未知数，ｎ个方程的齐次线性方程组

ａ１１ｘ１＋ａ１２ｘ２＋…＋ａ１ｎｘｎ ＝０
ａ２１ｘ１＋ａ２２ｘ２＋…＋ａ２ｎｘｎ ＝０

　　　　…………

ａｎ１ｘ１＋ａｎ２ｘ２＋…＋ａｎｎｘｎ ＝

烅

烄

烆 ０

，

有非零解的充分必要条件是系数行列式Ｄ＝０．

例题解析

题型１　行列式的计算

　　本章的中心内容是行列式计算，而对于一般行列式的计算，我们介绍几种常用的
方法．下面我们通过例题介绍计算的基本思路．
１．化为三角形行列式计算．
【例１】　计算四阶行列式：

２　０ １　 ４
３　１　４ －１
１　０ ３　 ２
２　２　３　 ０

．

解　将其化为三角形行列式
为使计算过程尽可能不出现分数，我们先把ａ１１ 变为１或－１，本例中可交换第一

行与第三行的位置，得

原式
ｒ１ｒ


３
－

１　０ ３　 ２
３　１　４ －１
２　０ １　 ４
２　２　３　 ０

ｒ２＋（－３）ｒ１
ｒ３＋（－２）ｒ１
ｒ４＋（－２）ｒ


１
－

１　０ ３　 ２
０ １ －５ －７
０ ０ －５　 ０
０ ２ －３ －４

·５·
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ｒ４＋（－２）ｒ


２
－

１　０ ３　 ２
０ １ －５ －７
０ ０ －５　 ０
０ ０ ７　 １０

－１５ｒ


３

５

１　０ ３　 ２
０ １ －５ －７
０ ０ １　 ０
０ ０ ７　 １０

ｒ４＋（－７）ｒ


３
５

１　０ ３　 ２
０ １ －５ －７
０ ０ １　 ０
０ ０ ０ １０

＝５０．

注意：把ａ１１ 变为１或－１，一般可通过下面两种方法：
（１）交换行列，即把行列式中元素为１或－１换到第一行第一列位置上，尤其是当

ａ１１ ＝０时，只有通过这种办法使ａ１１ ≠０；
（２）如果行列式中所有元素都不是１或－１，我们先将交换行列使ａ１１ ≠０，然后

将第一行（列）乘以 １
ａ１１
，即从第一行（列）提取公因子ａ１１ ．

【例２】　计算三阶行列式：

ａ－ｂ－ｃ　 ２ａ ２ａ
２ｂ　 ｂ－ａ－ｃ　 ２ｂ
２ｃ　 ２ｃ　 ｃ－ａ－ｂ

．

分析　该行列式各列元素的和相等．
解　把其他各行都加到第１行得

　　原式 ＝
ａ＋ｂ＋ｃ　ａ＋ｂ＋ｃ　ａ＋ｂ＋ｃ
２ｂ　 ｂ－ａ－ｃ　 ２ｂ
２ｃ　 ２ｃ　 ｃ－ａ－ｂ

＝ （ａ＋ｂ＋ｃ）
１　 １　 １
２ｂ　ｂ－ａ－ｃ　 ２ｂ
２ｃ　 ２ｃ　 ｃ－ａ－ｂ

ｒ２＋（－２ｂ）ｒ１
ｒ３＋（－２ｃ）ｒ


１

（ａ＋ｂ＋ｃ）
１　 １　 １
０ －ｂ－ａ－ｃ　 ０
０ ０ －ｃ－ａ－ｂ

＝ （ａ＋ｂ＋ｃ）３ ．

·６·
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第一章　行列式

　　【例３】　证明反对角行列式：

Ｄｎ ＝

０ … ０ ａ１
０ … ａ２ ０
… … … …

ａｎ … ０ ０

＝ －（ ）１
ｎ（ｎ－１）
２ ａ１ａ２…ａｎ ．

分析　本题可转化为对角行列式．
证　先将行列式的第ｎ列依次与其前面的ｎ－１列逐列对换，得

Ｄｎ ＝ （－１）ｎ－１

ａ１ ０ … ０
０ ０ … ａ２
… … … …

０ ａｎ … ０

，

再将上式行列式的第ｎ列依次与其前面的ｎ－２列逐列对换，如此下去最后得

Ｄｎ ＝ （－１）（ｎ－１）＋（ｎ－２）＋…＋１

ａ１ ０ … ０
０ ａ２ … ０
… … … …

０ ０ … ａｎ

＝ －（ ）１
ｎ（ｎ－１）
２ ａ１ａ２…ａｎ ．

同理可证反上三角行列式

ａ１１ … ａ１ｎ－１ ａ１
ａ２１ … ａ２ ０
… … … …

ａｎ … ０ ０

＝ －（ ）１
ｎ（ｎ－１）
２ ａ１ａ２…ａｎ ，

反下三角行列式

０ … ０ ａ１
０ … ａ２ ａ２ｎ
… … … …

ａｎ … ａｎｎ－１ ａｎｎ

＝ －（ ）１
ｎ（ｎ－１）
２ ａ１ａ２…ａｎ ．

【例４】　计算ｎ阶行列式

ｘ　ｙ　 ｙ … ｙ　ｙ
ｚ　 ｘ　 ｙ … ｙ　ｙ
ｚ　 ｚ　 ｘ … ｙ　ｙ
… … … … … …

ｚ　 ｚ　 ｚ … ｘ　ｙ
ｚ　 ｚ　 ｚ … ｚ　 ｚ

．

·７·
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分析　行列式的最后一行有公因子ｚ，主对角线上方的元素都为ｙ．
解　行列式的最后一行提取公因子ｚ，再用最后行乘以（－ｙ）分别加到其他各行，

得

　　原式 ＝ｚ

ｘ－ｙ　 ０ ０ … ０ ０
ｚ－ｙ　ｘ－ｙ　 ０ … ０ ０
ｚ－ｙ　ｚ－ｙ　ｘ－ｙ … ０ ０
… … … … … …

ｚ－ｙ　ｚ－ｙ　ｚ－ｙ … ｘ－ｙ　０
１　 １　 １ … １　 １

上式右端的行列式按最后一列展开

　　原式＝ｚ（－１）ｎ＋ｎ

ｘ－ｙ　 ０ ０ … ０ ０
ｚ－ｙ　ｘ－ｙ　 ０ … ０ ０
ｚ－ｙ　ｚ－ｙ　ｘ－ｙ … ０ ０
… … … … … …

ｚ－ｙ　ｚ－ｙ　ｚ－ｙ … ｘ－ｙ　 ０
ｚ－ｙ　ｚ－ｙ　ｚ－ｙ … ｚ－ｙ　ｘ－ｙ

＝ｚ（ｘ－ｙ）ｎ－１ ．

【例５】　计算Ｄｎ＝

ａ１＋１　 １　 １ … １
１　 ａ２＋１　 １ … １
１　 １　 ａ３＋１ … １
… … … … …

１　 １　 １ … ａｎ＋１

（ａｉ≠０，ｉ＝１，２，…，ｎ）．

分析　行列式除了主对角元素外，其他元素均为１．
解　用第１行乘以 （－１）加到其他各行，得

Ｄｎ ＝

ａ１＋１　 １　 １ … １

－ａ１ ａ２ ０ … ０

－ａ１ ０ ａ３ … ０
… … … … …

－ａ１ ０ ０ … ａｎ

，

上式右端的行列式为三线行列式，则作变换可化为三角行列式

·８·
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Ｄｎ
ｃ１＋

ａ１
ａ２ｃ２

，…，ｃ１＋
ａ１
ａｎｃ


ｎ

ａ１＋１＋∑
ｎ

ｉ＝２

ａ１
ａｉ

１　 １ … １

０ ａ２ ０ … ０
０ ０ ａ３ … ０
… … … … …

０ ０ ０ … ａｎ

　　　 ＝ａ２ａ３…ａｎ ａ１＋１＋∑
ｎ

ｉ＝２

ａ１
ａ（ ）ｉ ＝ａ１ａ２…ａｎ １＋∑

ｎ

ｉ＝１

１
ａ（ ）ｉ ．

上述方法对于计算三线行列式是非常有效的．

【例６】　计算行列式

１　 ２ … ｎ－１　 ｎ
２　 ３ … ｎ　 １
３　 ４ … １　 ２
… … … … …

ｎ　 １ … ｎ－２　ｎ－１

．

分析　该行列式各行（列）元素的和相等．
解　如果把其他各列都加到第１列，则可以提出第１列的公因子使第１列的元素

都变为１．

　　原式＝ｎ　ｎ＋
（ ）１
２

１　 ２ … ｎ－１　 ｎ
１　 ３ … ｎ　 １
１　 ４ … １　 ２
… … … … …

１　 １ … ｎ－２　ｎ－１

，

上式右端行列式的相邻两行数间大都相差１，则先把第ｎ－１行乘以 （－１）加到第

ｎ行，再把第ｎ－２行乘以 （－１）加到第ｎ－１行，……，最后把第１行乘以 （－１）加到
第２行，得

　　原式 ＝ｎ　ｎ　＋
（ ）１
２

１　 ２　 ３ … ｎ
０ １　 １ … １－ｎ
… … … … …

０ １　 １－ｎ … １
０ １－ｎ　 １ … １

，

上式右端行列式按第一列展开，得

·９·
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　　原式 ＝ｎ　ｎ＋
（ ）１
２

１　 １ … １　 １－ｎ
１　 １ … １－ｎ　 １
… … … … …

１　 １－ｎ … １　 １
１－ｎ　 １ … １　 １ ｎ－１

，

上式右端行列式各列都加到第一列，有

　　原式 ＝ｎ　ｎ　＋
（ ）１
２

－１　 １ … １　 １－ｎ
－１　 １ … １－ｎ　 １
… … … … …

－１　１－ｎ … １　 １
－１　 １ … １　 １ ｎ－１

，

上式右端行列式第ｎ－１行乘以 （－１）加到其他各行，得

　　原式 ＝ｎ　ｎ　＋
（ ）１
２

０ ０ … ０ －ｎ
０ ０ … －ｎ　 ０
… … … … …

０ －ｎ … ０ ０
－１　 １ … １　 １ ｎ－１

（反下三角行列式）

＝ｎ　ｎ　＋
（ ）１
２ －（ ）１　 －（ ）ｎ　ｎ－２　－（ ）１

（ｎ－１）（ｎ－２）
２

＝ －（ ）１
ｎ（ｎ－１）
２ ｎ

ｎ－１　ｎ　＋（ ）１
２ ．

２．按行列式展开定理，降阶计算行列式．
【例７】　计算四阶行列式：

２　０ １　 ４
３　１　４ －１
１　０ ３　 ２
２　２　３　 ０

．

解　利用行列式按行（列）展开定理进行计算行列式．在展开前，尽可能将
某一行（列）元素化为只剩下一个非零元素，然后再按这一行（列）展开．
本题第２列已有２个元素为零，故按第２列展开：

　　原式
ｒ４＋（－２）ｒ


２

２　 ０ １　 ４
３　 １　 ４ －１
１　 ０ ３　 ２
－４　０ －５　 ２

·０１·
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上式右端的行列式按第２列展开

　　原式 ＝１×（－１）２＋２
２　 １　 ４
１　 ３　 ２
－４ －５　２

ｒ１＋（－２）ｒ２

ｒ３＋（４）ｒ２

０ －５　 ０
１　 ３　 ２
０ ７　 １０

上式右端的行列式按第２列展开

　　原式 ＝１×（－１）２＋１
－５　 ０
７　 １０

＝５０．

【例８】　计算四阶行列式：

２　３　４　５
３　４　５　２
４　５　２　３
５　２　３　４

．

分析　注意到该行列式各行（列）元素的和相等，所以如果把其他各列都加到第１
列，则可以提出第１列的公因子使第１列的元素都变为１．

解　原式ｃ１＋ｃ２＋ｃ３＋ｃ４

１４　３　４　５
１４　４　５　２
１４　５　２　３
１４　２　３　４

，　

对上式右端的行列式，先进行ｒ３－ｒ２，再ｒ２－ｒ１，最后ｒ１－ｒ４ 得

原式 ＝１４

０ １　 １　 １
０ １　 １ －３
０ １ －３　 １
１　２　 ３　 ４

＝１４× －（ ）１　５
１　 １　 １
１　 １ －３
１ －３　 １

ｒ２＋（－１）ｒ１
ｒ３＋（－１）ｒ


１
－１４

１　 １　 １
０ ０ －４
０ －４　 ０

＝－１４×１×（ ）－１ ２ ０ －４
－４　 ０

＝２２４．
【例９】　设ｘ１，ｘ２，ｘ３是三次多项式ｆ（ｘ）＝ｘ３＋ｐｘ＋ｑ的３个根，计算行列式：
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ｘ１ ｘ２ ｘ３ １

－２ｘ３ －２ｘ１ －２ｘ２ ４
３ｘ２ ３ｘ３ ３ｘ１ ３
ａ ｂ　 ｃ　 ｄ

．

分析　由已知ｘ１，ｘ２，ｘ３是三次多项式ｆ（ｘ）＝ｘ３＋ｐｘ＋ｑ的３个根，所以ｘ１＋
ｘ２＋ｘ３ 是ｘ２ 项系数的相反数，即

ｘ１＋ｘ２＋ｘ３ ＝０．

解　原式 ＝ （－２）×３

ｘ１ ｘ２ ｘ３ １
ｘ３ ｘ１ ｘ２ －２
ｘ２ ｘ３ ｘ１ １
ａ ｂ　 ｃ　 ｄ

ｃ１＋ｃ２＋ｃ


３
－６

０ ｘ２ ｘ３ １
０ ｘ１ ｘ２ －２
０ ｘ３ ｘ１ １

ａ＋ｂ＋ｃ　ｂ　 ｃ　 ｄ
对上式右端的行列式，按第一列展开

　　原式 ＝－６（ａ＋ｂ＋ｃ）（－１）４＋１
ｘ２ ｘ３ １
ｘ１ ｘ２ －２
ｘ３ ｘ１ １

ｒ１＋ｒ２＋ｒ


３
６（ａ＋ｂ＋ｃ）

０ ０ ０
ｘ１ ｘ２ －２
ｘ３ ｘ１ １

＝０．

【例１０】　计算行列式

１ －１　 １　 ｘ－１
１ －１　 ｘ＋１ －１
１　 ｘ－１　 １ －１
ｘ＋１ －１　 １ －１

．

解　每行元素的和都相等，把第二、三、四列都加到第一列，

　　原式 ＝

ｘ －１　 １　 ｘ－１
ｘ －１　 ｘ＋１ －１
ｘ　ｘ－１　 １ －１
ｘ －１　 １ －１

·２１·
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