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内容简介

本书内容分为７章，第１章介绍了Ｚ．Ｐａｗｌａｋ粗集，作为本书
的概念、研究思路的导引。第２章、第３章分别给出了Ｚ．Ｐａｗｌａｋ
粗集的两个应用，第２章介绍了Ｚ．Ｐａｗｌａｋ粗集在高校教学质量
评价分析中的应用；第３章将模糊集理论与粗集理论相结合，提出
了一种新的评价模型，并讨论了该模型在区域科技能力评价中的
应用。第４章至第７章展开了对Ｓ－粗集，函数Ｓ－粗集的讨论，逐
步给出了Ｓ－粗集、函数Ｓ－粗集的概念和结构，Ｓ－粗集与隐藏知识
发现，函数Ｓ－粗集与规律预测。这些内容对于粗集的理论研究与
应用研究都具有启发性和可借鉴性。

本书适合计算机科学、应用数学、信息科学和管理工程等专业
的大学生、研究生、教师及科研工作者阅读。



前　　言

粗集理论是波兰数学家Ｚ．Ｐａｗｌａｋ于１９８２年提出的一种处
理模糊和不确定知识的数学工具。其最大优点就是能有效地分析
和处理各种不精确、不一致、不完整等不完备的信息，并从中发现
隐含的知识，揭示潜在的规律，具有较强的实用性，已成功地应用
于数据挖掘、知识发现、机器学习、决策分析及模式识别等领域。

然而在利用粗集理论研究系统的近似特性时，人们只是研究
了系统的静态特性，对于系统的动态特性，人们的研究甚少。

Ｚ．Ｐａｗｌａｋ粗集是具有静态特性的集合Ｘ的粗集，这一特性限制了

Ｚ．Ｐａｗｌａｋ粗集的广泛应用。为此，山东大学史开泉教授给出动态
集合的描述，提出Ｓ－粗集、函数Ｓ－粗集，将粗集应用从静态推广到
动态，从数据挖掘推广到规律挖掘。本书将围绕Ｚ．Ｐａｗｌａｋ粗集、

Ｓ－粗集、函数Ｓ－粗集理论与综合评价、知识隐藏发现、动态经济系
统规律预测等，给出研究与讨论。

本书的内容从Ｚ．Ｐａｗｌａｋ粗集的简单介绍开始，逐步给出基
于Ｚ．Ｐａｗｌａｋ粗集的评价模型、Ｓ－粗集、Ｓ－粗集与隐藏知识发现、函
数Ｓ－粗集、函数Ｓ－粗集与规律预测的研究。在应用讨论中，给出

ＦＣＭ－ＷＭＲＳ评价模型在高校教学质量分析、区域科技能力评价
中的应用，给出隐藏知识在系统故障状态发现－识别、利润波动分
析中的应用，以及双规律预测在区域经济分析－识别中的应用，这
些应用例子都具有实际性和启发性。

本书在编写过程中得到海南师范大学院级重点学科“人工智
能与模式识别”的支持。本书的取材是笔者近几年在国际、国内发



表的２０余篇学术论文，引用的部分科研成果是在国家自然科学基
金“基于相似度量的近似推理方法研究”（６０３６４００１）、“基于知识粒
度空间理论的生态省建设专家支持系统”（７０４６１００１），海南省自然
科学基金“函数Ｓ－粗集与粗规律挖掘研究”（８０７０５４），海南师范大
学博士科研启动基金“粗管理与粗管理规律研究”等项目的资助下
取得的。

值本书出版之际，衷心感谢我的导师，山东大学史开泉教授对
我在粗集领域深入研究的指导；感谢我的导师，海南师范大学张诚
一教授将我引入粗集研究领域；感谢郝秀梅博士、胡海清博士、黄
顺亮博士和杜英玲硕士，在与他们的讨论与交流中，我受益匪浅；
最后感谢湖北科学技术出版社为本书出版给予的支持。

由于笔者学识浅陋，书中难免存在缺点和错误，敬请同行专家
指正。我的电子邮箱：ｙａｎｚｉ７８＠１６３．ｃｏｍ，欢迎来信交流。

付海艳

２０１０年３月于海口
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第１章 　Ｚ．Ｐａｗｌａｋ粗集

§１．１　 等价关系与等价类

定义１．１．１　设Ａ，Ｂ为集合，用Ａ中元素为第一元素，Ｂ中元
素为第二元素，构成有序对．所有这样的有序对组成的集合叫做Ａ
和Ｂ 的笛卡尔积，记作Ａ×Ｂ，符号化表示为

Ａ×Ｂ＝ ｛〈ｘ，ｙ〉｜ｘ∈Ａ∧ｙ∈Ｂ｝． （１．１．１）

定义１．１．２　 设Ａ，Ｂ为集合，Ａ×Ｂ的任何子集所定义的二
元关系称作从Ａ 到Ｂ 的二元关系，特别当Ａ＝Ｂ时，则称作Ａ上
的二元关系．

定义１．１．３　设Ｕ是元素论域，ＲＵ×Ｕ，则称Ｒ为Ｕ上的
二元关系．对于二元关系Ｒ，如果〈ｘ，ｙ〉∈Ｒ，则记作ｘＲｙ；如果
〈ｘ，ｙ〉Ｒ，则记作ｘＲ／ｙ．

定义１．１．４　 设Ｒ是Ｕ 上的二元关系，如果对 ｘ∈Ｕ，有
〈ｘ，ｘ〉∈Ｒ，则称Ｒ是Ｕ 上的自反关系．

定义１．１．５　设Ｒ是Ｕ上的二元关系，若〈ｘ，ｙ〉∈Ｒ，则〈ｙ，ｘ〉

∈Ｒ，则称Ｒ是Ｕ 上的对称关系．
定义１．１．６　设Ｒ是Ｕ上的二元关系，若〈ｘ，ｙ〉∈Ｒ且〈ｙ，ｚ〉

∈Ｒ，有〈ｘ，ｚ〉∈Ｒ，则称Ｒ是Ｕ 上的传递关系．
定义１．１．７　设Ｒ是Ｕ上的二元关系，如果它是自反的、对称



的和传递的，则称Ｒ为Ｕ 上的等价关系．
例１．１　 若Ａ＝｛１，２，…，８｝，Ｒ＝｛〈ｘ，ｙ〉｜ｘ，ｙ∈Ａ∧ｘ≡

ｙ（ｍｏｄ　３）｝，则Ｒ就是Ａ 上的等价关系．
定义１．１．８　 设Ｒ是Ｕ 上的等价关系，对 ｘ∈Ｕ，令

［ｘ］Ｒ ＝ ｛ｙ｜ｙ∈Ｕ ∧ｘＲｙ｝， （１．１．２）

则称［ｘ］Ｒ 为ｘ关于Ｒ 的等价类，简称为ｘ的等价类，简记为［ｘ］．
在例１．１中有
［１］＝ ［４］＝ ［７］＝ ｛１，４，７｝，

［２］＝ ［５］＝ ［８］＝ ｛２，５，８｝，

［３］＝ ［６］＝ ｛３，６｝．
定理１．１．１　设Ｒ是Ｕ上的等价关系，对ｘ，ｙ∈Ｕ，下面的

结论成立．
（１）［ｘ］≠ ，且［ｘ］Ｕ．
（２）若ｘＲｙ，则［ｘ］＝ ［ｙ］．
（３）若ｘＲ／ｙ，则［ｘ］∩ ［ｙ］＝ ．
（４）∪

ｘ∈Ｕ
［ｘ］＝Ｕ．

这里，（１）表明任何等价类都是集合Ｕ的非空子集，比如例１．
１中３个等价类都是Ａ的子集．（２）和（３）说明在Ａ中任取两个元
素，它们的等价类或是相等，或是不交．比如，在例１．１中，１、４、７的

等价类彼此相等，都是｛１，４，７｝，但１和２的等价类彼此不交．（４）

表示所有等价类的并集就是Ａ，在例１．１中就是

｛１，４，７｝∪ ｛２，５，８｝∪ ｛３，６｝＝ ｛１，２，…，８｝．

定义１．１．９　 若πｉ（ｉ≤ｋ）为Ｕ 的子集，且πｉ≠ （ｉ≤ｋ），

πｉ∩πｊ ＝ （ｉ≠ｊ），∪
ｋ

ｉ＝１
πｉ ＝Ｕ，则称｛πｉ｜ｉ≤ｋ｝为Ｕ 的划分．

２ 粗集理论及其应用



定理１．１．２　Ｕ上的等价关系Ｒ必然产生Ｕ上的一个划分，Ｕ
上的一个划分由Ｕ 上的一个等价关系Ｒ 产生．Ｕ 上的等价关系与

Ｕ 上的划分一一对应．
证明 　 设Ｒ是Ｕ 上的等价关系，记

［ｘ］Ｒ ＝ ｛ｙ｜ｙ∈Ｕ ∧ 〈ｘ，ｙ〉∈Ｒ｝．

则有〈ｘ，ｘ〉∈Ｒ，ｘ∈ ［ｘ］Ｒ，［ｘ］Ｒ ≠ ．当ｙ∈ ［ｘ］Ｒ 时，对于 ｚ

∈ ［ｙ］Ｒ，〈ｚ，ｙ〉∈Ｒ，从而〈ｚ，ｘ〉∈Ｒ，即ｚ∈ ［ｘ］Ｒ，于是［ｙ］Ｒ 
［ｘ］Ｒ．类似地可证［ｘ］Ｒ  ［ｙ］Ｒ，从而［ｘ］Ｒ ＝ ［ｙ］Ｒ．当ｙ ［ｘ］Ｒ
时，〈ｘ，ｙ〉Ｒ，从而ｘ［ｙ］Ｒ，于是［ｘ］Ｒ∩［ｙ］Ｒ ＝．显然有 ∪

ｘ∈Ｕ

［ｘ］Ｒ ＝Ｕ．于是产生了Ｕ 上的一个划分，一般记作

Ｕ／Ｒ＝ ｛［ｘ］Ｒ｜ｘ∈Ｕ｝．

反之，若

π＝ ｛πｉ｜ｉ≤ｋ｝

是Ｕ 的划分，记

Ｒ＝ ｛〈ｘ，ｙ〉｜存在ｉ≤ｋ，使ｘ，ｙ∈πｉ｝．

易证Ｒ是Ｕ 上的等价关系，且当ｘ∈πｉ时，［ｘ］Ｒ ＝πｉ．
例１．１中的等价关系对应于划分：π１＝｛１，４，７｝，π２＝｛２，５，８｝，

π３ ＝ ｛３，６｝．

§１．２　Ｚ．Ｐａｗｌａｋ粗集与它的结构

１９８２年，波兰数学家Ｚ．Ｐａｗｌａｋ提出粗集，给出粗集的结构：

设Ｕ是有限元素论域，Ｒ是Ｕ上的元素等价关系，［ｘ］是Ｒ－元素等

价类，任取Ｕ 上的元素集Ｘ，ＸＵ，Ｘ≠ ．

３第１章　Ｚ．Ｐａｗｌａｋ粗集



定义１．２．１　 称Ｒ＿（Ｘ）是Ｘ的下近似，而且

Ｒ＿（Ｘ）＝∪ ［ｘ］　　　　　　　　

＝ ｛ｘ｜ｘ∈Ｕ，［ｘ］Ｘ｝． （１．２．１）

　　 定义１．２．２　 称Ｒ－ （Ｘ）是Ｘ的上近似，而且

Ｒ－ （Ｘ）＝∪ ［ｘ］　　　　　　　　

＝ ｛ｘ｜ｘ∈Ｕ，［ｘ］∩Ｘ≠ ｝．（１．２．２）

　　 定义１．２．３　 由Ｒ－ （Ｘ），Ｒ－ （Ｘ）构成的集合对

（Ｒ－ （Ｘ），Ｒ－ （Ｘ）） （１．２．３）

称作Ｘ的Ｒ－ 粗集，简称Ｘ的粗集．
定义１．２．４　 称ｂｎＲ（Ｘ）是Ｘ的Ｒ－ 边界，而且

ｂｎＲ（Ｘ）＝Ｒ－ （Ｘ）－Ｒ－ （Ｘ）． （１．２．４）

定义１．２．５　 称ｐｏｓＲ（Ｘ）是Ｘ的Ｒ－ 正域，而且

ｐｏｓＲ（Ｘ）＝Ｒ－ （Ｘ）． （１．２．５）

定义１．２．６　 称ｎｅｇＲ（Ｘ）是Ｘ的Ｒ－ 负域，而且

ｎｅｇＲ（Ｘ）＝Ｕ－Ｒ－ （Ｘ）． （１．２．６）

Ｒ－ （Ｘ）或ｐｏｓＲ（Ｘ）是由那些根据知识Ｒ判断肯定属于Ｘ 的

Ｕ 中元素组成的集合；Ｒ－ （Ｘ）是那些根据知识Ｒ判断可能属于Ｘ
的Ｕ中元素组成的集合；ｂｎＲ（Ｘ）是那些根据知识Ｒ既不能判断肯

定属于Ｘ又不能判断肯定属于 ～Ｘ（即Ｕ－Ｘ）的Ｕ 中元素组成

的集合；ｎｅｇＲ（Ｘ）是那些根据知识Ｒ判断肯定不属于Ｘ 的Ｕ中元

４ 粗集理论及其应用
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素组成的集合．

Ｚ．Ｐａｗｌａｋ粗集的直观表示，如图１．１，阴影内的白色方块是Ｘ
的下近似Ｒ－ （Ｘ）；阴影部分是Ｘ的Ｒ－边界，ｂｎＲ（Ｘ）＝Ｒ－ （Ｘ）－
Ｒ－ （Ｘ）．

图１．１　 集合Ｘ的下近似Ｒ－ （Ｘ），上近似Ｒ－ （Ｘ）的直观表示

例１．２　 给定论域Ｕ ＝ ｛ｘ０，ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ６，ｘ７，ｘ８，ｘ９，

ｘ１０｝，Ｒ是元素等价关系，元素等价类Ｅ１，Ｅ２，Ｅ３，Ｅ４，Ｅ５，而且

Ｅ１ ＝ ｛ｘ０，ｘ１｝，　　
Ｅ２ ＝ ｛ｘ２，ｘ６，ｘ９｝，

Ｅ３ ＝ ｛ｘ３，ｘ５｝，

Ｅ４ ＝ ｛ｘ４，ｘ８｝，

Ｅ５ ＝ ｛ｘ７，ｘ１０｝．

取Ｕ上的集合Ｘ ＝｛ｘ０，ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ８，ｘ１０｝Ｕ，则有Ｘ的下近似

Ｒ－ （Ｘ），Ｘ的上近似Ｒ－ （Ｘ），而且

Ｒ－ （Ｘ）＝∪ ［ｘ］

＝ ｛ｘ｜ｘ∈Ｕ，［ｘ］Ｘ｝

＝Ｅ３ ∪Ｅ４
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＝ ｛ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ８｝，

Ｒ－ （Ｘ）＝∪ ［ｘ］

＝ ｛ｘ｜ｘ∈Ｕ，［ｘ］∩Ｘ≠ ｝

＝Ｅ１ ∪Ｅ３ ∪Ｅ４ ∪Ｅ５
＝ ｛ｘ０，ｘ１，ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ７，ｘ８，ｘ１０｝．

那么，Ｘ的粗集

（Ｒ－ （Ｘ），Ｒ－ （Ｘ））＝（｛ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ８｝，｛ｘ０，ｘ１，ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ７，ｘ８，ｘ１０｝）；

Ｘ的Ｒ－ 边界

ｂｎＲ（Ｘ）＝Ｒ－ （Ｘ）－Ｒ－ （Ｘ）＝ ｛ｘ０，ｘ１，ｘ７，ｘ１０｝；

Ｘ的Ｒ－ 正域

ｐｏｓＲ（Ｘ）＝Ｒ－ （Ｘ）＝ ｛ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ８｝；

Ｘ的Ｒ－ 负域

ｎｅｇＲ（Ｘ）＝Ｕ－Ｒ－ （Ｘ）＝ ｛ｘ２，ｘ６，ｘ９｝．

Ｚ．Ｐａｗｌａｋ粗集中蕴含着下面的事实：

（１）元素等价类［ｘ］上的元素不可分辨，或者

ＩＮＤ（［ｘ］＝ ｛ｘ１，ｘ２，…，ｘｐ｝）．

（２）ＸＵ的下近似Ｒ－ （Ｘ），上近似Ｒ－ （Ｘ）都是普通集（经

典集），不具有模糊性；换句话说，近似性不等于模糊性．Ｒ－ （Ｘ），

Ｒ－ （Ｘ）具有普通集的特征函数．图１．２给出Ｘ Ｕ 的下近似

Ｒ－ （Ｘ）的特征函数图像．
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图１．２　 集合ＸＵ 的下近似Ｒ－ （Ｘ）的特征函数χ
（ｘ）

Ｒ－
（Ｘ）

ｘ∈Ｒ－ （Ｘ），χ
（ｘ）
Ｒ－
（Ｘ）＝１；ｘＲ－ （Ｘ），χ

（ｘ）
Ｒ－
（Ｘ）＝０

（３）给定元素论域Ｕ，一定存在属性论域Ｖ；或者，元素论域Ｕ
与属性论域Ｖ共存．元素论域Ｕ上的元素集合ＸＵ，一定对应着

属性论域Ｖ 上的属性集α；或者元素集合Ｘ与属性集合α共存．

Ｚ．Ｐａｗｌａｋ粗集已被应用到数据挖掘，知识发现，决策简化，系

统分析，系统状态识别等领域，并取得了许多令人兴奋的成果．

Ｚ．Ｐａｗｌａｋ的这一杰出学术成就已被人们接受与认可．

§１．３　 集合Ｘ的下近似与上近似的关系

给定集合Ｘ，Ｙ Ｕ，Ｒ－ （Ｘ），Ｒ－ （Ｘ）分别是Ｘ的上近似，下

近似；Ｒ－ （Ｙ），Ｒ－ （Ｙ）分别是Ｙ 的上近似，下近似．则有

（１）Ｒ－ （Ｘ）ＸＲ－ （Ｘ）． （１．３．１）

（２）Ｒ－ （）＝Ｒ－ （）＝ ，Ｒ－ （Ｕ）＝Ｒ－ （Ｕ）＝Ｕ．
（１．３．２）

（３）Ｒ－ （Ｘ∪Ｙ）＝Ｒ－ （Ｘ）∪Ｒ－ （Ｙ）． （１．３．３）

（４）Ｒ－ （Ｘ∩Ｙ）＝Ｒ－ （Ｘ）∩Ｒ－ （Ｙ）． （１．３．４）

（５）ＸＹＲ－ （Ｘ）Ｒ－ （Ｙ）． （１．３．５）

（６）ＸＹＲ－ （Ｘ）Ｒ－ （Ｙ）． （１．３．６）
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（７）Ｒ－ （Ｘ∪Ｙ）Ｒ－ （Ｘ）∪Ｒ－ （Ｙ）． （１．３．７）

（８）Ｒ－ （Ｘ∩Ｙ）Ｒ－ （Ｘ）∩Ｒ－ （Ｙ）． （１．３．８）
（９）Ｒ－ （～Ｘ）＝～Ｒ－ （Ｘ）． （１．３．９）

（１０）Ｒ－ （～Ｘ）＝～Ｒ－ （Ｘ）． （１．３．１０）

（１１）Ｒ－ （Ｒ－ （Ｘ））＝Ｒ－ （Ｒ－ （Ｘ））＝Ｒ－ （Ｘ）． （１．３．１１）

（１２）Ｒ－ （Ｒ－ （Ｘ））＝Ｒ－ （Ｒ－ （Ｘ））＝Ｒ－ （Ｘ）． （１．３．１２）
证明 　（１）若ｘ∈Ｒ－ （Ｘ），则［ｘ］Ｘ；而ｘ∈ ［ｘ］，因此

ｘ∈Ｘ且Ｒ－ （Ｘ）Ｘ．

若ｘ∈Ｘ，因为ｘ∈ ［ｘ］∩Ｘ，则［ｘ］∩Ｘ≠ ，因此

ｘ∈Ｒ－ （Ｘ）且ＸＲ－ （Ｘ）．

（２）因为空集包含在每一个集合中，  Ｒ－ （）而且

Ｒ－ （） ，所以

Ｒ－ （）＝ ．

假设Ｒ－ （）≠ ，则存在ｘ，而且ｘ∈Ｒ－ （），则有

［ｘ］∩  ≠ ．

因为［ｘ］∩  ＝ ，与假设矛盾，所以

Ｒ－ （）＝ ．

由（１）知，Ｒ－ （Ｕ）Ｕ，对于ｘ∈Ｕ，因［ｘ］Ｕ，则ｘ∈Ｒ－ （Ｕ），

故Ｕ Ｒ－ （Ｕ）．所以

Ｒ－ （Ｕ）＝Ｕ．

由（１）知，Ｒ－ （Ｕ）Ｕ，而且Ｒ－ （Ｕ）Ｕ，所以
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Ｒ－ （Ｕ）＝Ｕ．

（３）若ｘ∈Ｒ－ （Ｘ∪Ｙ），则有

［ｘ］∩ （Ｘ∪Ｙ）≠ 
（［ｘ］∩Ｘ）∪ （［ｘ］∩Ｙ）≠ 
（［ｘ］∩Ｘ）≠  ∨ （［ｘ］∩Ｙ）≠ 

ｘ∈Ｒ－ （Ｘ）∨ｘ∈Ｒ－ （Ｙ）

ｘ∈Ｒ－ （Ｘ）∪Ｒ－ （Ｙ）．

因此，Ｒ－ （Ｘ∪Ｙ）＝Ｒ－ （Ｘ）∪Ｒ－ （Ｙ）．
（４）若ｘ∈Ｒ－ （Ｘ∩Ｙ），则有

［ｘ］ （Ｘ∩Ｙ）

（［ｘ］Ｘ）∧ （［ｘ］Ｙ）

ｘ∈Ｒ－ （Ｘ）∩Ｒ－ （Ｙ）．

因此，Ｒ－ （Ｘ∩Ｙ）＝Ｒ－ （Ｘ）∩Ｒ－ （Ｙ）．
（５）若ＸＹ，则Ｘ∩Ｙ＝Ｘ，所以Ｒ－ （Ｘ∩Ｙ）＝Ｒ－ （Ｘ）．

由（４）知

Ｒ－ （Ｘ）∩Ｒ－ （Ｙ）＝Ｒ－ （Ｘ）．

因此，Ｒ－ （Ｘ）Ｒ－ （Ｙ）．
（６）若ＸＹ，则Ｘ∪Ｙ＝Ｙ，所以Ｒ－ （Ｘ∪Ｙ）＝Ｒ－ （Ｙ）．

由（３）知

Ｒ－ （Ｘ）∪Ｒ－ （Ｙ）＝Ｒ－ （Ｙ）．

因此，Ｒ－ （Ｘ）Ｒ－ （Ｙ）．
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（７）因为ＸＸ∪Ｙ，ＹＸ∪Ｙ，所以Ｒ－（Ｘ）Ｒ－（Ｘ∪Ｙ），

Ｒ－ （Ｙ）Ｒ－ （Ｘ∪Ｙ），故Ｒ－ （Ｘ）∪Ｒ－ （Ｙ）Ｒ－ （Ｘ∪Ｙ）．

（８）因为Ｘ∩ＹＸ，Ｘ∩ＹＹ，所以Ｒ－（Ｘ∩Ｙ）Ｒ－（Ｘ），

Ｒ－ （Ｘ∩Ｙ）Ｒ－ （Ｙ），故Ｒ－ （Ｘ∪Ｙ）Ｒ－ （Ｘ）∩Ｒ－ （Ｙ）．

（９）因为

ｘ∈Ｒ－ （Ｘ）

［ｘ］Ｘ

［ｘ］∩～Ｘ＝ 

ｘＲ－ （～Ｘ）

ｘ∈～Ｒ－ （～Ｘ），

所以Ｒ－ （～Ｘ）＝～Ｒ－ （Ｘ）．
（１０）在（９）中，利用～Ｘ代替Ｘ，则有Ｒ－ （～Ｘ）＝～Ｒ－ （Ｘ）．
（１１）由（１）知，Ｒ－（Ｒ－（Ｘ））Ｒ－（Ｘ），若ｘ∈Ｒ－（Ｘ），则有

［ｘ］Ｘ．因此Ｒ－ （［ｘ］）Ｒ－ （Ｘ）．但Ｒ－ （［ｘ］）＝ ［ｘ］，于是
［ｘ］Ｒ－ （Ｘ），所以ｘ∈Ｒ－（Ｒ－（Ｘ）），即Ｒ－（Ｘ）Ｒ－（Ｒ－（Ｘ））．故

Ｒ－ （Ｒ－ （Ｘ））＝Ｒ－ （Ｘ）．
由（１）知，Ｒ－（Ｘ）Ｒ－（Ｒ－（Ｘ）），若ｘ∈Ｒ－（Ｒ－（Ｘ）），则有

［ｘ］∩Ｒ－ （Ｘ）≠ ，即存在ｙ∈ ［ｘ］使得ｙ∈Ｒ－ （Ｘ），所以［ｙ］

Ｘ，但［ｘ］＝ ［ｙ］，这样就有［ｘ］Ｘ，即ｘ∈Ｒ－ （Ｘ），因此

Ｒ－ （Ｘ）Ｒ－ （Ｒ－ （Ｘ））．故Ｒ－ （Ｒ－ （Ｘ））＝Ｒ－ （Ｘ）．
（１２）由（１）知，Ｒ－（Ｘ）Ｒ－（Ｒ－（Ｘ）），若ｘ∈Ｒ－（Ｒ－（Ｘ）），

则有［ｘ］∩Ｒ－ （Ｘ）≠．因此存在ｙ∈［ｘ］且ｙ∈Ｒ－ （Ｘ），所以
［ｙ］∩Ｘ≠．但［ｘ］＝［ｙ］，所以［ｘ］∩Ｘ≠，即ｘ∈Ｒ－（Ｘ），
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