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前  言

随着科学技术的不断进步，现代数学有了很大的发展。反过来讲，在一定程度上，现代

数学的发展为科学技术的进步奠定了基础。无论怎么说，发展到今天的现代数学不仅自身

已是一棵枝繁叶茂的参天大树，而且它也深深扎根于现代科学技术的各个领域之中，从那

里汲取养分，同时也从那里赋予科学技术以活力。在分支繁多的现代数学中，不同分支的研

究内容与方法往往相去甚远，因此，要求数学工作者通晓数学的各个分支是不现实的。然

而，正如我国著名学者王国俊教授所言，无论从事哪种数学分支的研究工作，在一定程度上

了解和掌握数理逻辑的内容和方法都是必要的。

数理逻辑理论发展至今已有300多年的历史了，如果从1880年前不久正式提出谓词演

算和集合论时算起，也有100多年的历史可以追溯了。在数理逻辑的发展史上，经典的二值

逻辑以其形式化推理的严谨性而成为现代计算机科学的理论基础。这种以Boole代数为基

础建立起来的二值逻辑系统L是一种基于确定性的逻辑系统，其中任一公式要么为真，要

么为假，二者必居其一，且仅居其一。然而实际生产和生活中却大量存在着一类命题，其真

值无法用真或假来描述。如考虑命题“人的寿命一般不会超过80岁”，由于该命题中含有一

个意义不确切的修饰词“一般”，所以我们无法来断定其真伪。这就促使人们去探寻和建

立能够概括此类现象的更为广泛的逻辑推理体系。由此，也就诞生了数理逻辑的一个新的

研究分支——非经典数理逻辑。

在对非经典数理逻辑的长期探索和研究过程中，人们发现，与经典数理逻辑类似，每

一种模糊逻辑系统都以一个逻辑代数作为其基础。因此，利用泛代数的方法来研究逻辑问

题也倍受学者们青睐。1958年C.C.Chang引入了一种新的逻辑代数——MV代数，从而成功

证明了无限值Łukasiewicz系统的完备性。我国学者徐扬教授把格运算和蕴涵相结合于1993

年提出了格蕴涵代数，并对其进行了深入研究，建立了相应的逻辑推理系统。王国俊教授于

1996年引入了R0-代数，提出了蕴涵格的概念并得到了其模糊拓扑表现定理，推广了著名

的Stone表现定理等。
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值得一提的是，在诸多的非经典逻辑代数结构中，作为Heyting代数的推广产物的剩

余格是一类广受推崇的代数结构，这是因为，一方面，上述众多的代数结构都可以看成是

剩余格的特例；另一方面，更为重要的是其上有序结构、丰富的运算及其伴随的蕴涵运算，

特别适合担任多值逻辑推理的真值格的角色。因此，在现代数学的多个分支中基于剩余格

的研究课题不胜枚举。理想是研究非经典逻辑代数理论的一个重要的工具性概念，迄今为

止，国内外学者基于不同的逻辑代数提出了多种理想的概念，研究成果层出不穷。鉴于此，

在广泛深入地分析国内外学者关于理想问题的研究工作的基础上，作者在剩余格和正则剩

余格的框架之下，引入⊙运算并提出⊙理想的概念，并借助于格论、拓扑学和模糊集理论的

基本思想和基本方法对这一概念的性质和等价刻画等问题作了一些深入和细致的探索。本

书正是对作者近年来研究工作的总结。

在内容安排上，本书共分4章。第1章讲预备知识，主要介绍在本书行文过程中需要用到

的有关集合论、格与序理论、拓扑学和模糊数学方面的基本概念和基本结论。第2章介绍剩

余格和正则剩余格的概念、性质和运算。重点介绍了正则剩余格中的⊙理想及其性质。第3

章引入正则剩余格的⊙理想、生成⊙理想、素⊙理想和强素⊙理想等概念，并借助于格与序

理论和拓扑学的基本思想和方法，对这些概念的性质和等价刻画作了深入的分析和探索。

第4章，将Zadeh提出的模糊集思想和方法引入到正则剩余格的 理想问题的研究中，提出了

正则剩余格的模糊⊙理想和(∈,∈∨q)-模糊⊙理想概念，并详细讨论了它们的性质特征。

在本书的写作过程中，得到了赤峰学院众多领导和老师们的支持和鼓励，正是他们的

支持与鼓励才使得作者能够全力以赴地投身于书稿的写作，从而使得本书能够顺利出版。

在此，表示衷心的感谢。

虽然经过多次校对，力求减少书中的错误和疏漏，但是由于作者水平所限，本书中的

疏漏、不妥乃至谬误之处仍在所难免，希望读者多多批评指正。

                                                     

        作者

                                                2013年1月10日
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第 1章 预备知识 

    在本章，主要对本书中所涉及到的有关集合论、偏序、格论以及拓扑学等方面
的基本概念和基本理论作简单介绍，为本书后续内容的讨论做准备。 

§1.1 集合及其运算 

集合是一个容易被读者理解的概念，它指的是某些具有某种共同特点的个体构

成的集体。例如“全体整数的集合”等。集合也常称为集。 
集合（即通常所谓的“集体”）是由它的元素（即通常所谓的“个体”）构成的。

例如所有整数的集合以每一个整数为它的元素。元素也常称为元或点。 

通常用大写的英文字母 A，B，C，L表示集合，用小写的英文字母a，b，
c，L表示集合的元素。 

集合也可以没有元素。没有元素的集合我们称之为空集，记作∅。 
由一个元素构成的集合，我们常称为单点集。 
用文句来描述一个集合由哪些元素构成，是定义集合的一种重要方法。此外，

我们还可以通过如下方式来定义集合：记号 
{ |x 关于 x的一个命题 }P  

表示使花括号中竖线后面的那个命题 P成立的所有元素 x构成的集合。当然，我们
通常也将一个集合的所有元素列举出来再加上花括号来表示这个集合。例如 

{ }1 2, , , na a aL  

表示由元素 1 2, , , na a aL 构成的集合。 

需要提醒读者的是：不论你用任何一种方式定义集合，最重要的是不允许产生

歧义，也就是说你所定义的集合的元素应当是完全确定的。 
在本书中，我们常用： 

 表示全体实数构成的集合，称为实数集； 

 表示全体自然数构成的集合，称为自然数集； 
* 表示全体正整数构成的集合，称为正整数集。 
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并且假定读者熟知这些集合。 

定义 1.1.1 设 A是一个集合，a是一个元素。如果a是 A的元素，记作 

a A∈ ， 

称为a属于 A。 
如果a不是 A的元素，记作 

a A∉ ， 
称为a不属于 A。 

定义 1.1.2 设 A和B是两集合。若集合 A的每一个元素都是集合B的元素，即 

x A x B∀ ∈ ⇒ ∈ ， 
则称 A包含于B，或B包含 A。记作 

A B⊂ 或B A⊃ 。 

否则，称 A不包含于B，或B不包含 A。记作 

A B⊄ 。 

定义 1.1.3 设 A和B是两个集合。如果 A与B是由完全相同的元素构成的集合，
即集合 A的每一个元素都是集合B的元素，并且集合B的每一个元素都是集合 A的
元素，则称集合 A等于B，记作 

A B= 。 
如果集合 A中至少有一个元素不是集合B的元素，或者集合B中至少有一个元

素不是集合 A的元素，则称集合 A不等于B，记作 

A B≠ 。 
定理 1.1.1设 A和B是两个集合。 

A B= 当且仅当 A B⊂ & B A⊂ 。 

定义 1.1.4 设 A和B是两个集合。如果 A B⊂ ，则称 A是B的子集； 
如果 A是B的子集，但 A又不等于B，即 

A B⊂ ，但 A B≠ ， 

也即集合 A的每一个元素都是集合B的元素，但集合B中至少有一个元素不是集合
A的元素，则称 A是B的真子集。 
我们常常需要讨论以集合作为元素的集合，为了强调这一特点，这类集合常称

为集族。并且常用花写的英文字母A ，B ，C ，L来表示。例如 

{ } { }{ }1 , 1, 2 ,= ∅A  
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表示一个含有三个元素的集族，其三个元素分别为：单点集{ }1 ，二元素集{ }1,2 和

空集∅。 

定义 1.1.5 设 X 是一个集合，称由 X 的所有子集构成的集族 ( )XP 为集合 X

的幂集。 

例 1.1.1 设集合 { }1, 2X = ，则集合 X 的幂集 

( ) { } { } { }{ }, 1 , 2 , 1, 2X = ∅P 。 

定义 1.1.6 设 A和B是两个集合。集合 

{ |x x A∈ 或者 }x B∈  

称为集合 A与集合B的并集或并。记为 A B∪ 。 
定义 1.1.7 设 A和B是两个集合。集合 

{ |x x A∈ 且 }x B∈  

称为集合 A与集合B的交集或交。记为 A B∩ 。 
    如果 A B∩ = ∅，则称集合 A与集合B无交或不相交；如果 A B∩ ≠ ∅，则称
集合 A与集合B有（非空的）交。 

定义 1.1.8 设 A和B是两个集合。集合 
{ |x x A∈ 且 }x B∉  

称为集合 A与集合B的差集。记为 \A B或 A B− 。 
关于集合的并、交、差运算之间，有以下的基本规律： 

定理 1.1.2 设 A，B和C都是集合。则以下各等式成立： 
（1）幂等律 

A A A∪ =  
A A A∩ =  

（2）交换律 

A B B A∪ = ∪  
A B B A∩ = ∩  

（3）集合律 

( ) ( )A B C A B C∪ ∪ = ∪ ∪  

( ) ( )A B C A B C∩ ∩ = ∩ ∩  
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（4）分配律 

( ) ( ) ( )A B C A C B C∩ ∪ = ∪ ∩ ∪  

( ) ( ) ( )A B C A C B C∪ ∩ = ∩ ∪ ∩  

（5）De Morgan对偶律 

( ) ( ) ( )A B C A B A C− ∪ = − ∩ −  

( ) ( ) ( )A B C A B A C− ∩ = − ∪ −  

定理 1.1.3 设 A和B是两个集合。则 

A B⊂  当且仅当 A B A∩ =  当且仅当 A B B∪ = 。 
我们在讨论某一具体问题时，所涉及到的各个集合往往都是某一个特定的“大

的”集合的子集。例如在空间几何学中，我们研究的所有图形都是“全平面”这样

一个集合的子集。像这样，包含着在特定情况下讨论的所有集合的这样一个集合，

我们称之为基础集或全集。需要说明的是，当我们所研究问题的基础集自明时，不

必每次都提起。 

定义 1.1.9 设 X 是一个基础集。对于 X 的任一子集 A，我们称 X A− 为 A（相
对于基础集 X 而言的）补集或余集。记为 cA 。 

还需要提醒读者注意的是：有时我们会用到“有限多个集合的并（或交）”这样

一个说法，这样说时总是指“某
*n∈  个集合的并（或交）”。但请读者务必注意，

迄今为止，我们并未定义过0个集合的并（或交），尽管在某些场合可能会以某种方
式定义“0个集合的并”，但永远不会使用“0个集合的交”这种说法。 

最后，介绍集族的概念： 

设Λ是一个集合。如果对每一个α ∈ Λ，指定了一个集合 Aα，我们就说给定了

一个有标集族{ }Aα α∈Λ
，或者在不至于引起混淆的情况下干脆说给定了一个集族

{ }Aα α∈Λ
，同时，称Λ为（有标）集族{ }Aα α∈Λ

的指标集。 

定义 1.1.10 设给定一个集族{ }Aα α∈Λ
。集合 

{ | }x x Aαα∃ ∈ Λ ∋ ∈  

称为集族{ }Aα α∈Λ
的并集或并，记为 Aα α∈Λ∪ 。当指标集Λ非空时，集合 

{ | , }x x Aαα∀ ∈ Λ ∈  

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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称为集族{ }Aα α∈Λ
的交集或交，记为 Aα α∈Λ∩ 。 

§1.2 关系与映射 

1.2.1 关系 
为了给出关系的定义，我们首先定义笛卡尔积的概念。 

定义 1.2.1 设 X 和Y 是两个集合。集合 

( ){ }, | ,x y x X y Y∈ ∈  

称为 X 与Y 的笛卡尔积，记为 X Y× 。 

其中 ( ),x y 是一个有序偶，x称为 ( ),x y 的第一个坐标， y称为 ( ),x y 的第二个

坐标。 X 称为 X Y× 的第一个坐标集，Y 称为 X Y× 的第二个坐标集。 

集合 X 与其自身的笛卡尔积 X X× 称为 X 的二重（笛卡尔）积，通常记为 2X 。 

需要注意的是，一般来讲集合 X 与集合Y 的笛卡尔积 X Y× 完全不同于集合Y
与集合 X 的笛卡尔积Y X× 。 

定义 1.2.2 设 X 和Y 是两个集合。如果R是 X 与Y 的笛卡尔积 X Y× 的一个子

集，即 

R X Y⊂ ×  
则称R是从 X 到Y 的一个关系。 

定义 1.2.3 设 R 是从集合 X 到集合 Y 的一个关系，即 R X Y⊂ × 。如果

( ),x y R∈ ，则称 x与 y是R相关的，记为 xRy。 

定义 1.2.4 设 X 是一个集合。称从集合 X 到集合 X 的一个关系为集合 X 中的
一个关系。 

定义 1.2.5 设R是集合 X 中的一个关系。 
（1）称关系R是自反的，如果 x X∀ ∈ 都有 xRx； 

（2）称关系R是对称的，如果 ,x y X∀ ∈ ， xRy yRx⇒ ； 

（3）称关系R是反对称的，如果 ,x y X∀ ∈ ， xRy & yRx x y⇒ = ； 

（4）称关系R是传递的，如果 , ,x y z X∀ ∈ ， xRy & yRz xRz⇒ 。 

定义 1.2.6 设R是集合 X 中的一个关系。如果R同时是自反的、对称的和传递
的，则称R为集合 X 上的一个等价关系。 



正则剩余格的⊙理想理论 

- 6 - 

定义 1.2.7 设R是集合 X 中的一个等价关系。如果集合 X 中的两个点 x和 y满
足 xRy，则称 x与 y是R等价的，或简称为等价的。 

对每个 x X∈ ，集合 X 的子集 

{ }|y X xRy∈  

称为 x的R等价类或等价类，常记为[ ]Rx 或 [ ]x ，并且任一 [ ]Ry x∈ 称为R等价类

[ ]Rx 的一个代表元。集族 

[ ]{ }|Rx x X∈  

称为集合 X 相对于等价关系R而言的商集，记为 /X R。 

定理 1.2.1 设R是非空集合 X 中的一个等价关系。则 

（1）如果 x X∈ ，则 [ ]Rx x∈ ，从而[ ]Rx ≠ ∅； 

（2）对任意的 ,x y X∈ ，或者[ ] [ ]R Rx y= ，或者[ ] [ ]R Rx y∩ = ∅。 

1.2.2 映射 
    映射是数学中的一个至关重要的概念。当然也是读者最熟知的数学概念之一。
这里我们只介绍一些基本概念。 

定义 1.2.8 设 f 是从集合 X 到集合Y 的一个关系。如果对每一个 x X∈ ，存在

唯一的一个 y Y∈ ，使得 xfy，则称 f 是从 X 到Y 的一个映射。记为 

:f X Y→ 。 

定义 1.2.9 设 X 和Y 是两个集合， :f X Y→ 是从 X 到Y 的一个映射。对每个

x X∈ ，使得 xfy的唯一的那个 y Y∈ 称为 x的象或值，记为 ( )f x 。集合 

( ) ( ){ }|f X f x x X= ∈  

称为映射 f 的值域。 

对每个 y Y∈ ，如果 x X∈ ，使得 xfy（即 y是 x的象），则称 x是 y的原象（注
意： y Y∈ 可以没有原象，也可以有不止一个原象）。 

定义 1.2.10 设 X 和Y 是两个集合， :f X Y→ 。 

（1）如果Y 中每一个点都有原象，即 f 的值域为Y ，也即 

( )f X Y= ， 
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则称 f 是一个满射，或称 f 为一个从 X 到Y 上的映射； 

（2）如果 X 中不同点的象是Y 中的不同的点，即 

,x y X∀ ∈ ， x y≠ ⇒ ( ) ( )f x f y≠ 。 

则称 f 是一个单射； 

    （3）如果 f 既是一个满射，又是一个单射，则称 f 是一个双射或一一映射。 

定义 1.2.11 设 X 和Y 是两个集合， A X⊂ 。映射 :f X Y→ 和 :g A Y→ 如

果 g f⊂ ，即 a A∀ ∈ ，都有 ( ) ( )f a g a= ，则称 g是 f 的限制，也称 f 是 g的扩

张，记为 |Ag f= 。 

§1.3 序与格 
1.3.1 序 

无论是通俗意义还是严格的数学意义，序的概念都呈现出了平凡而伟大的特征。

平凡表现在其意义容易理解而又时时伴随着人们的思维过程；伟大则表现在它被

Bourbaki 学派冠名为数学三大母结构（代数结构、拓扑结构和序结构）之一。下面
我们将为读者介绍一些有关序的基本知识。 

定义 1.3.1 设 X 是一个非空集合，p是 X 中的二元关系。如果 , ,x y z X∀ ∈ 满

足 
（1） x xp （自反性）； 
（2）若 x yp 且 y zp ，则 x zp （传递性）， 

则称p为 X 上的一个预序，此时，称 ( ),X p 为一个预序集。 

例 1.3.1 任取 x ∈  ，以 x 表示 x的绝对值，规定 

x yp  当且仅当 x y≤ ， ,x y∀ ∈  。 

则 ( ), p 是一个预序集。 

定义 1.3.2 设 ( ),P p 是预序集。如果预序p还满足反对称性，即 

当 x yp 且 y xp 时， x y= ， ,x y P∀ ∈ 。 

则称p是P上的一个偏序，此时，称 ( ),P p 为一个偏序集。 

定义 1.3.3 设 ( ),P p 是偏序集。如果对任意的 ,x y P∈ ，必有 x yp 或 y xp 之
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一成立，则称 ( ),P p 为一个全序集。 

例 1.3.2 如图 1.1所示，设P是黑点构成之集，规定位置较低的点不大于位置较
高的点，也不大于自身，则各图中的P都是偏序集。 

                  

                                   
图 1.1 

例 1.3.3 设 X 是一个非空集合。在 X 的幂集 ( )XP 上规定 

( ),A B X∀ ∈P ， A Bp 当且仅当 A B⊂ 。 

则 ( )( ),X ⊂P 是一个偏序集。 

注 1.3.1 在定义 1.3.2中， x yp 读作“ x小于或等于 y”或“ y大于或等于 x”
或“ x不大于 y”或“ y不小于 x”。因此，为方便起见，以下我们常将P上的偏序
p记为≤。 

定义 1.3.4 设 ( ),P ≤ 是偏序集， X P⊂ 且a P∈ 。 

（1）如果对任意 x X∈ ，有 a x≤ ，则称 a为 X的一个下界； 

（2）如果对任意 x X∈ ，有 x a≤ ，则称 a为 X的一个上界； 
（3）设a为 X 的一个下界，如果对 X 的任一下界b均有b a≤ ，则称a为 X 的

最大下界，也称下确界，记为 infa X= 或 a X= ∧ ； 
（4）设a为 X 的一个上界，如果对 X 的任一上界b均有 a b≤ ，则称a为 X 的

最小上界，也称上确界，记为 supa X= 或 a X= ∨ 。 

例 1.3.4 如图 1.1所示。 
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（1）在图(a)中，{ },a b 有下确界c，但没有上界； 

（2）在图(b)中，{ }, ,a b c 的上、下确界分别是a和 c； 

（3）在图(e)中，{ }, ,a b c 有下确界0， X 有两个上界d与 e，但没有上确界。 

例 1.3.4 在偏序集 ( )( ),X ⊂P 中，设{ } ( )|A Xα α ∈ Λ ⊂ P ，则{ }|Aα α ∈ Λ

的下确界和上确界都存在，就是{ }|Aα α ∈ Λ 中各集合的交与并，即 

{ }inf |A Aα α αα ∈Λ∈ Λ = ∩ 且 { }sup |A Aα α αα ∈Λ∈ Λ = ∪ 。 

例 1.3.5 设 [0,1]P = ，≤是通常序，X = ∅，则 sup 0X = 且 inf 1X = 。这是

因为：空集∅以P中的每个元素为上（下）界，上确界作为最小上界当然为0，而
下确界作为最大下界当然为1。这里需要注意：当 x ∈∅时，x a≤ （或 a x≤ ）对P
中的每个元素a都成立。 

定义 1.3.5 设 ( ),P ≤ 是偏序集， X P⊂ 且a X∈ 。 

（1）如果对任意 x X∈ ，恒有a x≤ ，则称 a是 X 的极小元； 

（2）如果对任意 x X∈ ，恒有 x a≤ ，则称 a是 X 的极大元。 

定理 1.3.1（Zorn’s Lemma） 设 ( ),P ≤ 是非空偏序集。如果P的任一非空全序

子集都有上（下）界，则 X 必有极大（小）元。 

定义 1.3.6 设 ( ),X p 是预序集，Y X⊂ 。如果对任意二元素 ,a b Y∈ ，都存在

元素c Y∈ 使得 a cp 且b cp ，则称Y 为 X 的定向子集。 

特别的，当Y X= 时，称 ( ),X p 为定向集。 

例 1.3.6 在例 1.3.3中，偏序集 ( )( ),X ⊂P 是定向集。 

1.3.2 格 
    定义 1.3.7 设 ( ),L ≤ 是偏序集，如果对 L中任意两个元 a与 b， { }inf ,a b 和

{ }sup ,a b 恒存在，则称 ( ),L ≤ 为格。 

注 1.3.2 在格 ( ),L ≤ 中， { }inf ,a b 和 { }sup ,a b 常分别记为a b∧ 和a b∨ 。 

定理 1.3.2 设 ( ),L ≤ 是格。 

（1）设 X 是 L的非空子集，则 inf X 和 sup X 都存在； 
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（2）a b b a∧ = ∧ ， a b b a∨ = ∨ ， ,a b L∀ ∈ ； 

（3） ( ) ( )a b c a b c∧ ∧ = ∧ ∧ ， ( ) ( )a b c a b c∨ ∨ = ∨ ∨ ， , ,a b c L∀ ∈ ； 

（4）a b≤  当且仅当 a b a∧ =  当且仅当 a b b∨ = ， ,a b L∀ ∈ 。 

定义 1.3.8 设 ( ),L ≤ 是偏序集，如果对 L的任一子集 X ， inf X 和 sup X 都存

在，则称 ( ),L ≤ 为完备格。 

注 1.3.3 完备格 ( ),L ≤ 有最大元，即sup L，记为1L，在不至引起混淆的情况下

也简记为1。完备格 ( ),L ≤ 也有最小元，即sup∅，记为0L，在不至引起混淆的情况

下也简记为0。 

例 1.3.7 （1）全序集一定是格。特别地，仅含两个元素0和1的全序集{ }0,1 是

格； 

（2） ( ),≤ 是格，但非完备格； 

（3） ( )[0,1],≤ 是完备格； 

（4） ( )( ),X ⊂P 是完备格，通常称之为幂集格； 

（5）设 ( ),L ≤ 是格，且 L含有有限多个元素，则 ( ),L ≤ 是完备格。为此只需说

明 L的空子集∅有上确界和下确界。事实上，有限格有最大元1和最小元0，所以
sup 0∅ = 和 inf 1∅ = 都存在； 

（6）图 1.1中的（b）、（c）和（d）都是完备格。 

定义 1.3.9 设 ( ),L ≤ 是格，如果对L中任意的元素 , ,a b c L∈ 都有 

( ) ( ) ( )a b c a b a c∧ ∨ = ∧ ∨ ∧ ， 

( ) ( ) ( )a b c a b a c∨ ∧ = ∨ ∧ ∨ ， 

则称 ( ),L ≤ 是分配格。 

例 1.3.4 事实上，可以证明：在格 ( ),L ≤ 中，对任意的 , ,a b c L∈ ， ( )a b c∧ ∨ =  

( ) ( )a b a c= ∧ ∨ ∧ 当且仅当 ( ) ( ) ( )a b c a b a c∨ ∧ = ∨ ∧ ∨ 。于是，我们有： 

定理 1.3.3 设 ( ),L ≤ 是格。则 ( ),L ≤ 是分配格当且仅当定义 1.3.9 中的两个条件
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