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前 言

高等数学是高等教育中的一门重要基础课程，不仅能培养学生的计算能力、逻辑推理

能力、抽象思维能力和应用知识能力，而且为后继课程的学习奠定了必要的数学基础．

本书在吸取国内同类教材优点的基础上，根据成人高等教育、高职高专教育的培养目

标编写，适当减少了理论知识，注重数学思想与方法的培养，强调数学知识的应用 . 书中

基本概念和原理的讲解通俗易懂，突出直观描述和几何解释，淡化理论证明和推导，降低

了学生掌握同等程度知识的难度，同时也兼顾了数学的科学性和严谨性，以及保证了数学

基本技能和技巧叙述的准确性和清晰性 . 本书顺应了成人高等教育、高职高专教育的改革

和发展，适合作为成人高等教育院校、高职高专院校及同等层次的其他院校教材．

全书共分八章，内容包括函数、极限与连续、导数与微分、中值定理与导数的应用、

不定积分、定积分及其应用、多元函数微分学和二重积分 . 书中每节后配有练习题，围绕

本节知识内容进行学习和训练，每章后配有综合练习，供学有余力的学生进一步提高数学

水平选用，书末附有习题答案与提示供读者参考．

本教材在编写过程中得到了作者团队硕士研究生的鼎力相助． 其中，潘珊珊、张玉

凤、谢琴、黄仁帅等协助完成本教材的编写、排版，以及校对工作; 刘美杏对全书作了认

真的校对; 尹江华、杨振平、陈倩、卢春婷等分别对本教材的部分章节作了认真的校对．

在此对他们的工作表示衷心的感谢．

由于编者水平有限，书中难免有疏漏之处，恳请广大读者批评指正．

编 者

2014 年 7 月
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第 1 章 函数

函数是高等数学的主要研究对象，它反映了各种变量之间的相互依存关系．本章将介绍

函数的概念及基本性质、反函数、复合函数和初等函数，为下面章节的学习奠定基础．

1. 1 函数的概念

1. 1. 1 集合

1. 集合的概念

集合是数学中最为基本的概念之一，众多对象的研究都不可避免地用到集合．一般地，

具有某种特定性质的事物的总体称为集合．集合通常用大写字母表示，如 A，B，M，N 等．例

如，全体自然数构成一个集合，某校数学系 2013 级的全体同学构成一个集合等．

组成一个集合的事物称为该集合的元素．元素通常用小写字母表示，如 a，b，m，n 等．如

果事物 a是集合M的元素，记作 a∈M( 读作 a属于M) ;否则记作 aM( 读作 a不属于M) ．

一个集合，若其元素的个数是有限的，则称为有限集;否则称为无限集．

集合的表示方法通常有列举法和描述法两种．

( 1) 列举法．把集合的全体元素一一列举出来．

例如，自然数集 N = { 0，1，2，…，n，…} ;

正整数集 N + = { 1，2，…，n，…} ;

整数集 Z = { …，－ n，…，－ 2，－ 1，0，1，2，…，n，…} ．

( 2) 描述法．若集合 M是由具有某种性质 P的元素 x的全体所组成，则可表示为

M = { x x具有性质 P} ．

例如，有理数集 Q = p
q p∈Z，q∈N +，且 p，q{ }互质 ;

实数集 R = { x x为有理数或者无理数} ．

设 A、B是两个集合，如果 A的元素都是 B的元素，则称 A是 B的子集，记作 AB( 读作
A包含于 B) 或者 BA( 读作 B包含 A) ．

如果 A与 B互为子集，即 AB且 BA，则称集合 A与 B相等，记作 A = B．

若 AB且 A≠B，则称 A是 B的真子集．
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不含任何元素的集合称为空集，记作．

例如，{ x x∈R且 x2 + 1 = 0}是空集．

规定空集是任何集合的子集．

2．集合的运算

类似于数的运算，集合之间也有其特定的运算，下面介绍几种集合的基本运算:并、交、

差和补集．

设 A、B是两个集合，由集合 A 与 B 中所有元素构成的集合称为 A 与 B 的并集( 简称

并) ，记作 A∪B，即
A∪B = { x x∈A或 x∈B} ;

由集合 A与 B的公共元素构成的集合称为 A与 B的交集( 简称交) ，记作 A∩B，即
A∩B = { x x∈A且 x∈B} ;

由所有属于 A而不属于 B的元素构成的集合，称为 A与 B的差集( 简称差) ，记作 A \B，即
A \B = { x x∈A且 xB} ．

当研究某个问题限定在一个大的集合 U 中进行时，所研究的其他集合 A 都是 U 的子

集，此时称 U为全集，称 U \A为 A的余集或补集，记作 AC．

显然 A∪AC = U，A∩AC =，ACU．

集合的并、交、差和补集可分别直观地用图 1-1-1( a) 、( b) 、( c) 和( d) 的阴影部分表示．

( a) ( b)

( c) ( d)
图 1-1-1

例 1. 1. 1 设A = { x － 1 ＜ x ＜ 2}，B = { x 1≤x≤3}，则
A∪B = { x － 1 ＜ x≤3}，A∩B = { x 1≤x ＜ 2} ．

例 1. 1. 2 若 A = { 1，2，3，4}，B = { 3，4，5，6}，则
A \B = { 1，2}，B \A = { 5，6} ．
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集合的运算满足以下几个运算律．

设 A、B、C为任意三个集合，则有以下运算律成立:
( 1) 交换律 A∪B = B∪A，A∩B = B∩A;
( 2) 结合律 ( A∪B) ∪C = A∪( B∪C) ，

( A∩B) ∩C = A∩( B∩C) ;
( 3) 分配律 ( A∪B) ∩C = ( A∩C) ∪( B∩C) ，

( A∩B) ∪C = ( A∪C) ∩( B∪C) ;
( 4) 对偶律 ( A∪B) C = AC∩BC，

( A∩B) C = AC∪BC．

3. 区间与邻域

区间是一类常用的数集，用来表示一个变量的变化范围．设 a和 b均为实数，且 a ＜ b，数
集{ x a ＜ x ＜ b} 称为开区间，记为( a，b) ，即

( a，b) = { x a ＜ x ＜ b} ．
a和 b称为开区间( a，b) 的端点．

数集{ x a≤x≤b} 称为闭区间，记为［a，b］，即
［a，b］= { x a≤x≤b} ．

类似地，可定义半开区间，即
［a，b) = { x a≤x ＜ b}，

( a，b］= { x a ＜ x≤b} ．

以上这些区间称为有限区间，区间长度均为 b － a，在数轴上这些区间都是长度有限的
线段，如图 1-1-2 所示．

( a) ( b)

( c) ( d)
图 1-1-2

通过引进记号 + ∞ ( 读作正无穷大) 及 － ∞ ( 读作负无穷大) ，可类似表示无限区间:
( a，+ ∞ ) = { x x ＞ a}，( － ∞，b) = { x x ＜ b} ;

［a，+ ∞ ) = { x x≥a}，( － ∞，b］= { x x≤b} ;

( － ∞，+ ∞ ) = { x － ∞ ＜ x ＜ + ∞ }，即全体实数的集合 R．
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注意，记号 － ∞，+ ∞只是表示无限性的一种记号，而不是某个确定的数，因此不满足数

的运算规则．以后在不需要辨明所讨论的区间是否包含端点以及是否是有限区间时，可简单

地称之为区间，常用 I表示．

邻域也是一个经常用到的概念．

设 a与 δ是两个实数，且 δ ＞0，数集{ x a － δ ＜ x ＜ a + δ} 称为点 a的 δ邻域，记作 U( a，δ) ，

即
U( a，δ) = { x a － δ ＜ x ＜ a + δ}，

其中点 a称为该邻域的中心，δ称为该邻域的半径．

由于 a － δ ＜ x ＜ a + δ相当于 x － a ＜ δ，因此

U( a，δ) = { x x － a ＜ δ} ．

在数轴上，x － a 表示点 x与点 a间的距离，所以 U( a，δ) 表示与点 a 的距离小于 δ 的一切

点 x的全体，如图 1-1-3( a) 所示．

若把邻域 U( a，δ) 的中心 a去掉( 图 1-1-3( b) ) ，所得到的邻域称为点 a 的去心 δ 邻域，

记作 U
。

( a，δ) ，即

U
。

( a，δ) = { x 0 ＜ x － a ＜ δ} ．

( a) ( b)
图 1-1-3

更一般地，以 a为中心的任何开区间均是点 a 的邻域，在不需要特别辨明邻域半径时，

可简记为 U( a) ．

此外，把开区间( a － δ，a) 称为 a 的左 δ 邻域( 简称左邻域) ，把开区间( a，a + δ) 称为 a

的右 δ邻域( 简称右邻域) ．

1. 1. 2 函数

在某些自然现象或社会现象中，往往同时存在多个不断变化的量，即变量，这些变量并

不是孤立变化的，而是相互联系并遵循一定的规律．函数就是描述这种联系的一个法则．例

如，矩形的面积 S是随着长 a和宽 b的变化而变化的，其变化规律是 S = ab．

定义 1. 1. 1 设 x 和 y 是两个变量，D 是一个给定的非空数集，如果对于每个数 x∈D，

变量 y按照一定法则总有确定的数值和它对应，则称 y是 x的函数，记作
y = f( x) ，x∈D，

其中，x称为自变量，y称为因变量，数集 D称为这个函数的定义域．
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对 x0∈D，按照对应法则 f，总有确定的值 y0 ( 记为 f( x0 ) ) 与之对应，称 f( x0 ) 为函数在点

x0 处的函数值．因变量与自变量的这种相依关系通常称为函数关系．

当自变量 x取遍 D的所有数值时，对应的函数值 f( x) 的全体构成的集合称为函数 f 的

值域，记为 Rf，即

Rf = { y y = f( x) ，x∈D} ．

函数的记号除了常用的 f，也可用其他的字母表示，例如 g、F、φ、Φ 等．如果在同一问题

中讨论到几个不同函数，则要用不同的记号分别表示这些函数，以示区别．

从函数的定义可以看到，函数的定义域与对应法则为函数的两个要素．两个函数相等的

充分必要条件是它们的定义域和对应法则均相同．

关于函数的定义域，在实际问题中应根据问题的实际意义具体确定．若讨论的是纯数学

问题，函数的定义域就是使得函数表达式有意义的一切实数所构成的集合，即函数的自然定

义域．

例如，函数 y = 1 － x槡 2的( 自然) 定义域为闭区间［－ 1，1］．

y = 1
1 － x槡 2

的( 自然) 定义域为开区间( － 1，1) ．

对函数 y = f( x) ，x∈D，若取自变量 x为横坐标，因变量 y为纵坐标，则在平面直角坐标

系 xOy中就确定了一个点( x，y) ．当 x取遍定义域 D的所有数值时，点集

G = { ( x，y) y = f( x) ，x∈D}

称为函数 y = f( x) 的图形．

函数常用的表示方法有表格法，图像法，公式法( 解析法) 三种，而根据函数的解析表达

式的形式不同，又可分为显函数，隐函数和分段函数三种．对于显函数，函数 y是由 x的解析

式直接表达，例如 y = x2 + 1; 对于隐函数，函数的自变量 x 与因变量 y 的对应关系由方程

F( x，y) = 0 来确定，例如 ln y = sin( x + y) ; 对于分段函数，函数在其定义域的不同范围内，具

有不同解析表达式．

例 1. 1. 3 绝对值函数

y = x =
x， x≥0，

－ x， x{ ＜ 0

的定义域 D = ( － ∞，+ ∞ ) ，值域 Ry =［0，+ ∞ ) ，其图形如图 1-1-4 所示．

例 1. 1. 4 符号函数

y = sgn x =
1， x ＞ 0，

0， x = 0，

－ 1， x
{

＜ 0

的定义域 D = ( － ∞，+ ∞ ) ，其图形如图 1-1-5 所示．
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图 1-1-4 图 1-1-5

例 1. 1. 5 取整函数 y =［x］，其中［x］表示不超过 x的最大整数．

例如，［π］= 3，［－ 2. 3］= － 3，［槡3］= 1．易见，取整函数的定义域 D = ( － ∞，+ ∞ ) ，值

域 Ry = Z，图形如图 1-1-6 所示．

图 1-1-6

习题 1. 1

1．用列举法表示集合{ x x ≤5，x为整数} ．

2．用集合的描述法表示下列集合．

( 1) 大于 5 的实数集;

( 2) 方程 x2 － 7x + 12 = 0 的根的集合．

3．设 A = { x 3 ＜ x ＜ 5}，B = { x 4 ＞ x}，求
( 1) A∪B; ( 2) A∩B; ( 3) A \B．

4．设全集 U = { 1，2，3，4，5，6}，A = { 1，2，3}，B = { 2，4，6}，求
( 1) ( A∪B) C ; ( 2) AC∩BC ; ( 3) AC∪BC ; ( 4) ( A∩B) C．

5．用区间表示满足下列不等式的所有 x的集合．

( 1) x ≤3; ( 2) x － 2 ≤1;

( 3) x － a ＜ ε( a为常数，ε ＞ 0) ; ( 4) x + 1 ＞ 2．

6．求下列函数的自然定义域．
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( 1) y = 1
x － 1 － x槡 2 ; ( 2) y = 4 － x槡 2 + 1

x槡 － 1
．

7．下列函数 f( x) 与 g( x) 是否相同，为什么?

( 1) f( x) = x － 1 与 g( x) = ( x － 1)槡 2 ;

( 2) f( x) =
3
x4 － x槡 3与 g( x) = x 3 x槡 － 1．

1. 2 函数的性质

1. 2. 1 函数的有界性

设函数 f( x) 的定义域为 D，数集 XD，若存在一个正数 M，使得对一切 x∈X，恒有
f( x) ≤M，

则称函数 f( x) 在 X上有界，或称 f( x) 是 X上的有界函数．

若这样的 M不存在，则称函数 f( x) 在 X上无界，或称 f( x) 是 X上的无界函数．

例如，函数 f( x) = sin x在( － ∞，+ ∞ ) 内有界，因为对任意的 x，恒有 sin x ≤1．这里

M = 1( 当然可以取大于 1 的任何数作为 M，且有 sin x ≤M 成立) ． 函数 f ( x) = 1
x 在区间

( 0，1) 内无界，因为不存在这样的正数 M 使 1
x ≤M 对于( 0，1 ) 内的一切 x 都成立; 但在

［1，+ ∞ ) 上有界，取 M = 1，对于［1，+ ∞ ) 内的一切 x恒有 1
x ≤1 成立．

例 1. 2． 1 证明函数 f( x) = x
x2 + 1

在( － ∞，+ ∞ ) 上是有界的．

证明 因为( x －1) 2≥0，即 x 2 +1≥2 x ，所以 x2 +1 ≥2 x ，故对一切 x∈( －∞，+∞ ) ，

恒有

f( x) = x
x2 + 1 = x

x2 + 1
≤ x
2 x = 1

2，

从而函数 f( x) = x
x2 + 1

在( － ∞，+ ∞ ) 上是有界的．

函数有界的定义也可表述为:若存在常数 M1 和 M2，使得对一切 x∈X，恒有
M1≤ f( x) ≤M2，

则称函数 f( x) 在 X上有界，并分别称 M1 和 M2 为 f( x) 在 X上的一个下界和上界．

1. 2. 2 函数的单调性

设函数 f( x) 的定义域为 D，区间 ID．如果对于区间 I 上任意两点 x1 及 x2，当 x1 ＜ x2
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时，恒有
f( x1 ) ＜ f( x2 ) ，

则称函数 f( x) 在区间 I上是单调增加函数;如果对于区间 I 上任意两点 x1 及 x2，当 x1 ＜ x2
时，恒有

f( x1 ) ＞ f( x2 ) ，

则称函数 f( x) 在区间 I上是单调减少函数．

例如，y = x2 在［0，+ ∞ ) 上是单调增加的，在( － ∞，0］上是单调减少的，在( － ∞，+ ∞ )

内是不单调的( 见图 1-2-1) ．

y = x3 在( － ∞，+ ∞ ) 内是单调增加的( 见图 1-2-2) ．

图 1-2-1 图 1-2-2

例 1. 2． 2 证明函数 f( x) = x
1 + x在( － 1，+ ∞ ) 内是单调增加的函数．

证明 在( － 1，+ ∞ ) 内任取两点 x1，x2，且 x1 ＜ x2，则

f( x1 ) － f( x2 ) =
x1

1 + x1
－

x2
1 + x2

=
x1 － x2

( 1 + x1 ) ( 1 + x2 )
．

因为 x1，x2 是( － 1，+ ∞ ) 内任意两点，所以
1 + x1 ＞ 0，1 + x2 ＞ 0．

又因为 x1 － x2 ＜ 0，故 f( x1 ) － f( x2 ) ＜ 0，即
f( x1 ) ＜ f( x2 ) ，

所以 f( x) = x
1 + x在( － 1，+ ∞ ) 内是单调增加的函数．

1. 2． 3 函数的奇偶性

设函数 f( x) 的定义域 D关于原点对称．若对任意的 x∈D，恒有
f( － x) = － f( x) ，

则称 f( x) 为奇函数;若对任意的 x∈D，恒有

—8—

高等数学



f( － x) = f( x) ，

则称 f( x) 为偶函数．

奇函数的图形是关于原点对称的( 见图 1-2-3) ;而偶函数的图形是关于 y 轴对称的( 见

图 1-2-4) ．

图 1-2-3 图 1-2-4

例如，函数 y = sin x是奇函数，y = cos x是偶函数，而 y = sin x + cos x既非奇函数又非偶

函数．

例 1. 2． 3 判断 y = x4 － 2x2 的奇偶性．

解 因为
f( － x) = ( － x) 4 － 2( － x) 2 = x4 － 2x2 = f( x) ，

所以 y = x4 － 2x2 为偶函数，其图形如图 1-2-5 所示．

图 1-2-5

1. 2． 4 函数的周期性

设函数 f( x) 的定义域为 D，若存在常数 T ＞ 0，使得对任意 x∈D，有( x ± T) ∈D，且
f( x + T) = f( x) ，

则称 f( x) 为周期函数，T称为 f( x) 的周期．通常，周期函数的周期是指其最小正周期．

例如，函数 sin x，cos x都是以 2π为周期的周期函数; tan x，cot x 是以 π 为周期的周期

函数．
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图 1-2-6

根据周期函数图形的特点，只要做出函数在长度为周期 T的一个区间上的图形，就可以

通过图形的平移得到整个函数的图形( 见图 1-2-6) ．

例 1. 2． 4 设函数 f( x) 是以 T( T ＞ 0) 为周期的周期函数，证明 f( ax) ( a ＞ 0) 是以 T
a为周

期的周期函数．

证明 因为 f a x + T( )[ ]a = f( ax + T) ，又因 f( x) 是以 T为周期的周期函数，所以有

f( ax + T) = f( ax) ，

因此

f a x + T( )[ ]a = f( ax) ，

故 f( ax) 是以 T
a为周期的周期函数．

由例 1. 2． 4 可知，函数 sin kx，cos kx 是以2π
k 为周期的周期函数，tan kx，cot kx 是以πk 为

周期的周期函数．

习题 1. 2

1. 证明函数 y = 1
1 + x2

是有界函数．

2．试求下列函数在指定区间内的单调性．

( 1) y = x
1 － x，( － ∞，1) ; ( 2) y = 2x + ln x，( 0，+ ∞ ) ．

3．判断下列函数的奇偶性．

( 1) y = ex + e － x

2 ; ( 2) y = x( x － 2) ( x + 2) ．

4．下列各函数中哪些是周期函数? 对于周期函数，指出其周期．

( 1) y = cos( x － 1) ; ( 2) y = xtan x; ( 3) y = sin 3x．
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1. 3 反函数与复合函数

1. 3． 1 反函数

自变量与因变量的关系往往是相对的，有时不仅需要研究变量 y 随 x 的变化而变化的

情况，也需研究变量 x随 y的变化而变化的情况．例如，以速度 v匀速行驶的汽车，其行驶时

间为 t，则行驶距离 s = vt，此时 t为自变量，s为因变量;反过来，当行驶距离为 s时，则行驶时

间为 t = s
v ，此时 s为自变量，t为因变量．因此，有必要引入反函数的概念．

设函数 y = f( x) 的定义域为 D，值域为 R，如果对于任一 y∈R，总有确定的 x∈D 使得
f( x) = y，则称 x是 y的函数，记为 f － 1，即 x = f － 1 ( y) ，称为函数 y = f( x) 的反函数．反函数的

定义域为 R，值域为 D．

习惯上常用 x 表示自变量，用 y 表示因变量，因此常把反函数 x = f － 1 ( y ) 改写为

y = f － 1 ( x) ．此时称 y = f － 1 ( x) 与 y = f( x) 互为反函数．在同一坐标平面内，互为反函数的两个

函数关于直线 y = x对称( 见图 1-3-1) ．

图 1-3-1

例 1. 3． 1 求函数 y = 1 + ex槡 － 1的反函数．

解 y = 1 + ex槡 － 1的定义域为 x≥0，值域为 y≥1．由 y = 1 + ex槡 － 1，得

x = ln( y2 － 2y + 2) ，y≥1．

将 x，y互换，所求反函数为
y = ln( x2 － 2x + 2) ，x≥1．

1. 3． 2 复合函数

定义 1. 3．1 设函数 y = f( u) 的定义域为 Df，而函数 u = φ( x) 的值域为 Rφ，若 Df∩Rφ≠，

则称函数 y = f［φ( x) ］为 x的复合函数，其中 x称为自变量，y称为因变量，u称为中间变量．

—11—

第 1 章 函数

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com


