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自　　序

人们说，离退休后很容易产生失落感，而失落感对老年

人的健康来说是十分不利的，为了排除这种可能，于是离休

后我很想到各地跑跑，欣赏祖国的锦绣河山、文明古迹和风

俗民情，但囊中羞涩，只跑了几个较近的地域聊以自慰，而对

其他许多地域就只好望景而兴叹了．至若唱歌跳舞、棋奕之

类，又素无因缘，于是就选定搞数学游戏，作为晚年消遣．

搞数学游戏，不需要什么试验器材，只需一纸一笔行矣．

但对我这个不是学数学专业的人来说，又谈何容易？于是就

自己选定一个题目，叫“谈谈关于角的等分问题”，这里包含

着青年学子们意欲解决而又一时无法解决的几个难题．我

想，如果我能解决这些难题，也算是给青年学子们帮了一个

忙；如果不能解决这些难题，谁也不会责怪我．而对我来说，

探究一个未知领域，无论如何，总不失为一场乐趣，于是就着
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手写了一篇极其粗陋的文稿，请教于我的老战友、老同学和

老同事，他们都是我国数学界、教育界很有名望的人，他们也

都晓得我不是学数学专业的，所以并不见笑我的那篇拙文，

却为成全我的“数学游戏”而提供了十分有益的信息［注Ⅰ］．这

些信息如让我独自到图书资料室去找，即使花很长的时间，

也不一定就能找到；而现在经他们提供，我就在很短的时间

内，不费吹灰之力，全都得到了．我深深感到：提供给我的，不

仅仅是信息，更是同志间的深厚情谊．

但是这些信息对我来说，都是素不相识的，可正因为这

样，既激发了我的兴趣，又为我做数学游戏而提供了绝好的

题材．于是我静下心来，仔细揣摩、反复领悟每一信息的含

义，又搜索枯肠，运用所学知识，或阐述或考证每一信息的原

理，而对未曾提供的信息，我又自作主张，予以应有的补充，

真是一头扎了进去．写写停停，又停停写写，历时三年，五次

突破难题［注Ⅱ］，才终于写成了现在这样的其名仍旧、其内容已

大为充实、其质量也大有提高的文稿．相信青年学子们看后，

在角的等分问题上，不但可以彻底走出“缘木求鱼、徒劳无

益”的困境，而且人人都可成为等分角度的“能手”．而我在这

一过程中，虽已离休，却仍在干我的教育工作，竟不知“失落

感”为何物！虽未能爬山越岭，畅游祖国，却在斗室之中爬格
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子，亦有“快哉，数学游戏！美哉，数学！”的良好享受．

我完成“谈谈关于角的等分问题”之后，就又联想起几何

史上的三大难题了．一探究，原来这三个难题，虽具体内容各

不相同，但都同属于尺规作图不能问题．用尺规去解决这三

个难题，自然是过去不能解决、现在也不能解决、将来也还是

不能解决的问题了．而若采用别的什么工具和方法，又都立

马成为可以各自解决的问题了．这次探索花的精力不多，却

自感收获不少，于是就又写了一点文字作为这本小册子的最

后一章，于是这本小册子也就成了这本《谈谈关于角的等分

问题》了。而几何史上的三大难题，是一个曾长期困扰过人

们，而且直到今天，有时也还会继续困扰着人们的问题．如果

由于本书的出版，能对现在还被这三个难题困扰着的人们有

所帮助或解脱，则我的意图也就达到了．然而本人系非数学

专业人员，行文及论述过程欠缺甚或错误在所难免，尚希广

大读者，不吝指教．是为序．

徐振声

于２０１５年１月
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　　【注Ⅰ】　他们提供给我的信息是

（１）能否实现用尺规作图的问题，可以化为问题可否用二

次根式求解的问题；而判断一个代数方程是否可以用二次根式

求解，数学上由Ｇａｌｏｉｓ理论进行讨论．

（２）如下形式的数，叫费尔玛特（Ｆｅｒｍａｒｔ）数：

ｍＦ ＝２２
ｎ

＋１．

用尺规可对特定角π
２
作ｍＦ 次等分，但ｍＦ 必须同时是素数

者，亦即ｎ限定０，１，２，３，４五个数．因为当ｎ＝５时，ｍＦ 就不

再是素数而是合数了．

（３）如果用尺规可以对特定角π２
作ｍ′次等分，也可以作ｍ″

次等分，且（ｍ′，ｍ″）＝１，则用尺规也可以对特定角π２
作ｍ′·ｍ″

次等分．

（４）如果用尺规可以对任意角作ｍ１＝２ｎ１次等分，ｎ１＝０，

１，２，３，４，…．对特定角π２
可以作ｍ２＝２２

ｎ２
＋１次等分，ｎ２ 限定

０，１，２，３，４五个数中的一个，则用尺规亦可以对ｎｍ１
倍的直角

π
２
作ｍ３＝ｍ１∏

ｎ３

ｉ＝１
ｍ２σ（ｉ－１）次等分，ｎ３取０，１，２，３，４，５六个数中
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的一个．

因此，可用尺规等分角度的情况，可归纳为以下二类：

（１）对任意角而言，可作ｍ１＝２
ｎ１次等分．

（２）对 ｎｍ１
倍的直角π

２
而言，可作ｍ３＝ｍ１∏

ｎ３

ｉ＝１
ｍ２σ（ｉ－１）次等

分．

【注Ⅱ】　五道难题是指：

（１）关于尺规能否等分角度的判别定理．

（２）关于高次方程ｃｏｓ　１７αｃｏｓα ＝０
的求解问题．

（３）用尺规也可以对ｎｍ１
倍的直角作ｍ３ ＝ｍ１∏

ｎ３

ｉ＝１
ｍ２σ（ｉ－１）次

等分．

（４）关于任意角的三等分仪．

（５）关于万能分角仪．
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引　　言

先从角的等分问题说起

青年们，你要用尺规等分角度吗？那你就得：首先鉴别

清楚“何者能等分，何者又不能等分”这个首要的问题，不然，

你用尺规去等分用尺规所不能等分的角度，那就不自觉地干

了“蠢事”了；而你若事先就学好“尺规能否等分角度的判别

定理”，那你就会自觉地不干那个“蠢事”了．

对等分角度来说，人们本以为可以信赖的尺规，却原来

是一副“蹩脚货”呢！对于绝大多数情况来说，它们都是无能

为力的．而对它们能等分的情况来说，看似功能不小，实际上

也派不了多少用处．

可是，你不必由此而沮丧，等分角度有着好工具呢！

你用“三等分仪”就可方便地对任意角作出三等分；而你

用“万能分角仪”，就又可方便地对任意角作出任意等分．
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联想起几何史上的三大难题，虽具体内容各不相同，但

都同属于“尺规作图不能”问题，用它们来解决这三个问题，

自然是：过去不能解决，现在也不能解决，将来也还是不能解

决．而若采用别的工具和方法，那它们又立马成为可各自解

决的问题了．又何难之有哉？
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第１章
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关于尺规能否等分角度的判别定理

　　本章将鉴别清楚“何者能等分，何者又不能等

分”这个首要的问题．
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在讲解关于尺规能否等分角度的判别定理之前，我想先

讲一下为什么要建立这个极为重要的定理．

众所周知，直尺和圆规是制图仪器中的基本元件，人们

用它来绘制各种图形，也用它来等分各种角度，可哪里晓得，

当用它来等分角度时，却暗藏着两类截然不同的情况，一类

是能用尺规等分的，而另一类是不能用尺规等分的．如果用

尺规去等分用尺规所能等分的角度，那自然有取得成功的希

望；而如果用尺规去等分用尺规所不能等分的角度，那就如

同缘木求鱼，永无取得成功的可能．然而，人们在很长的一段

历史时期内，却一直不知晓这个情况，于是竟有不少学者为

此而白白浪费了许多宝贵的精力和时间而终一无所获．据说

直到１９世纪末，有了Ｇａｌｏｉｓ理论的出现，人们才弄清了这个

问题．然而Ｇａｌｏｉｓ理论深奥难懂，不能为刚开始学数学的青

年人所能理解和接受，所以即使在Ｇａｌｏｉｓ理论已问世一百多

年后的今天，这个问题也还时不时地困扰着现代的青年学生

们．所以，用一个通俗易懂的办法来说明尺规何者能等分角

度、何者不能等分角度就成为一个首要的问题了．

如何解决这个首要问题呢？我们必须把角的几何等分

问题转化为代数方程的求解问题．如果该代数方程的解能用
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尺规的几何作图表示出来，那么我们就说，这个角可以用尺

规来等分；而如果该代数方程的解，不能用尺规的几何作图

表达出来的，那么我们就说，这个角就不可以用尺规来等分．

这样一来，一个关于尺规能否等分角度的判别定理就可由此

建立起来了．

所以要建立一个关于尺规能否等分角度的判别定理，我

们就必须：

首先，把等分角度的几何问题转化为任意角任意等分的

普遍关系式的代数求解问题．

其次，必须全面考察尺规对数的表述功能．

最后，再来谈关于尺规能否等分角度的判别定理．

下面就分别谈谈上述三方面的问题．
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１．１
任意角任意等分的普遍关系式

　　由棣莫佛定理，我们知道：

（ｃｏｓα＋ｉｓｉｎα）ｍ ＝ｃｏｓ　ｍα＋ｉｓｉｎ　ｍα． （１．１）

由二项式定理，我们又知道：

　（ｃｏｓα＋ｉｓｉｎα）ｍ ＝Ｃ０ｍｃｏｓ　
ｍα＋ｉＣ１ｍｃｏｓ　

ｍ－１·ｓｉｎα＋

　ｉ２Ｃ２ｍｃｏｓ　
ｍ－２·ｓｉｎ２α＋

　ｉ３Ｃ３ｍｃｏｓ　
ｍ－３α·ｓｉｎ３α＋

　ｉ４Ｃ４ｍｃｏｓ　
ｍ－４·ｓｉｎ４α＋…

＝Ｃ０ｍｃｏｓ　
ｍα－Ｃ２ｍｃｏｓ　

ｍ－２α·ｓｉｎ２α＋

　 Ｃ４ｍｃｏｓ　
ｍ－４α·ｓｉｎ４α＋…＋

　ｉ（Ｃ１ｍｃｏｓ　
ｍ－１α·ｓｉｎα－

　 Ｃ３ｍｃｏｓ　
ｍ－３α·ｓｉｎ３α＋…）． （１．２）

比较式（１．１）和式（１．２），使实部等于实部，虚部等于虚
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