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必修１

第一章　集合与函数概念

１．１　集合
一、元素与集合
１．定义
一般地，我们把研究对象统称为元素，把一些

元素组成的总体叫做集合（简称集）．只要构成两
个集合的元素是一样的，我们就称这两个集合是
相等的．
２．元素与集合的关系
我们一般用大写字母Ａ，Ｂ，Ｃ，…表示集合，

用小写字母ａ，ｂ，ｃ，…表示集合中的元素．如果ａ
是集合Ａ 的元素，就说ａ属于集合Ａ，记作ａ∈Ａ；
如果ａ不是集合Ａ 中的元素，就说ａ不属于集合
Ａ，记作ａＡ．例如，３∈｛１，２，３｝，４｛１，２，３｝．

３．集合中元素的特征
（１）确定性：给定一个集合，它的元素必须是

确定的．这就是说，对于给定的一个集合，任何一
个元素在不在这个集合中是确定的，不确定的元
素不能构成集合．如“高一（１）班的高个子同学”就
不能构成一个集合，因为组成它的元素是不确
定的．

（２）互异性：对于给定的一个集合，它的元素
一定是互不相同的（或说是互异的）．也就是说，集
合中的元素是不重复出现的．

（３）无序性：组成集合的元素没有次序，如｛１，
２，３｝＝｛３，２，１｝＝｛２，３，１｝．

４．集合的表示方法
（１）列举法：把集合中的元素一一列举出来，

并用花括号括起来表示集合的方法叫做列举法．
如｛１，３，５｝．

（２）描述法：用集合所含元素的共同特征表示
集合的方法称为描述法．其具体方法是：在花括号
内先写上表示这个集合元素的一般符号及取值
（或变化）范围，再画一条竖线，在竖线后写出这个
集合中元素所具有的共同特征．

如｛ｘ∈Ｒ｜ｘ２－２ｘ－３＝０｝＝｛－１，３｝．
（３）图示法：把集合中的元素写在一条封闭的

曲线（如圆、椭圆，矩形等）内．
二、集合间的基本关系
１．子集：一般地，对于两个集合Ａ，Ｂ，如果集

合Ａ中任意一个元素都是集合Ｂ 中的元素，我们
就说这两个集合有包含关系，称集合Ａ 为集合Ｂ
的子集，记作ＡＢ（或ＢＡ），读作“Ａ包含于Ｂ”
（或“Ｂ包含Ａ”）．
２．真子集：如果集合ＡＢ，但存在元素ｘ∈

Ｂ，且ｘＡ，我们称集合Ａ是集合Ｂ 的真子集，记
作ＡＢ（或ＢＡ）．

　　３．空集：不含任何元素的集合叫做空集，记
为．

规定：空集是任何集合的子集．
４．集合相等：如果ＡＢ，且ＢＡ，则集合Ａ

与集合Ｂ 中的元素是一样的，称集合Ａ与集合Ｂ
相等，记作Ａ＝Ｂ．

三、集合的基本运算
１．并集和交集
（１）并集：由所有属于集合Ａ 或属于集合Ｂ

的元素组成的集合，称为集合Ａ 与集合Ｂ 的并
集，记作Ａ∪Ｂ（读作“Ａ 并Ｂ”），即Ａ∪Ｂ＝｛ｘ｜ｘ
∈Ａ或ｘ∈Ｂ｝．可用Ｖｅｎｎ图表示如下：

（２）交集：由属于集合Ａ 且属于集合Ｂ 的所
有元素组成的集合，称为集合Ａ 与集合Ｂ 的交
集，记作Ａ∩Ｂ（读作“Ａ 交Ｂ”），即Ａ∩Ｂ＝｛ｘ｜ｘ
∈Ａ且ｘ∈Ｂ｝．可用Ｖｅｎｎ图表示如下：

２．全集与补集
（１）全集：如果一个集合含有我们所研究问题

中涉及的所有元素，那么就称这个集合为全集，通
常记作Ｕ．

（２）补集：对于一个集合Ａ，由全集Ｕ 中不属
于集合Ａ 的所有元素组成的集合称为集合Ａ 相
对于全集Ｕ 的补集，简称为集合Ａ 的补集，记作
ＵＡ，即 ＵＡ＝｛ｘ｜ｘ∈Ｕ 且ｘＡ｝．可用Ｖｅｎｎ图表
示如下：

１．２　函数及其表示
一、函数的概念
１．定义
一般地，我们设Ａ，Ｂ 是非空的数集，如果按

照某种确定的对应关系ｆ，使对于集合Ａ 中的任
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意一个数ｘ，在集合Ｂ中都有唯一确定的数ｆ（ｘ）
和它对应，那么就称ｆ：Ａ→Ｂ为从集合Ａ 到集合
Ｂ 的一个函数，记作

ｙ＝ｆ（ｘ），ｘ∈Ａ．
其中，ｘ叫做自变量，ｘ的取值范围Ａ 叫做函

数的定义域，与ｘ的值相对应的ｙ值叫做函数值，
函数值的集合｛ｆ（ｘ）｜ｘ∈Ａ｝叫做函数的值域．
２．函数的三要素
函数的三要素就是指定义域、对应关系和值

域．在多数情况下，一旦定义域和对应关系确定，
函数的值域也随之确定，因而定义域与对应关系
是两大基本要素．
３．区间

定义 名称 符号 数轴表示

｛ｘ｜ａ≤ｘ≤ｂ｝ 闭区间 ［ａ，ｂ］

｛ｘ｜ａ＜ｘ＜ｂ｝ 开区间 （ａ，ｂ）

｛ｘ｜ａ≤ｘ＜ｂ｝
半开半
闭区间

［ａ，ｂ）

｛ｘ｜ａ＜ｘ≤ｂ｝
半开半
闭区间

（ａ，ｂ］

　　４．无穷大
无穷大是个符号，不是一个数，表示为“∞”．
实数集Ｒ可以用区间表示为（－∞，＋∞）．我

们可以把满足ｘ≥ａ，ｘ＞ａ，ｘ≤ｂ，ｘ＜ｂ的实数ｘ的
集合分别表示为［ａ，＋∞），（ａ，＋∞），（－∞，ｂ］，
（－∞，ｂ）．

二、函数的表示方法
１．函数的三种表示方法

解析法

定义 就是用数学表达式表示两个变量之间
的对应关系．

优点
简明、全面地概括了变量的关系，并可
以通过解析式求出任意一个自变量所
对应的函数值．

缺点 不够形象、直观、具体，而且并不是所有
的函数都能用解析式表示出来

图象法

定义 就是用图象表示两个变量之间的关系

优点
形象、直观地表示随自变量的变化，相
应的函数值变化的趋势，有利于研究函
数的某些性质．

缺点 只能近似地求出自变量的值所对应的
函数值，而且有时误差较大．

列表法

定义 就是列出表格来表示两个变量之间的
对应关系．

优点 不需要计算就可以直接看出与自变量
的值相对应的函数值．

缺点 只能表示自变量取较少的有限值的对
应关系．

　　２．分段函数
在函数ｙ＝ｆ（ｘ）的定义域中，对于自变量ｘ

的不同取值范围，有着不同的对应关系，这样的函
数通常 称 为 分 段 函 数，如 函 数 ｙ＝ｆ（ｘ）＝
２ｘ，ｘ≥０，
１，ｘ＜｛ ０

就是分段函数．

三、映射
１．定义
一般地，我们设Ａ，Ｂ 是两个非空集合，如果

按某一个确定的对应关系ｆ，使对于集合Ａ 中任
意一个元素ｘ，在集合Ｂ中都有唯一确定的元素ｙ
与之对应，那么就称对应ｆ：Ａ→Ｂ为从集合Ａ 到
集合Ｂ 的一个映射．
２．原象与象
对于映射ｆ：Ａ→Ｂ，我们通常把集合Ａ 中的

元素叫原象，把集合Ｂ中与集合Ａ 中的元素相对
应的元素叫做象，所以集合Ａ 叫原象集，集合Ｂ
叫象所在的集合．

１．３　函数的基本性质
一、单调性与最大（小）值
１．单调性
一般地，设函数ｆ（ｘ）的定义域为Ｉ：
如果对于定义域Ｉ内某个区间Ｄ 上的任意两

个自变量的值ｘ１，ｘ２，当ｘ１＜ｘ２时，都有ｆ（ｘ１）＜
ｆ（ｘ２），那么就说函数ｆ（ｘ）在区间Ｄ上是增函数，
如图１所示．

如果对于定义域Ｉ内某个区域Ｄ 上的任意两
个自变量的值ｘ１，ｘ２，当ｘ１＜ｘ２时，都有ｆ（ｘ１）＞
ｆ（ｘ２），那么就说函数ｆ（ｘ）在区间Ｄ上是减函数，
如图２所示．

２．判断函数单调性的方法
（１）利用定义判断函数的单调性：
（２）利用函数图象判断函数单调性．
３．最大（小）值
一般地，设函数ｙ＝ｆ（ｘ）的定义域为Ｉ，如果

存在实数Ｍ 满足：
（１）对于任意的ｘ∈Ｉ，都有ｆ（ｘ）≤Ｍ；
（２）存在ｘ０∈Ｉ，使得ｆ（ｘ０）＝Ｍ．
那么，我们称Ｍ 是函数ｙ＝ｆ（ｘ）的最大值 ．

２



　　同样，一般地，设函数ｙ＝ｆ（ｘ）的定义域为Ｉ，
如果存在实数Ｍ 满足：

（１）对于任意的ｘ∈Ｉ，都有ｆ（ｘ）≥Ｍ；
（２）存在ｘ０∈Ｉ，使得ｆ（ｘ０）＝Ｍ．
那么，我们称Ｍ 是函数ｙ＝ｆ（ｘ）的最小值．
最大值和最小值统称为最值．

二、函数的奇偶数
１．定义
偶函数：如果对于函数ｆ（ｘ）的定义域内任意

一个ｘ，都有ｆ（－ｘ）＝ｆ（ｘ），那么函数ｆ（ｘ）就叫
做偶函数．

奇函数：如果对于函数ｆ（ｘ）的定义域内任意
一个ｘ，都有ｆ（－ｘ）＝－ｆ（ｘ），那么函数ｆ（ｘ）就
叫做奇函数．

不是所有的函数都是奇函数或偶函数，我们
称那些既不是奇函数又不是偶函数的函数为非奇
非偶函数．

２．判断函数奇偶性的方法
（１）利用定义判断．
（２）利用等价命题判断：
ｆ（ｘ）＋ｆ（－ｘ）＝０ｆ（ｘ）是奇函数；
ｆ（ｘ）－ｆ（－ｘ）＝０ｆ（ｘ）是偶函数．
（３）利用图象判断：
图象关于原点对称ｆ（ｘ）是奇函数；
图象关于ｙ轴对称ｆ（ｘ）是偶函数．
三、函数的周期性
１．定义
对于函数ｙ＝ｆ（ｘ），如果存在一个常数Ｔ≠

０，使 得 当 ｘ 取 定 义 域 内 每 一 个 值 时，都 有
ｆ（ｘ＋Ｔ）＝ｆ（ｘ）成立，那么函数ｙ＝ｆ（ｘ）叫周期
函数，Ｔ叫做ｆ（ｘ）的周期．
２．最小正周期
周期函数的周期可以不止一个，如果在所有

周期中存在着一个最小正数，则称这个最小正数
为最小正周期．

第二章　基本初等函数（Ⅰ）

２．１　一次函数与二次函数
一、正比例函数
ｙ＝ｋｘ（ｋ≠０），定义域为Ｒ性质与特点：

１．ｋ＞０时
（１）直线在第一、三象限内；
（２）增函数；
（３）奇函数．
２．ｋ＜０时
（１）直线在第二、四象限内；
（２）减函数；
（３）奇函数．
二、一次函数
ｙ＝ｋｘ＋ｂ（ｋ≠０），定义域为Ｒ．
性质与特点：
１．ｋ＞０时
（１）ｂ＞０，图象经过第一、二、三象限；ｂ＜０，图

象经过第一、三、四象限；
（２）增函数；
（３）ｂ≠０时为非奇非偶函数，ｂ＝０时为奇

函数．

２．ｋ＜０时
（１）ｂ＞０，图象经过第一、二、四象限；ｂ＜０，图

象经过第二、三、四象限；
（２）减函数；
（３）ｂ≠０时为非奇非偶函数，ｂ＝０时为奇

函数．

三、反比例函数

ｙ＝ｋｘ
（ｋ≠０），定义域为｛ｘ｜ｘ≠０｝．

性质与特点：
１．ｋ＞０时
（１）图象在第一、三象

限内；
（２）奇函数；
（３）ｋ 越 大，离 原 点

越远；

３
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（４）在（－∞，０）和（０，＋∞）上是减函数．
２．ｋ＜０时
（１）图象在第二、四象

限内；
（２）奇函数；
（３）｜ｋ｜越 大，离 原 点

越远；
（４）在（－∞，０）和（０，＋∞）上是增函数．
四、二次函数
１．函数式：ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ（ａ≠０）．
２．定义域：Ｒ．
３．值域

（１）ａ＞０时，值域｛ｙ｜ｙ≥４ａｃ－ｂ
２

４ａ
｝；

（２）ａ＜０时，值域｛ｙ｜ｙ≤４ａｃ－ｂ
２

４ａ
｝；

４．性质

（１）单调性：ａ＞０时，在（－∞，－ｂ２ａ
］上是减

函数，在［－ ｂ２ａ
，＋∞）上是增函数；ａ＜０时则

相反．
（２）奇偶性：ｂ＝０时为偶函数，ｂ≠０时为非奇

非偶函数．

（３）最值：ｘ＝－ ｂ２ａ
时，ｙ最值＝４ａｃ－ｂ

２

４ａ
（ａ＞０

时有最小值，ａ＜０时有最大值）．
（４）函数值的符号：

①情况１：
ａ＞０
Δ＝ｂ２－４ａｃ≤｛ ０ｆ

（ｘ）≥０；

②情况２：
ａ＞０
ｆ（ｘ）≥｛ ０Δ≤０

；

③情况３：若ａ＞０，且存在ｘ０∈（－∞，＋∞），
使得ｆ（ｘ０）≤０，则必有Δ≥０．

请仿照上述ａ＞０的情形，自己讨论ａ＜０的
情形．

２．２　指数函数
一、指数函数的相关概念
１．ｎ次方根：如果ｘｎ＝ａ，那么ｘ叫做ａ 的ｎ

次方根，其中ｎ＞１，且ｎ∈Ｎ＊．
２．根式
式子ｎ槡ａ叫做根式，这里ｎ叫做根指数，ａ叫做

被开方数．
（ｎ槡ａ）ｎ＝ａ（ｎ∈Ｎ＊，且ｎ＞１）；
ｎａ槡ｎ＝ ａ，（ｎ为大于１的奇数），

｜ａ｜，（ｎ为大于０的偶数）｛ ．
３．分数指数幂
我们规定正分数指数幂的意义是ａ

ｍ
ｎ＝ ｎａ槡ｍ（ａ

＞０，ｍ，ｎ∈Ｎ＊，且ｎ＞１）；负分数指数幂的意义是

ａ－
ｍ
ｎ＝１
ａ
ｍ
ｎ

（ａ＞０，ｍ，ｎ∈Ｎ＊，且ｎ＞１）；０的正分数

指数幂等于０，０的负分数指数幂没有意义．

二、有理数指数幂的运算性质
ａｒ·ａｓ＝ａｒ＋ｓ（ａ＞０，ｒ，ｓ∈Ｑ）；
ａｒ
ａｓ＝ａ

ｒ－ｓ（ａ＞０，ｒ，ｓ∈Ｑ）；

（ａｒ）ｓ＝ａｒｓ（ａ＞０，ｒ，ｓ∈Ｑ）；
（ａｂ）ｒ＝ａｒｂｒ（ａ＞０，ｂ＞０，ｒ∈Ｑ）．

三、无理数指数幂
一般地，无理数指数幂ａａ（ａ＞０，α是无理数）

是一个确定的实数，如２槡３，５ 槡－ ２都是无理数指数
幂．有理数指数幂的运算性质同样适用于无理数
指数幂．
四、指数函数的定义

一般地，函数ｙ＝ａｘ（ａ＞０，且ａ≠１）叫做指数
函数，其中ｘ是自变量，函数的定义域是Ｒ．
五、指数函数的图象与性质

０＜ａ＜１　 ａ＞１

图象

定义域 Ｒ

值域 （０，＋∞）

性质
（１）过定点（０，１），即ｘ＝０时，ｙ＝１

（２）在Ｒ上是减函数 （２）在Ｒ上是增函数

２．３　对数函数
一、对数函数的相关概念
１．对数：一般地，如果ａｘ＝Ｎ（ａ＞０，且ａ≠

１），那么数ｘ叫做以ａ为底Ｎ 的对数，记作ｘ＝
ｌｏｇａＮ．其中ａ叫做对数的底数，Ｎ 叫做真数．负数
和零没有对数．

对数与指数的关系：ａｘ＝Ｎｘ＝ｌｏｇａＮ（ａ＞
０，ａ≠１）．

２．常用对数：通常我们将以１０为底的对数叫
做常用对数，并把ｌｏｇ１０Ｎ 记作ｌｇＮ．
３．自然对数：在科学技术中常使用以无理数ｅ

＝２．７１８　２８…为底数的对数，以ｅ为底的对数称为
自然对数，并把ｌｏｇｅＮ 记为ｌｎ　Ｎ．
二、对数运算
１．对数恒等式
ａｌｏｇａＮ＝Ｎ（ａ＞０，且ａ≠１，Ｎ＞０）；
ｌｏｇａ１＝０（ａ＞０，且ａ≠１）；
ｌｏｇａａ＝１（ａ＞０，且ａ≠１）；
２．对数的运算法则
如果ａ＞０且ａ≠１，Ｍ＞０，Ｎ＞０，那么：
ｌｏｇａ（Ｍ·Ｎ）＝ｌｏｇａＭ＋ｌｏｇａＮ；

ｌｏｇａ
Ｍ
Ｎ ＝ｌｏｇａＭ－ｌｏｇａＮ

；

ｌｏｇａＭｎ＝ｎｌｏｇａＭ（ｎ∈Ｒ）；

４



ｌｏｇａ ｎ槡Ｍ＝１ｎｌｏｇａＭ．

三、换底公式
１．公式

ｌｏｇａｂ＝
ｌｏｇｃｂ
ｌｏｇｃａ

（ａ＞０，且ａ≠１，ｃ＞０，且ｃ≠１，

ｂ＞０）．
２．对数换底公式的几个推论

ｌｏｇａｂ＝
１

ｌｏｇｂａ
（ａ＞０，ｂ＞０，且ａ≠１，ｂ≠１）；

ｌｏｇａｍｂ　ｍ＝ｌｏｇａｂ（ａ＞０，ｂ＞０，ｍ≠０，且ａ≠１，
ｂ≠１）；

ｌｏｇａｍｂｎ＝
ｎ
ｍｌｏｇａｂ

（ａ＞０，ｂ＞０，ｍ≠０，且

ａ≠１，ｂ≠１）；
四、对数函数的定义

一般地，我们把函数ｙ＝ｌｏｇａｘ（ａ＞０，且ａ≠
１）叫做对数函数，其中ｘ是自变量，函数的定义域
是（０，＋∞）．
五、对数函数的图象与性质

０＜ａ＜１　 ａ＞１

图象

定义域 （０，＋∞）

值域 Ｒ

性质

（１）过定点（１，０），即ｘ＝１时，ｙ＝０

（２）在（０，＋∞）
上是减函数

（２）在（０，＋∞）上是增
函数

六、反函数
若函数ｙ＝ｆ（ｘ）的定义域为Ａ，值域为Ｂ，对

于Ｂ中每一个元素ｙ０，在Ａ中都有唯一确定的元
素ｘ０与之对应，则函数ｙ＝ｆ（ｘ）存在反函数，记
为ｙ＝ｆ－１（ｘ），否则，就不存在反函数．
七、指数函数与对数函数的联系与区别

解析式 ｙ＝ａｘ（ａ＞０
且ａ≠１）

ｙ＝ｌｏｇａｘ（ａ＞０且ａ
≠１）

定义域 Ｒ （０，＋∞）

值域 （０，＋∞） Ｒ

图象

关于真线ｙ＝ｘ对称

奇偶性 非奇非偶 非奇非偶

单调性

０＜ａ＜１时，在
（－∞，＋∞）上
是减函数；ａ＞１
时，在 （－ ∞，
＋∞）上 是 增
函数

０＜ａ＜１ 时，在 （０，
＋∞）上是减函数；ａ＞
１时，在（０，＋∞）上是
增函数

性质 ①ｙ＞０；② 图
象过（０，１）点

①ｘ＞０；②图象过（１，
０）点

关系

八、对数的大小比较
对数比较大小时，通常将它们化作同底的形

式，利用对数函数的单调性进行判断．也可以通过
与中间值如（如０，１）的比较来确定大小．

２．４　幂函数
一、定义

一般地，函数ｙ＝ｘα叫做幂函数，其中ｘ是自
变量，α是常数．
二、幂函数的性质
１．单调性
当α＞０时，函数ｙ＝ｘα过点（０，０），（１，１），在

第一象限内是增函数．
当α＜０时，函数ｙ＝ｘα过点（１，１），在第一象

限内是减函数．
２．奇偶性
（１）当α为整数时，若α为偶数，则ｙ＝ｘα 是

偶函数；若α为奇数，则ｙ＝ｘα是奇函数．

（２）当α为分数，即α＝ｐｑ
（ｐ，ｑ互质，ｐ，ｑ∈

Ｚ）时：
当分母ｑ为奇数时，
若分子ｐ为奇数，则ｙ＝ｘα为奇函数；若分子

ｐ为偶数，则ｙ＝ｘα为偶函数．
当分母ｑ为偶数，则ｙ＝ｘα为非奇非偶函数．
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三、几种常见幂函数的图象和性质

幂
函
数

解析式 ｙ＝ｘ　 ｙ＝ｘ２　 ｙ＝ｘ３　 ｙ＝
１
ｘ ｙ＝ｘ１２

图象

值域 Ｒ　 Ｒ　 Ｒ ｛ｘ｜ｘ≠０｝ ［０，＋∞）

值域 Ｒ ［０，＋∞） Ｒ ｛ｙ｜ｙ≠０｝ ［０，＋∞）

奇偶性 奇函数 偶函数 奇函数 奇函数 非奇非偶函数

单调性 增函数 在（－∞，０）在［０，＋∞） 增函数 在（－∞，０）在（０，＋∞） 增函数

定义 （１，１）

图象特点 在第一象限内，从左向右看，α越小，其图象越靠近ｘ轴

第三章　函数的应用

３．１　函数与方程
一、方程的根与函数的零点
１．定义：对于函数ｙ＝ｆ（ｘ），我们把使ｆ（ｘ）

＝０的实数ｘ叫做函数ｙ＝ｆ（ｘ）的零点．
２．方程ｆ（ｘ）＝０有实数根
函数ｙ＝ｆ（ｘ）的图象与ｘ轴有交点
函数ｙ＝ｆ（ｘ）有零点．
３．函数零点的判断方法
如果函数ｙ＝ｆ（ｘ）在区间［ａ，ｂ］上的图象是

连续不断的一条曲线，并且有ｆ（ａ）·ｆ（ｂ）＜０，那
么，函数ｙ＝ｆ（ｘ）在区间（ａ，ｂ）内有零点，即存在ｃ
∈（ａ，ｂ），使得ｆ（ｃ）＝０，这个ｃ也就是方程ｆ（ｘ）
＝０的根．
二、用二分法求方程的近似解
１．二分法
对于在区间［ａ，ｂ］上连续不断且ｆ（ａ）·ｆ（ｂ）＜０

的函数ｙ＝ｆ（ｘ），通过不断地把函数ｆ（ｘ）的零点所
在的区间一分为二，使区间的两个端点逐步逼近零
点，进而得到零点近似值的方法叫做二分法．
２．给定精确度ε，用二分法求函数ｆ（ｘ）零点

近似值：
（１）确定区间［ａ，ｂ］，验证ｆ（ａ）·ｆ（ｂ）＜０，给

定精确度ε．
（２）求区间（ａ，ｂ）的中点ｃ．
（３）计算ｆ（ｃ）．若ｆ（ｃ）＝０，则ｃ就是函数的

零点；
若ｆ（ａ）·ｆ（ｃ）＜０，则令ｂ＝ｃ（此时零点ｘ０∈

（ａ，ｃ））；
若ｆ（ｃ）·ｆ（ｂ）＜０，则令ａ＝ｃ（此时零点ｘ０∈

（ｃ，ｂ））．
（４）判断是否达到精确度ε，即若｜ａ－ｂ｜＜ε，

则得到零点近似值ａ或ｂ；否则重复（２）～（４）．
３．２　函数模型及其应用

一、几类不同增长的函数模型
１．直线型增长
我们学过的正比例函数ｙ＝ｋｘ（ｋ＞０），一次

函数ｙ＝ｋｘ＋ｂ（ｋ＞０，ｂ为常数），常数函数ｙ＝ｃ（ｃ

∈Ｒ，ｃ为常数）都是直线型函数，它们在每个区间
上的变化率都一样．直线型增长的斜率不同，增速
也不同．
２．指数函数型增长（指数爆炸）
形如ｙ＝ａｘ（ａ＞０）的函数称为指数型函数．
３．幂函数型增长
形如ｙ＝ｘｎ（ｎ＞０）的函数称为幂函数型

函数．
４．对数函数型增长
形如ｙ＝ｌｏｇａｘ（ａ＞１，ｘ＞０）的函数称为对数

型函数，这种增长型增长趋势是先快后慢，最后几
乎变化不大了．
二、函数模型应用举例
１．解应用题的步骤
（１）阅读理解，认真审题．
（２）引进数学符号，建立数学模型．
（３）利用函数的知识对得到的数学模型予以

解答．
（４）将数学问题的解代入实际问题进行核查，

舍去不合题意的解，并作答．
这些步骤用框图表示如下：

２．应用题解题策略
解应用题的关键是建立数学模型，主要有建

立函数模型、方程或不等式模型及数列模型，此外
还有排列组合模型、几何模型、图表模型等．
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必修２

第一章　空间几何体

１．１　空间几何体的结构
一、多面体
１．基本概念
由若干个平面多边形围成的几何体叫做多面

体，围成多面体的各个多边形叫做多面体的面；相
邻两个面的公共边叫做多面体的棱；棱与棱的公
共顶点叫做多面体的顶点；连接不在同一面上的
两个顶点的线段叫多面体的对角线．
２．凸多面体
把一个多面体的任意一个面延展为平面，其

余的各个面若都在这个平面的同一侧，则这样的
多面体叫凸多面体．没有特别说明，指的都是凸多
面体．
３．多面体的分类：按照围成多面体的面的个

数分为四面体、五面体、六面体、……特殊的四面
体就是三棱锥．
二、棱柱的结构特征
１．基本概念
一般地，有两个面互相

平行，其余各面都是四边形，
并且每相邻两个四边形的公
共边都互相平行，由这些面
所围成的多面体叫做棱柱
（如右图）．

在棱柱中，两个互相平
行的面叫做棱柱的底面，简称底；其余各面叫做棱
柱的侧面；相邻侧面的公共边叫做棱柱的侧棱；侧
面与底面的公共顶点叫做棱柱的顶点．
２．棱柱的分类与表示法
底面是三角形、四边形、五边形……的棱柱分

别叫做三棱柱、四棱柱、五棱柱……我们用表示底
面各顶点的字母表示棱柱，如上图中的六棱柱表
示为棱柱ＡＢＣＤＥＦ－Ａ′Ｂ′Ｃ′Ｄ′Ｅ′Ｆ′．
３．棱柱的特点
（１）两个底面与平行于底面的截面是全等的

多边形，且对应边互相平行；
（２）侧棱都相等，侧面都是平行四边形．
４．棱柱的一些相关概念
棱柱两底面之间的距离，叫做棱柱的高．
侧棱与底面不垂直的棱柱叫斜棱往．
侧棱与底面垂直的棱柱叫直棱柱．
底面是正多边形的直棱柱叫正棱柱．

三、棱锥的结构特征
１．基本概念
一般地，有一个面是多边形，其余各面都是有

一个公共顶点的三角形，由这些面所围成的多面
体叫做棱锥．

这个多边形面叫做棱锥的底面或底；有公共
顶点的各个三角形面叫做棱锥的侧面；各侧面的
公共顶点叫做棱锥的顶点；相邻侧面的公共边叫
做棱锥的侧棱（如下图）．

如果棱锥的底面是正多边形，它的顶点又在
过底面中心的垂线上，则这个棱锥叫做正棱锥．

正棱锥各侧面都是全等的等腰三角形，这些
等腰三角形底边上的高都相等，叫做棱锥的斜高．
２．棱锥的分类与表示法
底面是三角形、四边形、五边形……的棱锥分

别叫做三棱锥、四棱锥、五棱锥……其中三棱锥又
叫四面体．

棱锥也用表示顶点和底面各顶点的字母表
示，如上图中的四棱锥表示为棱锥Ｓ－ＡＢＣＤ．
３．棱锥的特点
底面是多边形，侧面是有一个公共顶点的三

角形．
四、圆柱的结构特征
１．基本概念
以矩形的一边所在直线为旋转轴，其余三边

旋转形成的面围成的旋转体叫做圆柱．
旋转轴叫做圆柱的轴；

垂直于轴的边旋转而成的
圆面叫做圆柱的底面；平行
于轴的边旋转而成的曲面
叫做圆柱的侧面；无论旋转
到什么位置，不垂直于轴的
边都叫做圆柱侧面的母线
（如图）．
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２．圆柱的表示法
圆柱用表示它的轴的字母表示，如上图中的

圆柱表示为圆柱Ｏ′Ｏ．
圆柱和棱柱统称为柱体．

五、圆锥的结构特征
１．基本概念
与圆柱一样，圆锥也可以看作是由平面图形

旋转而成的．
以直角三角形的一

条直角边所在直线为旋
转轴，其余两边旋转形
成的面所围成的旋转体
叫做圆锥．

和圆柱一样，圆锥
也有轴、底面、侧面和母
线（如图）．
２．圆锥的表示法
圆锥也用表示它的轴的字母表示，如上图中

的圆锥表示为圆锥ＳＯ．
圆锥与棱锥统称为锥体．

六、棱台的结构特征
１．基本概念
用一个平行于棱锥底面的平面去截棱锥，底

面与截面之间的部分（如下图），叫做棱台．

原棱锥的底面和截面分别叫做棱台的下底面
和上底面，其他各面叫做棱台的侧面；相邻各侧面
的公共边叫做棱台的侧棱；两底面间的距离叫做
棱台的高．

由正棱锥截得的棱台叫做正棱台，正棱台各
侧面都是全等的等腰梯形，这些等腰梯形的高叫
做棱台的斜高．
２．棱台的分类与表示法
由三棱锥、四棱锥、五棱锥……截得的棱台分

别叫做三棱台、四棱台、五棱台……与棱柱的表示
一样，上图中的四棱台表示为棱台ＡＢＣＤ－Ａ′Ｂ′
Ｃ′Ｄ′．
七、圆台的结构特征
１．基本概念
用平行于圆锥底面的平面去截圆锥，底面与

截面之间的部分（如下图）叫做圆台．

与圆柱和圆锥一样，圆台也有轴、底面、侧面、
母线．

２．圆台的表示法
与圆柱的表示方法一样，上图中的圆台表示

为圆台ＯＯ′．棱台和圆台统称为台体．
八、球的结构特征
１．球的概念
以半圆的直径所在直线为旋转轴，半圆面旋

转一周形成的旋转体叫做球体，简称球．
半圆的圆心叫做球的球心，半圆的半径叫做

球的半径，半圆的直径叫做球的直径（如下图）．

球常用表示球心的字母Ｏ表示，如图中的球
表示为球Ｏ．
２．球截面的性质
性质１：球心和截面圆心的连线垂直于截面．
性质２：球心到截面的距离ｄ与球的半径Ｒ

及截面的半径ｒ，有下面的关系：

ｒ＝ Ｒ２－ｄ槡 ２（如图）．
３．球面距离
在球面上，两点之

间的最短连线的长度，
就是经过这两点间的
大圆在这两点间的一
段劣弧的长度，这个弧
长叫 做 两 点 的 球 面
距离．
九、简单组合体的结构特征
１．定义
由柱体、锥体、台体、球体等简单几何体组合

而成的几何体叫做简单组合体．
２．构成形式
（１）由简单几何体拼接而成；
（２）由简单几何体截去或挖出一部分而成．
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１．２　空间几何体的三视图和直观图
一、平行投影、中心投影、正投影

平
行
投
影

定义
投影线相互平行的投影称为平行
投影．

特性

①点的投影仍为点；
②直线的投影一般仍为直线；
③一点在某直线上，则点的投影一
定在该直线的投影上．

中
心
投
影

定义
投影线均通过投影中心的投影称
为中心投影．

特性
其投影的大小随物体与投影中心
间距离的变化而变化，所以其投影
不能反映物体的实形．

正
投
影

定义
在物体的平行投影中，如果投影线
垂直于投影面，则称这样的平行投
影为正投影．

特性

①垂直于投影面的直线或线段的
正投影是点；
②垂直于投影面的平面图形的正
投影是直线或直线的一部分．

二、空间几何体的三视图
１．基本概念
三视图是观察者从不同位置观察同一个几何

体，画出的空间几何体图形．它包括正视图、侧视
图、俯视图３种．

下图是一个长方体的三视图．

２．画几何体三视图的要求
（１）三视图的正视图、侧视图、俯视图分别是

从几何体的正前方、正左方、正上方观察到几何体
的正投影图，它们都是平面图形．

（２）画几何体的三视图的要求
①正视图与俯视图长对正；正视图与侧视图

高平齐；侧视图与俯视图宽相等．
②一般地，侧视图在正视图的右边，俯视图在

正视图的下边．

　　３．常见几何体的三视图
（１）圆柱的正视图和侧视图都是矩形，俯视图

为圆．
（２）圆椎的正视图和侧视图都是三角形，俯视

图是圆和圆心．
（３）圆台的正视图和侧视图都是等腰梯形，俯

视图是两个同心圆．
（４）球的三视图都是圆．
４．作简单组合体的三视图
作组合体的三视图，首先要分析以下几个

问题：
（１）确定正视、俯视、侧视的方向；
（２）组合体是由哪几个简单几何体组成的；
（３）观察几个简单几何体之间的位置关系，尤

其是交线的位置．
其次采用形体分析法，根据形状将其分解成

若干个简单几何体，弄清楚各部分的形状、相对的
位置及组合形式，最后分别画出各部分的三视图．
三、空间几何体的直观图

要画空间几何体的直观图，首先要学会水平
放置的平面图形的画法．

画直观图的方法称为斜二测画法，它的步
骤是：

（１）在已知图形中取互相垂直的ｘ轴和ｙ轴，
两轴相交于点Ｏ．画直观图时，把它们画成对应的
ｘ′轴和ｙ′轴，两轴交于点Ｏ′，且使∠ｘ′Ｏ′ｙ′＝４５°
（或１３５°），它们确定的平面表示水平面．

（２）已知图形中平行于ｘ轴或ｙ轴的线段，在
直观图中分别画成平行于ｘ′轴或ｙ′轴的线段．

（３）已知图形中平行于ｘ轴的线段，在直观图
中保持原长度不变，平行于ｙ轴的线段，长度为原
来的一半．

１．３　空间几何体的表面积与体积
一、柱体、锥体、台体的表面积

对于棱柱、棱锥、棱台等多面体，它们的表面
积是其各个面的面积之和．因此，可以把它们展开
成平面图形，利用平面图形求面积的方法求立体
图形的表面积．
１．圆柱的侧面展开图是一个矩形（如下图），

若圆柱的底面半径为ｒ，母线长为ｌ，那么圆柱的底
面面积为πｒ２，侧面面积为２πｒｌ．因此，圆柱的表面
积Ｓ＝２πｒ２＋２πｒｌ＝２πｒ（ｒ＋ｌ）．
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２．圆锥的侧面展开图是一个扇形（如下图），
若圆锥的底面半径为ｒ，母线长为ｌ，那么它的表面
积Ｓ＝πｒ２＋πｒｌ＝πｒ（ｒ＋ｌ）．

３．圆台的侧面展开图是一个扇环（如下图），
若圆台的上、下底面半径分别为ｒ′，ｒ，母线长为ｌ，
则它的侧面积为πｒ′ｌ＋πｒｌ，于是圆台的表面积等
于上、下两底面的面积和加上侧面的面积，即Ｓ＝
π（ｒ′２＋ｒ２＋ｒ′ｌ＋ｒｌ）．

二、柱体、锥体、台体的体积
１．柱体（棱柱和圆柱）的体积
Ｖ柱体＝Ｓｈ（Ｓ为底面积，ｈ为柱体的高）．
２．锥体（棱锥和圆锥）的体积

Ｖ锥体＝１３Ｓｈ
（Ｓ为底面积，ｈ为锥体的高）．

３．台体（棱台和圆台）的体积

Ｖ台体＝１３
（Ｓ′＋槡Ｓ′Ｓ＋Ｓ）ｈ

（其中Ｓ′，Ｓ分别为上、下底面面积，ｈ为台体
的高）．
三、球的体积和表面积
１．球的体积
设球 的 半 径 为 Ｒ，那 么 它 的 体 积 Ｖ球 ＝

４
３πＲ

３．

２．球的表面积
设球 的 半 径 为 Ｒ，那 么 它 的 表 面 积 Ｓ球

＝４πＲ２．

第二章　点、直线、平面之间的位置关系

２．１　空间点、直线、平面之间的位置关系
一、平面
１．平面及有关概念
几何里的平面是无限延展的．
我们常常把水平的平面画成一个平行四边

形，用平行四边形表示平面．如下图１，平行四边
形的锐角通常画成４５°，且横边长等于其邻边长的
２倍．如果一个平面被另一个平面遮挡住，为了增
强它的立体感，我们常把被遮挡部分用虚线画出
来，如下图２所示．

为了表示平面，常把希腊字母α，β，γ等写在
代表平面的平行四边形的一个角上（如上图１，
２），表示为平面α、平面β；也可以用代表平面的平
行四边形的四个顶点，或者相对的两个顶点的大
写英文字母作为这个平面的名称，如上图１中的

平面α也可表示为：平面ＡＢＣＤ、平面ＡＣ或者平
面ＢＤ．

平面内有无数个点，平面可以看成点的集合．
如下图３，点Ａ在平面α内，记作Ａ∈α；点Ｂ在平
面α外，记作Ｂα．

２．平面的基本性质
（１）公理１：如果一条直线上的两点在一个平

面内，那么这条直线在此平面内（如上图４）．
此公理可用来判断直线是否在平面内．
直线、平面都可以看成点的集合．点Ｐ在直线

ｌ上，记作Ｐ∈ｌ；点Ｐ在直线ｌ外，记作Ｐｌ．如果
直线ｌ上的所有点都在平面α内，就说直线ｌ在平
面α内，或者说平面α经过直线ｌ，记作ｌα；否
则，就说直线ｌ在平面α外，记作ｌα．

０１



公理１也可以用符号表示为：
Ａ∈ｌ，Ｂ∈ｌ，且Ａ∈α，Ｂ∈αｌα．
（２）公理２：过不在一条直线上的三点，有且

只有一个平面．
此公理给出了确定一个平面的依据．
不在一条直线上的三个点Ａ，Ｂ，Ｃ所确定的

平面，可以记成“平面ＡＢＣ”（如下图５）．

推论１：经过一条直线和这条直线外一点，有
且只有一个平面．

推论２：经过两条相交直线，有且只有一个
平面．

推论３：经过两条平行直线，有且只有一个
平面．

（３）公理３：如果两个不重合的平面有一个公
共点，那么它们有且只有一条过该点的公共直线．

公理３告诉我们，如果两个不重合的平面有
一个公共点，那么这两个平面一定相交，且其交线
一定过这个公共点，也就是说，如果两个平面有一
个公共点，那么它们必定还有另外一个公共点，只
要找出这两个平面的两个公共点，就找出了它们
的交线．

平面α与β相交于直线ｌ，记作α∩β＝ｌ（如上
图６）．

公理３也可以用符号表示为：
Ｐ∈α且Ｐ∈βα∩β＝ｌ且Ｐ∈ｌ．

二、空间中直线与直线之间的位置关系
１．定义及公理、定理
不同在任何一个平面内的两条直线叫做异面

直线．
空间两条直线的位置关系有且只有三种

情况：

共面直线

相交直线：同一平面内，
　有且只有一个公共点
平行直线：同一平面内，
　
烅
烄

烆 没有公共点
异面直线：不同在任何一个平面内，
　

烅

烄

烆 没有公共点
为了表示异面直线ａ，ｂ不共面的特点，作图

时，通常用一个或两个平面衬托，如下图７．

公理４：平行于同一条直线的两条直线互相平行．
这个公理表明，空间中平行于一条已知直线

的所有直线都互相平行，它给出了判断空间两条
直线平行的依据．

公理４表述的性质通常叫做空间平行线的传
递性．

等角定理：空间中如果两个角的两边分别对
应平行，那么这两个角相等或互补．
２．异面直线所成的角
如下图８，已知两条异面直线ａ，ｂ，经过空间

任一点Ｏ作直线ａ′∥ａ，ｂ′∥ｂ，把ａ′与ｂ′所成的锐
角（或直角）叫做异面直线ａ与ｂ所成的角（或夹
角）．

为了简便，点Ｏ常取在两条异面直线中的一
条上，例如取在直线ｂ上，然后过点Ｏ作直线ａ′∥
ａ，ａ′和ｂ所成的锐角（或直角）就是异面直线ａ与
ｂ所成的角．

判定空间两条直线是异面直线的方法：
（１）判定定理：平面外一点Ａ与平面内一点Ｂ

的连线和平面内不过点Ｂ 的直线是异面直线；
（２）反证法：证明两直线共面不可能．

三、空间中直线与平面之间的位置关系
直线与平面的位置关系有且只有三种情况：

位置关系
直线ａ在平
面α内

直线ａ与平
面α相交

直线ａ与平
面α平行

公共点
有无数个
公共点

有且只有一
个公共点

没有公共点

符号表示 ａα ａ∩α＝Ａ　 ａ∥α

图形表示

　　我们将直线与平面平行和直线与平面相交统
称为直线在平面外，记作ａα．
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四、空间中平面与平面之间的位置关系
两个平面之间的位置关系有且只有以下两种

情况：

位置关系 两平面平行 两平面相交

公共点 没有公共点 有一条公共直线

符号表示 α∥β α∩β＝ａ

图形表示

２．２　直线、平面平行的判定及其性质
一、直线与平面平行的判定

定理：平面外一条直线与此平面内的一条直
线平行，则该直线与此平面平行．

上述定理用符号表示为：ａα，ｂα，且ａ∥ｂ
ａ∥α．
二、平面与平面平行的判定

定理：一个平面内的两条相交直线与另一个
平面平行，则这两个平面平行．

此定理可以用符号表示为：ａβ，ｂβ，ａ∩ｂ
＝Ｐ，ａ∥α，ｂ∥αβ∥α．

推论：如果一个平面内的两条相交直线分别
平行于另一个平面的两条相交直线，那么这两个
平面平行．
三、直线与平面平行的性质

定理：一条直线和一个平面平行，则过这条直
线的任一平面与此平面的交线与该直线平行．

此定理也可用符号表示为：ａ∥α，ａβ，α∩β
＝ｂａ∥ｂ．
四、平面与平面平行的性质

定理：如果两个平行平面同时和第三个平面
相交，那么它们的交线平行．

此定理也可用符号表示为：α∥β，α∩γ＝ａ，β
∩γ＝ｂａ∥ｂ．
五、线线平行、线面平行、面面平行间的关系

线线平行、线面平行、面面平行之间可以相互
转化、

相互应用．即由于三者之间相互沟通、相互联
系，因此立体几何问题的解决往往一题多解（证）．

２．３　直线、平面垂直的判定及其性质
一、直线与平面垂直的定义

如果直线ｌ与平面α内的任意一条直线都垂
直，我们就说直线ｌ与平面α互相垂直，记作ｌ⊥α．
直线ｌ叫做平面α的垂线，平面α叫做直线ｌ的垂
面，直线与平面垂直时，它们唯一的公共点Ｐ叫做
垂足．画直线与平面垂直时，通常把直线画成与表
示平面的平行四边形的一边垂直，如图所示．

二、直线与平面垂直的判定
定理：一条直线与一个平面内的两条相交直

线都垂直，则该直线与此平面垂直．
三、直线与平面所成的角

一条直线ＰＡ和一
个平面α相交，但不和
这个平面垂直，这条直
线叫做这个平面的斜
线，斜线和平面的交点
Ａ叫做斜足．过斜线上
斜足以外的一点 Ｐ 向
平面引垂线ＰＯ，过垂足Ｏ 和斜足Ａ 的直线ＡＯ
叫做斜线在这个平面上的射影．平面的一条斜线
和它在平面上的射影所成的锐角，叫做这条直线
和这个平面所成的角（如图所示）．
四、平面与平面垂直的判定
１．二面角
如图，从一条直线出发的

两个半平面所组成的图形叫
做二面角．这条直线叫做二面
角的棱，这两个半平面叫做二
面角的面．棱为ＡＢ、面分别为
α，β的二面角记作二面角α－ＡＢ－β．有时为了方
便，也可在α，β内（棱以外的半平面部分）分别取
点Ｐ，Ｑ，将这个二面角记作二面角Ｐ－ＡＢ－Ｑ．

如果棱记作ｌ，那么这个二面角记作二面角α
－ｌ－β或Ｐ－ｌ－Ｑ．
２．二面角的平面角
如图，在二面角α－ｌ

－β的棱ｌ 上任取一点
Ｏ，以点Ｏ 为垂足，在半
平面α和β内分别作垂直
于棱ｌ的射线ＯＡ 和ＯＢ，则射线ＯＡ 和ＯＢ 构成
的∠ＡＯＢ叫做二面角的平面角．

二面角的大小可以用它的平面角来度量，二
面角的平面角是多少度，就说这个二面角是多少
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度．平面角是直角的二面角叫做直二面角．
３．平面与平面垂直的定义
两个平面相交，如果它们所成的二面角是直

二面角，就说这两个平面互相垂直（如图）．

４．平面与平面垂直的判定
定理：一个平面过另一个平面的垂线，则这两

个平面垂直．
五、直线与平面垂直的性质

定理：垂直于同一个平面的两条直线平行．
六、平面与平面垂直的性质

定理：两个平面垂直，则一个平面内垂直于交
线的直线与另一个平面垂直．

第三章　直线与方程

３．１　直线的倾斜角与斜率
一、直线的倾斜角

当直线ｌ与ｘ 轴相交时，我们取ｘ轴作为基
准，ｘ轴正向与直线ｌ向上方向之间所成的角α叫
做直线ｌ的倾斜角．

当直线ｌ与ｘ 轴平行或重合时，我们规定它
的倾斜角为０°，因此，直线的倾斜角α的取值范围
为０°≤α＜１８０°．
二、直线的斜率
１．定义
我们把一条直线的倾斜角α的正切值叫做这

条直线的斜率．直线的斜率常用ｋ表示，即ｋ＝ｔａｎ
α（α≠９０°）．

倾斜角α与斜率ｋ之间的关系：
α＝０°ｋ＝０；０°＜α＜９０°ｋ＞０；
α＝９０°ｋ不存在；９０°＜α＜１８０°ｋ＜０．
２．斜率公式
经过两点Ｐ１（ｘ１，ｙ１），Ｐ２（ｘ２，ｙ２）（ｘ１≠ｘ２）的

直线的斜率公式为ｋ＝ｙ２－ｙ１ｘ２－ｙ１
．

３．２　直线的方程
一、直线的方程

以一个方程的解为坐标的点都是某一直线上
的点；反过来，这条直线上的点的坐标都是这个方
程的解，这时这个方程就叫做这条直线的方程，这
条直线就叫做这个方程的直线．

二、直线方程的几种形式
名称 已知条件 方程 适用范围

斜截式 斜率ｋ、纵截距ｂ　 ｙ＝ｋｘ＋ｂ
不包括ｙ轴和平行
于ｙ轴的直线

点斜式
点 Ｐ０（ｘ０，ｙ０）、
斜率ｋ

ｙ－ｙ０＝ｋ（ｘ－
ｘ０）

不包括ｙ轴和平行
于ｙ轴的直线

两点式
点Ｐ１（ｘ１，ｙ１）和
Ｐ２（ｘ２，ｙ２）

ｙ－ｙ１
ｙ２－ｙ１

＝
ｘ－ｘ１
ｘ２－ｘ１

不 包 括 坐 标 轴 和
平行
于坐标轴的直线

截距式
横截距ａ
纵截距ｂ

ｘ
ａ ＋ ｙ

ｂ ＝１
不包括坐标轴，平行
于坐标轴
和过原点的直线

一般式 ——— Ａｘ＋Ｂｙ＋Ｃ＝０Ａ，Ｂ不同时为０

三、对称问题
１．点（ｘ，ｙ）关于点（ａ，ｂ）的对称点为（２ａ－ｘ，

２ｂ－ｙ）．
２．点（ｘ，ｙ）关ｘ轴、ｙ轴、原点、直线ｙ＝ｘ、直

线ｙ＝－ｘ的对称点分别为（ｘ，－ｙ），（－ｘ，ｙ），
（－ｘ，－ｙ），（ｙ，ｘ），（－ｙ，－ｘ）．

３．３　直线的交点坐标与距离公式
一、求两直线的交点坐标

设两直线方程是ｌ１：Ａ１ｘ＋Ｂ１ｙ＋Ｃ１＝０，ｌ２：
Ａ２ｘ＋Ｂ２ｙ＋Ｃ２＝０．

若两直线相交，那么交点坐标一定是方程组
Ａ１ｘ＋Ｂ１ｙ＋Ｃ１＝０，
Ａ２ｘ＋Ｂ２ｙ＋Ｃ２｛ ＝０

的解；

如 果 二 元 一 次 方 程 组
Ａ１ｘ＋Ｂ１ｙ＋Ｃ１＝０，
Ａ２ｘ＋Ｂ２ｙ＋Ｃ２｛ ＝０

只有一组公共解，那么以这

个解为坐标的点就是ｌ１和ｌ２的交点．
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二、两条直线的位置关系
当直线不平行于坐标轴时：

　　
直线
方程

位置
关系　　

ｌ１：ｙ＝ｋ１　ｘ＋ｂ１
ｌ２：ｙ＝ｋ２　ｘ＋ｂ２

ｌ１：Ａ１　ｘ＋Ｂ１　ｙ
＋Ｃ１＝０

ｌ２：Ａ２　ｘ＋Ｂ２　ｙ
＋Ｃ２＝０

ｌ１与ｌ２组成
的方程组

平行
ｋ１＝ｋ２
且ｂ１≠ｂ２

Ａ１
Ａ２＝

Ｂ１
Ｂ２≠

Ｃ１
Ｃ２

无解

重合
ｋ１＝ｋ２
且ｂ１＝ｂ２

Ａ１
Ａ２＝

Ｂ１
Ｂ２ ＝

Ｃ１
Ｃ２

有无数多解

相交 ｋ１≠ｋ２
Ａ１
Ａ２≠

Ｂ１
Ｂ２

垂直 ｋ１　ｋ２＝－１
Ａ１　Ａ２＋Ｂ１　Ｂ２

＝０

有唯一解

三、距离公式
１．两点间距离公式
两点Ｐ１（ｘ１，ｙ１），Ｐ２（ｘ２，ｙ２）间的距离公式：

｜Ｐ１Ｐ２｜＝ （ｘ２－ｘ１）２＋（ｙ２－ｙ１）槡 ２．
特别地，原点Ｏ（０，０）与任一点Ｐ（ｘ，ｙ）的距

离｜ＯＰ｜＝ ｘ２＋ｙ槡 ２．
２．点到直线的距离公式
点Ｐ０（ｘ０，ｙ０）到直线Ａｘ＋Ｂｙ＋Ｃ＝０的距

离为

ｄ＝｜Ａｘ０＋Ｂｙ０＋Ｃ｜
Ａ２＋Ｂ槡 ２

．

３．两平行线间的距离公式
两平行直线Ａｘ＋Ｂｙ＋Ｃ１＝０和Ａｘ＋Ｂｙ＋

Ｃ２＝０间的距离为ｄ＝｜
Ｃ１－Ｃ２｜
Ａ２＋Ｂ槡 ２

．

第四章　圆与方程

４．１　圆的方程
一、圆的定义

在平面上，到定点的距离等于定长的点的集
合，即点集｛Ｐ｜｜ＰＡ｜＝ｒ｝就是圆，其中定点Ａ 为
圆心，定长ｒ为半径．
二、圆的方程
１．标准方程
圆心为Ｃ（ａ，ｂ），半径为ｒ的圆的方程（ｘ－ａ）２

＋（ｙ－ｂ）２＝ｒ２叫做圆的标准方程．
２．圆的一般方程
将方程ｘ２＋ｙ２＋Ｄｘ＋Ｅｙ＋Ｆ＝０化为（ｘ＋

Ｄ
２
）２＋（ｙ＋Ｅ２

）２＝Ｄ
２＋Ｅ２－４Ｆ
４ ．

当Ｄ２＋Ｅ２－４Ｆ＞０时，二元二次方程ｘ２＋ｙ２

＋Ｄｘ＋Ｅｙ＋Ｆ＝０叫做圆的一般方程，圆心为

（－Ｄ２
，－Ｆ２

），半径是 Ｄ２＋Ｅ２－４槡 Ｆ
２ ．

二元二次方程Ａｘ２＋Ｂｘｙ＋Ｃｙ２＋Ｄｘ＋Ｅｙ＋
Ｆ＝０．

表示圆的充要条件是
Ａ＝Ｃ≠０，
Ｂ＝０，
Ｄ２＋Ｅ２－４Ｆ＞０
烅
烄

烆 ．

４．２　直线、圆的位置关系
一、点与圆的位置关系

已知圆心Ｃ（ａ，ｂ），半径ｒ，点 Ｍ 的坐标为
（ｘ０，ｙ０），则
｜ＭＣ｜＜ｒ（ｘ０－ａ）２＋（ｙ０－ｂ）２＜ｒ２点Ｍ

在圆Ｃ内；
｜ＭＣ｜＝ｒ（ｘ０－ａ）２＋（ｙ０－ｂ）２＝ｒ２点Ｍ

在圆Ｃ上；
｜ＭＣ｜＞ｒ（ｘ０－ａ）２＋（ｙ０－ｂ）２＞ｒ２点Ｍ

在圆Ｃ外．
其中｜ＭＣ｜＝ （ｘ０－ａ）２＋（ｙ０－ｂ）槡 ２．

二、直线与圆的位置关系
１．直线和圆有相交、相切、相离三种位置关系
直线与圆相交，有两个公共点；
直线与圆相切，只有一个公共点；
直线与圆相离，没有公共点．
２．直线与圆的位置关系的判定
（１）判别式法
联立直线与圆的方程组成的方程组，消去一

个未知量，得到关于另一个未知量的一元二次方
程，利用判别式Δ进行判断：
Δ＞０直线与圆相交；Δ＝０直线与圆相切；
Δ＜０直线与圆相离．
（２）几何法：利用圆心Ｃ（ａ，ｂ）到直线Ａｘ＋Ｂｙ

＋Ｃ＝０的距离ｄ＝｜Ａａ＋Ｂｂ＋Ｃ｜
Ａ２＋Ｂ槡 ２

与圆的半径ｒ的

大小关系来判定：
ｄ＜ｒ直线与圆相交；ｄ＝ｒ直线与圆相切；
ｄ＞ｒ直线与圆相离．

三、直线被圆所截弦的问题
直线与圆相交于两点Ａ，Ｂ，则求弦ＡＢ长的
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方法有两种：
１．代数法
设Ａ（ｘ１，ｙ１），Ｂ（ｘ２，ｙ２），由根与系数的关系

及弦长公式知，｜ＡＢ｜＝ １＋ｋ槡 ２｜ｘ１－ｘ２｜＝
（１＋ｋ２）［（ｘ１＋ｘ２）２－４ｘ１ｘ２槡 ］（ｋ为直线ＡＢ 的

斜率）．
２．几何法
由弦心距ｄ、半径ｒ、半径长构成的直角三角

形可知，｜ＡＢ｜＝２　 ｒ２－ｄ槡 ２．
四、圆与圆的位置关系
１．两圆的位置关系有相离（外离、内含）、相切

（外切、内切）和相交．
２．判断两个圆的位置关系，有以下两种方法：
（１）利用两圆的交点进行判断：
设两圆的方程组成的方程组为
ｘ２＋ｙ２＋Ｄ１ｘ＋Ｅ１ｙ＋Ｆ１＝０，
ｘ２＋ｙ２＋Ｄ２ｘ＋Ｅ２ｙ＋Ｆ２＝０｛ ．
则此方程组：
有两组不同的实数解两圆相交；
有两组相同的实数解两圆相切；
无实数解两圆相离．
（２）利用两圆的圆心距进行判断：
设两圆Ｃ１：（ｘ－ａ１）２＋（ｙ－ｂ１）２＝ｒ２１，Ｃ２：（ｘ

－ａ２）２＋（ｙ－ｂ２）２＝ｒ２２，
圆心距

ｄ＝ （ａ２－ａ１）２＋（ｂ２－ｂ１）槡 ２，则
｜ｒ１－ｒ２｜＜ｄ＜ｒ１＋ｒ２两圆相交；
ｄ＝ｒ１＋ｒ２两圆外切
ｄ＝｜ｒ１－ｒ２｜（ｒ１≠ｒ２） ｝两圆内切

两圆
相切；

ｄ＞ｒ１＋ｒ２两圆外离
０＜ｄ＜｜ｒ１－ｒ２｜（ｒ１≠ｒ２）
　

烍
烌

烎两圆内含

两圆
相离；

ｄ＝０两圆为同心圆．

４．３　空间直角坐标系
一、空间直角坐标系
１．空间直角坐标系
如图，ＯＡＢＣ－Ｄ′Ａ′Ｂ′

Ｃ′是单位正方体，以Ｏ 为
原点，分别以射线ＯＡ，ＯＣ，
ＯＤ′的方向为正方向，以线
段ＯＡ，ＯＣ，ＯＤ′的长为单
位长，建立三条数轴：ｘ轴、
ｙ轴和ｚ轴．这时我们说建
立了一个空间直角坐标系
Ｏｘｙｚ，其中点Ｏ叫做坐标原点．ｘ轴、ｙ轴和ｚ轴
叫做坐标轴．通过每两个坐标轴的平面叫做坐标
平面，分别称为ｘＯｙ平面、ｙＯｚ平面和ｚＯｘ平面．

在空间直角坐标系中，让右手拇指指向ｘ轴
的正方向，食指指向ｙ轴的正方向，如果中指指向
ｚ轴的正方向，则称这个坐标系为右手直角坐
标系．
２．空间直角坐标系中点的坐标
设点Ｍ 为空间的一个定点，过点Ｍ 分别作垂

直于ｘ轴、ｙ轴、ｚ轴的平面，依次交ｘ轴、ｙ轴和ｚ
轴于点Ｐ，Ｑ和Ｒ（如图所示），设点Ｐ，Ｑ和Ｒ 在ｘ
轴、ｙ轴和ｚ轴上的坐标分别是ｘ，ｙ和ｚ，那么点
Ｍ 就对应唯一确定的有序实数组（ｘ，ｙ，ｚ）．其中
ｘ，ｙ，ｚ也可称为点Ｍ 的坐标分量．

反之，给定任意有序实数组（ｘ，ｙ，ｚ），我们可
以在ｘ轴、ｙ轴和ｚ轴上依次取坐标为ｘ，ｙ和ｚ
的点Ｐ，Ｑ和Ｒ，分别过Ｐ，Ｑ和Ｒ 各作一个平面，
分别垂直于ｘ轴、ｙ轴和ｚ轴，这三个平面的唯一
交点就是有序实数组（ｘ，ｙ，ｚ）确定的点Ｍ．

这样，空间任意一点Ｍ 的坐标都可以用有序
实数组（ｘ，ｙ，ｚ）来表示，有序实数组（ｘ，ｙ，ｚ）叫做
点Ｍ 在此空间直角坐标系中的坐标，记作 Ｍ（ｘ，
ｙ，ｚ）．其中ｘ叫做点Ｍ 的横坐标，ｙ叫做点Ｍ 的
纵坐标，ｚ叫做点Ｍ 的竖坐标．
二、空间两点的距离公式

空间中任意两点的距离公式
空间中点Ｐ１（ｘ１，ｙ１，ｚ１），Ｐ２（ｘ２，ｙ２，ｚ２）之间

的距离：
｜Ｐ１Ｐ２｜＝
（ｘ１－ｘ２）２＋（ｙ１－ｙ２）２＋（ｚ１－ｚ２）槡 ２．
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