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前 言
目前，高等职业技术教育已从规模扩张转向内涵建设，教学改

革、教学质量成为时下高职教育面临的重要课题．高等数学作为高职
院校绝大多数专业的文化基础课或专业基础课，是学生后续专业课
程学习及可持续发展的基础平台，其教学改革、教学质量备受关注．
高职数学教学改革的核心问题是给师生提供有利于教学互动的教
材，它既要有利于教师创造性地教学，又要有利于学生自主学习、合
作交流，而且还要反映现代科技新成果，与“工学结合”教学模式相
适应．

这部《高等数学》教材由省部级示范性建设高职学院重庆城市
管理职业学院从事高等数学教学第一线的教师，根据教育部最新制
定的《高职高专高等数学课程教学基本要求》编写而成．

在大量调研与理性思考的基础上，我们把高等数学课程设置为
基础模块、应用模块和选修模块，分别与高等数学课程的文化基础
课、专业基础课和素质拓展课定位相对应． 基础模块定位为文化基
础通识课程; 应用模块定位为专业基础应用课程; 选修模块定位为素
质拓展选修课程．

一、教材主要特色
1．把握“以应用为目的，以必须、够用为度”的原则
高职数学教学要为学生后续专业课程的学习服务，为专业课程

提供理论支撑、分析方法与计算方法，使学生能用数学理论知识、思
想方法解决专业实际问题． 我们坚持“以应用为目的，以必须、够用
为度”的原则设置教材内容，体现高等数学的工具性与现实应用性．

基础模块包括第 1 至第 5 章，建议学时数为 60 学时，内容为一
元函数微积分学，在第 1 学期完成．应用模块包括第 6 至 12 章，建议
学时数为 80 学时，教学中根据专业需求进行选择性教学，内容包括
多元函数微积分、常微分方程、无穷级数、矩阵代数、概率与数理统
计，在第 2 学期完成．选修模块内容为数学实验与数学建模，在第 2
学期开设，单独编写成册．

2．“职业与高等”双重属性并重
教材编写紧紧围绕“以应用为目的，以必须、够用为度”的原则，体

现数学的工具性特征．同时充分考虑高等数学的文化教育价值，体现
高等数学的素质教育功能，力求突出科学性、先进性、思想性、应用性、
实用性．通过数学的学习提高学习者的数学素质与创造性思维能力．

3．做到两个面向
教材编写做到“面向专业”，以应用为目的，与专业课程对数学
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的需求相适应;“面向学生”，内容设置具有一定的弹性，适应于学生
的个体差异，与全人发展理念相适应． 在编写过程中既体现服务于
专业又高于专业，充分考虑学生的可持续发展，体现数学的发展性、
潜在性功能．基础模块内容的设置分为基础要求与较高要求，习题设
置为 A、B两个层次．应用模块内容的设置，既考虑学生的专业需求，
又考虑学生的自主学习与提高，给学生留出一定的空间．

4．以生为本，体现职业技术教育特色
从高职高专学生的现实基础、认知特征及职业技术教育的特点

出发，以强化知识的应用为特色，注重基本思想方法、基础知识的教
学，增强学生用数学的意识．适当降低了理论要求和繁杂的运算，但
又充分兼顾数学本身的逻辑性与体系的严谨性．

5．优化知识结构
教材编写中，尽量优化知识结构，改变知识的呈现方式．例如第

3 章函数的单调性与极值一节，在编写时进行了整合，显得简明扼
要;第 9 章矩阵代数的编写，在传统线性代数编写模式的基础上进行
了创新尝试，全章以矩阵的初等变换为主线，使学生以较少的学时掌
握线性代数的基本方法、基本理论．

二、教材编写安排
这部《高等数学》教材共 12 章，由重庆城市管理职业学院刘光

编写第 1 章，傅伟编写第 2 章，胡先富编写第 3、4、5、12 章，游诗远编
写第 6、9 章，但军编写第 7、8 章，李华平编写第 10、11 章．全书由重
庆城市管理职业学院胡先富担任主编，并制订了编写大纲，完成了书
稿的修改和统稿工作．

本教材适用于高职高专、专科层次的各类成人教育，也可作为专
升本教材．

在教材的编写中进行了一些创新的尝试与探索，由于编者水平
有限，不足之处难免，我们期望同行专家及读者批评指正．

《高等数学》教材编写组
2009 年 5 月
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第１章

函数、极限与连续　

　　本章介绍函数、极限与连续的主要知识，它不仅是微积分知识体系的基
础和理论，而且是学习微积分知识和应用的基本理念、工具和方法，同时为
微积分学的扩展及其在相关领域的运用奠定坚实的理论基础．

·１·



１．１　初等函数

　　１．１．１　函数的概念与基本性质

１．函数的定义

定义１．１　对给定的非空实数集Ｄ和一个对应规则ｆ，如果对Ｄ中的每一个实数ｘ，按照
规则ｆ都能指出一个确定的实数ｙ 与之对应，则称规则ｆ是Ｄ 上的一个函数，并记为ｙ＝
ｆ（ｘ），ｘ∈Ｄ．其中，称ｘ为自变量，ｙ为因变量，Ｄ 为函数的定义域，Ｚ＝ ｆ（ｘ）｜ｘ∈｛ ｝Ｄ 为函数
的值域．

函数定义包含两个要素，即定义域和对应规则．如果要区分两个函数是否相同，就看其定
义域和对应规则是否都相同，否则视其为不相同．例如，函数ｙ＝ｌｎｘ２ 与ｕ＝ｌｎｔ是不同函数；函

数ｙ＝ ｘ槡 ２与ｕ＝｜ｔ｜是相同的．
记号ｆ（ｘ）的意义表示变量ｘ的函数值，而函数值的计算则依赖于规则ｆ的具体模式．
例１．１　设ｆ（ｘ＋２）＝ｘ２－２ｘ＋２，求ｆ（ｘ）与ｆ（ｆ（２））．
解　令ｕ＝ｘ＋２，则ｆ（ｕ）＝（ｕ－２）２－２（ｕ－２）＋２＝ｕ２－６ｕ＋１０，即ｆ（ｘ）＝ｘ２－６ｘ＋１０．
因为ｆ（２）＝２，所以ｆ（ｆ（２））＝ｆ（２）＝２．
例１．２　某电信公司在其服务区内对每户每座电话机的使用收费标准规定为：每月所打

电话的次数不超过５０次的，只收月租费２５元；超过５０次的则每次加收０．２元．那么每户每月
电话费ｙ和用户当月实际所打电话次数ｘ的变化规律可表示为

ｙ＝ｆ（ｘ）＝
２５　 ｘ≤５０
２５＋０．２（ｘ－５０） ｘ＞｛ ５０

这种函数表示，即所谓的分段函数．

例１．３　设有分段函数ｆ（ｘ）＝
ｘ＋１ －１≤ｘ＜０
１－ｘ　０≤ｘ≤｛ ２

求函数ｆ（ｘ）的定义域及ｆ（－０．５）和ｆ（１）的值．
解　函数ｆ（ｘ）的定义域即是自变量ｘ各个不同取值范围的并集．
因此，此函数的定义域为区间［－１，２］．

ｆ（－０．５）＝－０．５＋１＝０．５　　ｆ（１）＝１－１＝０

２．函数的几种基本性质

１）函数的有界性
定义１．２　设函数ｙ＝ｆ（ｘ），ｘ∈Ｄ．如果存在一个正实数Ｍ，对任意的ｘ∈Ｄ，总有｜ｆ（ｘ）｜

≤Ｍ 成立，则称函数ｆ在Ｄ 上有界．否则，称函数ｆ在Ｄ 上无界．
一个函数在其定义区间上有界是指其所有的函数值都能夹在两个常数之间．函数的有界

性是一个整体性的概念，它强调的是函数在其整个定义区间上所具有的一种性质．
２）函数的单调性
定义１．３　设函数ｙ＝ｆ（ｘ），ｘ∈（ａ，ｂ）．如果对任意两个实数ｘ１，ｘ２∈（ａ，ｂ），且ｘ１＜ｘ２，

·２·
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有ｆ（ｘ１）＜ｆ（ｘ２）（或ｆ（ｘ１）＞ｆ（ｘ２））成立，则称函数ｆ在（ａ，ｂ）内单调递增（或单调递减）．
函数的单调性与其定义区间的范围密切相关，它具有相对性和局部性，并非函数在整个定

义域上所具有的一种性质．
３）函数的奇偶性
定义１．４　设函数ｙ＝ｆ（ｘ），ｘ∈Ｄ．对任意的ｘ∈Ｄ（且－ｘ∈Ｄ），若ｆ（－ｘ）＝ｆ（ｘ）（或

ｆ（－ｘ）＝－ｆ（ｘ））成立，则称函数ｆ为偶函数（或称奇函数）．
函数的奇偶性是函数在整个定义区间内具有的一种性质．在几何上，它表现出对称性．即

奇函数的图形关于原点对称，偶函数的图形关于ｙ轴对称．
４）函数的周期性
定义１．５　设函数ｙ＝ｆ（ｘ），ｘ∈Ｄ．如果存在常数Ｔ≠０，对任意ｘ∈Ｄ，都有ｆ（ｘ＋Ｔ）＝

ｆ（ｘ）成立，则称函数ｆ为Ｄ 上的周期函数，称常数Ｔ为函数的一个周期．
周期函数概念也具有整体性．

３．反函数的概念与性质

定义１．６　设函数ｙ＝ｆ（ｘ），ｘ∈Ｄｆ，ｙ∈Ｚｆ．如果对任意ｘ１，ｘ２∈Ｄｆ，且ｘ１≠ｘ２，都有

ｆ（ｘ１）≠ｆ（ｘ２）成立．于是，对任意的ｙ∈Ｚｆ，一定存在对应规则ｆ－１，按照这个规则都能指出一
个确定的实数ｘ与之对应．则规则ｆ－１是Ｚｆ 上的一个函数，称为函数ｆ的反函数，记作ｘ＝

ｆ－１（ｙ）．习惯上，把函数ｆ的反函数改写为ｙ＝ｆ－１（ｘ），ｘ∈Ｄｆ－１＝Ｚｆ，ｙ∈Ｚｆ－１＝Ｄｆ．
关于反函数，有以下结论：
（１）在一个区间上单调的函数一定有反函数，其反函数的单调性与已知函数一致．
（２）函数ｙ＝ｆ（ｘ）与其反函数ｙ＝ｆ－１（ｘ）的图形关于直线ｙ＝ｘ对称．
（３）若ｙ＝ｆ（ｘ），ｘ∈Ｄｆ，ｙ∈Ｚｆ，则ｙ＝ｆ－１（ｘ），ｘ∈Ｚｆ，ｙ∈Ｄｆ．
从定义可知，求反函数的过程可以分为两步：
第一步从ｙ＝ｆ（ｘ）从解出ｘ＝ｆ－１（ｙ）；第二步交换字母ｘ和ｙ，得ｙ＝ｆ－１（ｘ）．

４．邻域

设δ＞０，开区间（ｘ０－δ，ｘ０＋δ）或｜ｘ－ｘ０｜＜δ称为点ｘ０ 的δ邻域，它表示这一范围的实
数的集合；点ｘ０ 的δ邻域去掉ｘ０ 后的区间（ｘ０－δ，ｘ０）∪（ｘ０，ｘ０＋δ）或０＜｜ｘ－ｘ０｜＜δ称为
点ｘ０ 去心邻域，它表示这一范围的实数的集合．

类似的，称（ｘ０－δ，ｘ０）为点ｘ０ 的左邻域，而称（ｘ０，ｘ０＋δ）为点ｘ０ 的右邻域．
邻域常用于局部性细微变化问题的讨论．

　　１．１．２　初等函数

图１－１

１．基本初等函数

基本初等函数是研究和认知复杂函数的基础，它由下列六大类
函数组成．
１）常数函数ｙ＝Ｃ（常数）
图形为一条水平直线，如图１－１所示．
２）幂函数ｙ＝ｘα（α为常数）

·３·
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图１－２

对给定指数α所规定的幂函数，其定义域可根据这个指
数对底数的约束条件加以判定．幂函数的单调性，则由其指
数α＞０或α＜０所确定．

在第一象限内，当α＞０时，单调递增；当α＜０时，单调
递减，如图１－２所示．
３）指数函数ｙ＝ａｘ（０＜ａ且ａ≠１），其中ｘ∈Ｒ，ｙ＞０．
指数函数的单调性，则由其底数ａ＞１或０＜ａ＜１所确

定，如图１－３所示．
４）对数函数ｙ＝ｌｏｇａｘ（０＜ａ且ａ≠１），其中ｘ＞０，ｙ∈Ｒ．
对数函数的单调性，则由其底数ａ＞１或０＜ａ＜１所确定，如图１－４所示．

图１－３ 图１－４

５）三角函数
三角函数包括以下六个函数．这里，主要给出它们的定义和有关性质．
（１）正弦函数ｙ＝ｓｉｎｘ，其中ｘ∈Ｒ，ｙ ≤１．

有界，奇函数，周期为２π（最小正周期，以下雷同），单调增区间为（２ｋπ－π２
，２ｋπ＋π２

），单

调减区间为（２ｋπ＋π２
，２ｋπ＋３２π

）（ｋ∈Ｚ），如图１－５所示．

图１－５ 图１－６

（２）余弦函数ｙ＝ｃｏｓｘ，其中ｘ∈Ｒ，ｙ ≤１．
有界，偶函数，周期为２π，单调增区间为（２ｋπ－π，２ｋπ），单调减区间为（２ｋπ，２ｋπ＋π）（ｋ∈

Ｚ），如图１－６所示．

（３）正切函数ｙ＝ｔａｎｘ，其中ｘ≠ｋπ＋π２
，ｙ∈Ｒ．

无界，奇函数，周期为π，在区间内（ｋπ－π２
，ｋπ＋π２

）（ｋ∈Ｚ）单调增加，如图１－７所示．

·４·
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图１－７ 图１－８

　　（４）余切函数ｙ＝ｃｏｔ　ｘ，其中ｘ≠ｋπ，ｙ∈Ｒ．
无界，奇函数，周期为π，在区间内为（ｋπ，ｋπ＋π）（ｋ∈Ｚ）单调减少，如图１－８所示．
（５）正割函数ｙ＝ｓｅｃｘ，余割函数ｙ＝ｃｓｃｘ．
６）反三角函数
反三角函数包括以下四个函数．这里，主要给出它们的定义和有关性质．

（１）反正弦函数ｙ＝ａｒｃｓｉｎｘ，其中－１≤ｘ≤１，－π２≤ｙ≤
π
２．

有界，奇函数，单调递增，如图１－９所示．

图１－９ 图１－１０

　　（２）反余弦函数ｙ＝ａｒｃｃｏｓｘ，其中－１≤ｘ≤１，０≤ｙ≤π．
有界，非奇偶函数，单调递减，如图１－１０所示．

（３）反正切函数ｙ＝ａｒｃｔａｎｘ，其中ｘ∈Ｒ，－π２＜ｙ＜
π
２．

有界，奇函数，单调递增，如图１－１１所示．

图１－１１ 图１－１２

　　（４）反余切函数ｙ＝ａｒｃｃｏｔ　ｘ，其中ｘ∈Ｒ，０＜ｙ＜π．
有界，非奇偶函数，单调递减，如图１－１２所示．

·５·
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２．复合函数

设ｙ＝ｆ（ｕ），ｕ＝φ（ｘ），通过ｕ的联系，如果ｙ是ｘ 的函数，ｙ＝ｆ［φ（ｘ）］，则这个函数叫
做由ｙ＝ｆ（ｕ）和ｕ＝φ（ｘ）复合而成的函数，简称复合函数，其中ｕ叫做中间变量．

例１．４　指出下列函数是由哪些基本初等函数或简单函数复合而成的．

（１）ｙ＝ ｘ３槡 ＋１，（２）ｙ＝ｅｓｉｎ
２ｘ，（３）ｙ＝ｃｏｓ３（２ｘ－１），（４）ｙ＝ｌｎ（１＋ ｘ２槡 ＋１）

解　（１）ｙ由ｙ＝槡ｕ，ｕ＝ｘ３＋１复合而成．
（２）ｙ由ｙ＝ｅｕ，ｕ＝ｖ２，ｖ＝ｓｉｎｘ复合而成．
（３）ｙ由ｙ＝ｕ３，ｕ＝ｃｏｓｖ，ｖ＝２ｘ－１复合而成．
（４）ｙ由ｙ＝ｌｎｕ，ｕ＝１＋ｖ，ｖ＝槡ｔ，ｔ＝ｘ２＋１复合而成．
３．初等函数

以基本初等函数为基础，把其中有限多个相加、相减、相乘或相除（分母非零），则可产生许
多函数．比如，ｙ＝２ｘ＋３ｘ２ｓｉｎｘ－１等．若把有限多个函数进行复合运算，则又可产生许多函

数．比如，ｙ＝ ｓｉｎｘ槡 ＋１和ｙ＝ｌｎ２（ａｒｃｃｏｔ　ｘ＋２）等．把能够由基本初等函数经过有限次的四则运
算以及有限次的函数复合所产生的函数都统称为初等函数．初等函数是非常广泛的一大类函
数，也是微积分学的研究对象．

例１．５　求函数ｙ＝ ３－槡 ｘ＋ａｒｃｓｉｎ（２ｘ＋１）的定义域Ｄ．

解　因为
３－ｘ≥０
｜２ｘ＋１｜≤｛ １

，所以
ｘ≤３
－１≤ｘ≤｛ ０

，于是Ｄ＝［－１，０］．

习　题　１．１　　

Ａ　　组

１．解下列不等式，并用区间表示它们的解集．
（１）（ｘ－１）２＜９；　　　　（２）｜ｘ－１｜≥２；　　　　（３）２－３ｘ ＜４．
２．判断下列各组函数是否相同．

（１）ｙ＝｜ｘ｜与ｙ＝ ｘ槡 ２； （２）ｙ＝３ｌｎｘ与ｙ＝ｌｎｘ３；

（３）ｆ（ｘ）＝ｘ
２－１
ｘ－１

与ｈ（ｘ）＝ｘ＋１； （４）ｙ＝ １＋ｃｏｓ２槡 ｘ与ｙ 槡＝ ２ｃｏｓｘ；

（５）ｙ＝ｘ０ 与ｙ＝ｓｅｃ２　ｘ－ｔａｎ２　ｘ．
３．解答下列各题．

（１）已知ｆ（ｘ槡 ＋１－３）＝ ｘ槡 ＋１＋３，求ｆ（３），ｆ（ｘ－６）．

（２）若ｇ（ｘ）＝
２ｘ， －１＜ｘ＜０，

２， ０≤ｘ＜１，

ｘ－２， １≤ｘ≤３
烅
烄

烆 ．

求ｇ（３），ｇ（２），ｇ（０．５），ｇ（－０．５），ｇ（ａ－１）．

·６·
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（３）设ｆ（ｘ＋１）＝ｘ２－ｘ＋１，求ｆ（ｘ）．
４．求下列函数的定义域．

（１）ｆ（ｘ）＝ｘ２－ｘ；　　　　　　　　　　　（２）ｇ（ｘ）＝ ２
ｘ－１＋ １－ｘ槡 ２；

（３）ｙ＝ ２ｘ２＋１
ｘ３－３ｘ＋２

； （４）ｙ＝ｌｎ（ｌｎｘ）．

５．判断下列函数的奇偶性．
（１）ｙ＝－２ｘ３＋３ｓｉｎｘ； （２）ｙ＝ｘ３＋ｘ＋３；
（３）ｙ＝ｘ２＋ｃｏｓｘ＋１； （４）ｙ＝２ｘ＋２－ｘ；
（５）ｙ＝２ｘ（ｘ＋１）（ｘ－１）； （６）ｙ＝－３．
６．求下列函数的反函数．
（１）ｙ＝ｘ３＋１； （２）ｙ＝ｌｎ（ｘ＋２）；
（３）ｙ＝２２ｘ＋５； （４）ｙ＝ｓｉｎ２ｘ．
７．指出下列函数是由哪些基本初等函数或简单函数复合构成的．

（１）ｙ＝ ｘ２槡 ＋１； （２）ｙ＝（１＋ｌｎ２　ｘ）２；

（３）ｙ＝２ａｒｃｓｉｎｘ； （４）ｙ＝ｃｏｓ２ ｘ＋１ｘ（ ）－３
；

（５）ｙ＝ｌｎ（１＋ ｔａｎｘ槡 ２）； （６）ｙ＝（１＋２２ｘ
２＋１）３．

８．设某企业对某种产品制定的销售策略是：购买２０ｋｇ及其以下按１０元／ｋｇ收费；购买量
如果不大于２００ｋｇ，则超过２０ｋｇ的部分按７元／ｋｇ收费；如果购买量超过２００ｋｇ的部分，则按

５元／ｋｇ收费，试给出购买量ｘ（ｋｇ）与费用ｙ（元）的函数关系．

Ｂ组———应用与提高

１．解下列不等式．
（１）１≤｜ｘ－２｜＜３； （２）｜ｘ－１｜－１≤２｜ｘ｜．
２．求下列函数的定义域．

（１）ｙ＝ １６－ｘ槡 ２－ ２ｘ
２－１

ｌｎ（ｘ－１）
； （２）ｙ＝ ｓｉｎ槡 ｘ＋ １６－ｘ槡 ２．

３．判断下列函数的奇偶性．

（１）ｙ＝ｌｎ（ｘ＋ １＋ｘ槡 ２）； （２）ｙ＝ｌｏｇ２１－ｘ１＋ｘ
，ｘ∈（－１，１）．

４．求下列函数的周期．

（１）ｙ＝５ｓｉｎ　２ｘ＋π（ ）３ ；　　　　（２）ｙ＝ ｓｉｎｘ ；　　　　（３）ｙ＝ｔａｎ １２ｘ－
π（ ）４ ．

５．证明函数ｆ（ｘ）＝ｅ
－ｘ－１
ｅ－ｘ＋１

为奇函数．

６．确定函数ｆ（ｘ）＝
１－ｘ槡 ２，ｘ ≤１

ｘ－１，１＜ ｘ ≤烅
烄

烆 ２
的定义域并作出图形．
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１．２　函数的极限

　　１．２．１　数列极限的概念

已知无穷数列｛ｆ（ｎ）｝，且ｆ（ｎ）＝２ｎ＋１ｎ
，ｎ∈Ｎ．下面来看关注当序号ｎ取自然数无限增大

时（用记号ｎ→∞表征ｎ的这种变化方式和趋势），项ｆ（ｎ）的变化趋势．容易看出，当ｎ→∞时，
项ｆ（ｎ）的值将无限趋近于常数２（用记号ｆ（ｎ）→２表征项ｆ（ｎ）的这种变化方式和趋势）．事实

上，这一无限变化过程可用｜ｆ（ｎ）－２｜＝１ｎ
总能任意地小（即大于零而无限趋近于零）来刻画．

对此，给出数列极限的描述性定义．
定义１．７　设无穷数列为｛ｆ（ｎ）｝，Ａ为常数．如果当ｎ取自然数无限增大时，有ｆ（ｎ）的值

无限趋近于常数Ａ，即｜ｆ（ｎ）－Ａ｜总能任意地小，则称当ｎ趋向于无穷大时，数列｛ｆ（ｎ）｝以Ａ
为极限，记为ｌｉｍ

ｎ→∞
ｆ（ｎ）＝Ａ（或记作，当ｎ→∞时，ｆ（ｎ）→Ａ）．如果当ｎ取自然数无限增大时，有

｜ｆ（ｎ）－Ａ｜不是总能任意地小，则称极限ｌｉｍ
ｎ→∞
ｆ（ｎ）不存在．

当ｎ→∞时，称有极限值的数列为收敛数列，而称以零为极限值的数列（变量）为无穷小
量；称不存在极限值的数列为发散数列．

例如，ｌｉｍ
ｎ→∞

２ｎ＋１
ｎ ＝２．也说，当ｎ→∞时，数列ｆ（ｎ）＝２ｎ＋１ｎ

收敛于２．

又如，ｌｉｍ
ｎ→∞
（－１）ｎ 不存在，也说当ｎ→∞时，数列ｆ（ｎ）＝（－１）ｎ 是发散数列．

你知道为什么，当ｎ→∞时，数列ｆ（ｎ）＝
（－１）ｎ
ｎ＋１

收敛于０；而当ｎ→∞时，数列ｆ（ｎ）＝２ｎ－

１００发散吗？

另外，为了提升数列极限的应用能力基础，需要建立一些常用的已知极限，它们是：

（１）ｌｉｍ
ｎ→∞
Ｃ＝Ｃ（Ｃ为常数）； （２）ｌｉｍ

ｎ→∞

ｎ
槡ａ＝１（ａ＞０）；

（３）ｌｉｍ
ｎ→∞
ｑｎ＝０（｜ｑ｜＜１）； （４）ｌｉｍ

ｎ→∞

ａ
ｎｐ＝０

（ｐ＞０）．

例如，ｌｉｍ
ｎ→∞（ ）１３

ｎ

＝０，ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ
槡１０＝０，ｌｉｍ

ｎ→∞

３
ｎ２＝０．

　　１．２．２　函数极限的概念与性质

关于函数ｙ＝ｆ（ｘ）（ｘ∈Ｄ）的极限，现在关注自变量ｘ按照一定的方式无限变化时，函数
值ｆ（ｘ）的变化趋势．关于自变量ｘ无限取值的变化趋势有下列六种情形：

（１）自变量ｘ从某一时刻起总取正数而无限增大，记为：ｘ→＋∞；
（２）自变量ｘ从某一时刻起总取负数其绝对值无限增大，记为：ｘ→－∞；
（３）自变量ｘ可取正数或负数但其绝对值无限增大，记为：ｘ→∞；
（４）自变量ｘ在点ｘｏ 的左右邻近取值变化而无限趋近于ｘｏ，记为ｘ→ｘｏ；

·８·
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（５）自变量ｘ在点ｘｏ 的右侧邻近取值变化而无限趋近于ｘｏ，记为ｘ→ｘ＋ｏ ；
（６）自变量ｘ在点ｘｏ 的左侧邻近取值变化而无限趋近于ｘｏ，记为ｘ→ｘ－ｏ ．

１．当ｘ→∞时函数ｆ（ｘ）的极限

考察函数ｆ（ｘ）＝１＋１ｘ
（如图１－１３所示），当 ｘ 无限增大时，有ｆ（ｘ）的值无限趋近于常

数１，即｜ｆ（ｘ）－１｜总能为任意地小，称当ｘ→∞时，函数ｆ（ｘ）以１为极限．
定义１．８　设函数为ｙ＝ｆ（ｘ）（ｘ∈Ｄ），Ａ为常数．如果当ｘ的绝对值无限增大时，有ｆ（ｘ）

的值无限趋近于常数Ａ，即｜ｆ（ｘ）－Ａ｜总能任意地小，则称当ｘ→∞时，函数ｆ（ｘ）以Ａ 为极
限，记作ｌｉｍ

ｘ→∞
ｆ（ｘ）＝Ａ（或记作，当ｘ→∞时，ｆ（ｘ）→Ａ）．

如果当ｘ趋于向无穷大时，有｜ｆ（ｘ）－Ａ｜不是总能任意地小，则称极限ｌｉｍ
ｘ→∞
ｆ（ｘ）不存在．

可以类似地给出：当ｘ→＋∞或ｘ→－∞时，函数ｆ（ｘ）是否以Ａ为极限的定义以及有关
的记法．

根据以上极限定义，可以建立起一些常用的已知极限，如：

（１）ｌｉｍ
ｘ→∞

ａ
ｘｎ＝０

（ｎ∈Ｎ，ａ为常数）；　　　　　（２）ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ａ
ｘｐ＝０

（ａ与正数ｐ均为常数）；

（３）ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ａｘ＝０（０＜ａ＜１）； （４）ｌｉｍ
ｘ→－∞

ａｘ 不存在（０＜ａ＜１）；

（５）ｌｉｍ
ｘ→－∞

ａｘ＝０（ａ＞１）； （６）ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ａｘ 不存在（ａ＞１）；

（７）ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ａｒｃｔａｎｘ＝π２
； （８）ｌｉｍ

ｘ→－∞
ａｒｃｔａｎｘ＝－π２

；

（９）ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ａｒｃｃｏｔ　ｘ＝π； （１０）ｌｉｍ
ｘ→－∞

ａｒｃｃｏｔ　ｘ＝０；

（１１）ｌｉｍ
ｘ→∞
ｓｉｎｘ不存在； （１２）ｌｉｍ

ｘ→∞
ｃｏｓｘ不存在．

例如，ｌｉｍ
ｘ→∞

３
ｘｎ＝０

，ｌｉｍ
ｘ→＋∞

２
ｘ
１
２
＝０，ｌｉｍ

ｘ→＋∞（ ）１２
ｘ

＝０，ｌｉｍ
ｘ→－∞（ ）１２

ｘ

不存在，ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｅｘ 不存在，等．

图１－１３
图１－１４

２．当ｘ→ｘ０ 函数ｆ（ｘ）的极限

考察函数ｆ（ｘ）＝ｘ
２－４
ｘ－２

（如图１－１４所示），当ｘ不等于２而无限趋近于２时，有ｆ（ｘ）的值

无限趋近于常数４，即｜ｆ（ｘ）－４｜总能任意地小，称当ｘ→２时，函数ｆ（ｘ）以４为极限．
定义１．９　设函数ｆ（ｘ）在点ｘｏ 的某个邻域内有定义（点ｘｏ 可以除外），Ａ为一个常数．如

果当ｘ不等于ｘｏ 而无限趋近于ｘｏ 时，有ｆ（ｘ）的值无限趋近于常数Ａ，即｜ｆ（ｘ）－Ａ｜总能任意
·９·
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地小，则称当ｘ→ｘｏ时，函数ｆ（ｘ）以Ａ为极限，记作ｌｉｍ
ｘ→ｘｏ
ｆ（ｘ）＝Ａ（或记作，当ｘ→ｘｏ 时，ｆ（ｘ）→

Ａ）．
如果当ｘ不等于ｘｏ 而无限趋近于ｘｏ 时，有｜ｆ（ｘ）－Ａ｜不是总能任意地小，则称极限

ｌｉｍ
ｘ→ｘｏ
ｆ（ｘ）不存在．

由此定义可见，函数在一点的极限是否存在仅与它在该点附近的变化有关，而与函数本身
在该点有无定义无关．也就是说，研究函数在一点的极限时，不论函数在该点是否有定义，都仅
仅只是关注函数在该点的去心邻域内的变化情况而已，这种考虑将有利于区分函数在一点处
的变化特性．

例如：（１）ｌｉｍ
ｘ→１
（ｘ＋１）＝２，（２）ｌｉｍ

ｘ→１

ｘ２－１
ｘ－１＝２

，（３）ｌｉｍ
ｘ→０

ｘ
ｘ＝１

，（４）ｌｉｍ
ｘ→－１

１
ｘ＋１

不存在．

根据以上极限定义，可以建立下列几个常用的已知极限，如：
（１）ｌｉｍ

ｘ→ｘｏ
ｘｎ＝ｘｏｎ；（２）ｌｉｍ

ｘ→ｘｏ
ｓｉｎｘ＝ｓｉｎｘｏ；（３）ｌｉｍ

ｘ→ｘｏ
ｃｏｓｘ＝ｃｏｓｘｏ．

例如，ｌｉｍ
ｘ→－２
ｘ３＝－８，ｌｉｍ

ｘ→０
ｓｉｎｘ＝０，ｌｉｍ

ｘ→０
ｃｏｓｘ＝１．

ｘ→ｘｏ 包括ｘ→ｘ－ｏ 与ｘ→ｘ＋ｏ 两种情况，此时的极限分别称为左右极限．
定义１．１０　设函数ｆ（ｘ）在点ｘｏ 的某个右邻域内有定义，Ａ为一个常数．如果当ｘ大于

ｘｏ 而无限趋近于ｘｏ 时，有ｆ（ｘ）的值无限趋近于常数Ａ，即｜ｆ（ｘ）－Ａ｜总能任意地小，则称当

ｘ→ｘ＋ｏ 时，函数ｆ（ｘ）以Ａ为右极限，记作ｆ（ｘｏ＋０）＝ｌｉｍ
ｘ→ｘ＋ｏ

ｆ（ｘ）＝Ａ．

如果当ｘ大于ｘｏ 而趋近于ｘｏ 时，有｜ｆ（ｘ）－Ａ｜不是总能任意地小，则称右极限ｆ（ｘｏ＋０）
不存在．

在此，读者可以自己试着给出函数在一点的左极限的定义和有关的表示方法．

例如，设函数ｆ（ｘ）＝
２ｘ， ｘ＜０，

２， ｘ＝０，

ｃｏｓｘ， ｘ＞０
烅
烄

烆 ．

有：

ｆ（０＋０）＝ｌｉｍ
ｘ→０＋
ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→０＋
ｃｏｓｘ＝１，ｆ（０－０）＝ｌｉｍ

ｘ→０－
ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→０－
２ｘ＝０，

ｌｉｍ
ｘ→－１
ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→－１
２ｘ＝－２，ｌｉｍ

ｘ→π
ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→π
ｃｏｓｘ＝－１．

３．函数极限的性质

性质１．１　若极限ｌｉｍｆ（ｘ）存在，则极限值是唯一的．
记号ｌｉｍｆ（ｘ）下面没有标明自变量的变化过程，是指对ｘ→ｘ０ 及ｘ→∞均适用．
性质１．２　ｌｉｍＣ＝Ｃ（Ｃ为任意常数）．
性质１．３　设ｌｉｍｆ（ｘ）与ｌｉｍｇ（ｘ）都存在，则：
（１）ｌｉｍ［ｆ（ｘ）±ｇ（ｘ）］＝ｌｉｍｆ（ｘ）±ｌｉｍｇ（ｘ）．
（２）ｌｉｍｆ（ｘ）ｇ（ｘ）＝ｌｉｍｆ（ｘ）ｌｉｍｇ（ｘ）．
特例ｌｉｍＣｆ（ｘ）＝Ｃｌｉｍｆ（ｘ）（Ｃ为常数）；ｌｉｍ［ｆ（ｘ）］ｎ＝［ｌｉｍｆ（ｘ）］ｎ（ｎ为正整数）．

（３）当ｌｉｍｇ（ｘ）≠０时，ｌｉｍｆ
（ｘ）
ｇ（ｘ）＝

ｌｉｍｆ（ｘ）
ｌｉｍｇ（ｘ）．

性质１．３称为函数极限的四则运算法则，其中的（１）和（２）两条性质还可推广到任何有限
的形式．

·０１·
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