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第一章 基本概念 
 

 

常微分方程是由人类生产实践的需要和发展而产生的。所

谓微分方程，就是联系着自变量、未知函数以及未知函数的导数

或微分的方程。物理学、化学、生物学、工程技术和某些社会科

学中的大量问题，一旦加以精确的数学描述、往往会出现微分方

程。一个实际问题只要转化为微分方程，那么问题的解决就有赖

于对微分方程的研究。在数学学科的一些分支中，微分方程也是

经常用到的重要工具之一。本章将通过一些具体的实例，介绍如

何建立微分方程的问题，以及有关的一些最基本的概念。 

 

§1 微分方程的实例 

 

本节主要介绍几个微分方程的实例。通过这些例题可以看

到从各方面提出的微分方程的问题。 

例 1 求一曲线,该曲线在各点 ( ),x y 处的切线斜率为

 1
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3 2x − ，且过点（0,1）。 

解  设所求曲线的方程是 ( )y y x= 。由题意知所求曲线应

满足方程 3 2dy x
dx

= − ，这即为要建立的微分方程。求解该方程，

求出 ( )y x ，问题得以解决。

 
例 2  人口估计问题 

设 y = ( )y t 为某个国家在时间 t 的人口总数，增长率为

，其中正常数 a，b 是生命系数。经测算得 a=0.029,b

依赖于各国的社会经济条件，在无移民的情况下，试建立

r a by= −

y = ( )y t 应满足的微分方程。 

解 因为 ( )y t 表示人口的总数，所以它是一个不连续的阶

梯函数，为了应用微积分的方法，可用一个光滑的函数近似代

替它，并把这个光滑的函数仍然记为 ( )y t  

     人口总数 ( )y t 在时间 t 的变化率为 

0
lim
t

y dy
t dtΔ →

Δ
=

Δ
 

由已知条件，人口的变化率
dy
dt

等于人口总数 ( )y t 与其增长率

的乘积，故有 a by−

( )dy a by y
dt

= −  

这即为所要建立的微分方程。 

例 3 摩托艇以 10 千米/小时的速度在静水上运动。全速
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后停止了发动机，过 20 秒后，艇的速度减至 =6 千米/小时。

试求发动机停止 2 分钟后艇的速度。这里设水的阻力与艇的运

动速度成正比。 

1v

    解 令艇的速度为 ( )v v t= ，由牛顿第二定律得该艇的速度

应满足方程， 

( 0dvm kv k
dt

)= − >  

或                             

dv v
dt

λ=  

其中
k
m

λ = − 。这即为要建立的微分方程。 

 例 4 一质量为 m 的物体,在空中由静止自由下落，设空气

阻力与运动速度成正比，试求物体运动速度的变化规律。 

    解 所求的物体运动速度变化规律，是时间 t的未知函数。

用 表示。物体下落时，受到重力与阻力的影响，重力

和运动方向一致，阻力 ， 是比例系数，与运动方向相反。

运动所受的净力为

( )v v t= mg

kv k

F mg kv= − ，由牛顿第二定律，即 F ma= （

是加速度），得到方程 

a

dvm mg k
dt

v= − （其中
dva
dt

= ） 

或 
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dvm kv m
dt

+ = g  

满足该方程的函数 ( )v t ，即为所求的速度变化规律。 

通过以上例题，我们看到产生微分方程的一些背景，当然

我们还可以举出大量的实例，如在物理、化学、天文、生物、

电子技术、自动控制、宇宙飞行等领域，都存在着大量的微分

方程问题。因此，社会生产实践是微分方程取之不尽的基本源

泉。微分方程是解决这类问题的一个非常有力的数学工具。这

也是微分方程理论联系实际的一个重要方面。 

作为一门基础课，我们应当把重点放到微分方程本身的问

题上，即要掌握微分方程的一些基本理论并要学习各种各样类

型的微分方程的求解方法，这也就是我们解决实际问题的必要

工具。 

 

习题 1.1 

1. 试建立分别具有下列性质的曲线所满足的微分方程。 

（1）曲线上任意一点 处的切线与两坐标轴所围成的

三角形的面积都等于常数 。 

( , )p x y

2a

（2）曲线上任意一点 的法线与 OX 轴的交点为 ，( , )p x y Q
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且有 . PQ OP=

（3）一曲线上任意一点 ( , )x y 处的切线介于坐标轴间的部分

总被切点分成相等的部分。 

2.潜水艇在水中下降时，所受阻力与下降速度成正比。潜

水艇由静止下降，求下降时速度与时间的关系 

3.物体在空气中的冷却速度与物体和空气的温差成比例，

如果物体在20分钟内由100℃冷却至60℃，那么在多长时间内，

这个物体的温度达到 30℃？假设空气的温度为 20℃。 

 

§2 基本概念 

 

在§1 节中已经介绍了微分方程产生的背景以及如何建立

微分方程的问题。本节将介绍微分方程的概念以及一些相关的

基本概念 

1)定义 1.1 含有自变量、未知函数、以及未知函数的导数

（或微分）的等式称作微分方程。 

例如： 

25 2dy x y
dx

= − ，   
2

2
2 3( ) 15 xd y dy xy e

dxdx
+ − = ， 

2 siny y x′′ + = ，   5 3 sinxy y xy′′ ′− + = x  
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都是微分方程。 

   微分方程中出现的未知函数只含有一个自变量。则这种方

程称作常微分方程。上述四个方程都是常微分方程。 

自变量的个数是两个或两个以上的微分方程，称作偏微

分方程。 

例如: 

2 2 2
2

2 2 2

u u u x yz
x y z
∂ ∂ ∂

+ + = −
∂ ∂ ∂

，
2 2 2

2 2 0u u u
x y x y
∂ ∂ ∂

+ + =
∂ ∂ ∂ ∂

 

是偏微分方程。其中 是未知函数，u x ， ， z 是自变量。 y

   本书主要讨论常微分方程及其相关的概念与解法。为讨论方

便，以下把常微分方程简称为微分方程或方程。 

2)方程的阶数、线性方程和非线性方程 

方程中出现的未知函数的最高阶导数的阶数，称为这个方

程的阶。 

如 

25 2dy x y
dx

= − ， ' six nxy ye x− = ， 2( ) 3dy xy
dx

− = x 是一阶方

程。 

而 
2

3
2 2( ) sin3d y dy x

dxdx
− = ， 2 '' 3 ' lnx y xy− = x 都是二阶方程。
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1

1 11( ) ( ) ( ) 0
n n

n nn n

d y d y dya x a x a x y
dxdx dx

−

−−+ + ⋅⋅⋅ + + = 是 阶方程。 n

一阶方程的一般形式是 ( , , ) 0dyF x y
dx

= 或， ( , )dy f x y
dx

= ，

阶方程的一般形式是

n

( )( , , ', '' , ) 0nF x y y y y⋅ ⋅⋅ = 。已解出 阶导数的

阶方程的一般形式是 

n

n

( 1)( , , '..., )
n

n
n

d y f x y y y
dx

−=  

线性方程是微分方程中一类极其重要的方程，如果在方程

( )( , , ', '' , ) 0nF x y y y y⋅ ⋅⋅ = 中，左端是 及 的一次有理整

式，则称该方程是线性方程。否则称为非线性方程。 

y ( )', ..., ny y y′′

例如方程: 

(1) 2dyx y x
dx

+ =         (2)
2

2
24 4 xd y dy y e

dxdx
+ + =   

(3)
3 2

2
3 22 7 5d y d y dyx x y

dxdx dx
0+ + − =
 

分别是一阶、二阶、三阶的线性方程. 

而 

(4) 0dy x
dx y

− =
         

（5）
2

2 sin 0d y dy y
dxdx

+ + =
 

（6）
3

3
3cos( )dy d yx y x

dx dx
+ − =

 

分别是一阶、二阶、三阶的非线性方程。 

线性方程与非线性方程有很大的不同，但在一些条件下，

他们之间又有联系，因此，抓住这两者之间的区别与联系，是
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