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固原市回民中学是固原市市直唯一一所民族中学，自治区第三所财政特补

中学，固原市委、市政府重点建设的民族示范性高级中学。学校坐落在固原新区

大明城。国家投资 1． 2 亿元，在 338 亩的土地上，给山区广大青少年建设了一个

花园式学校，可谓学习的乐园。

回民中学以兼容的心胸、并蓄的姿态，广泛吸纳全国各地贤俊之才，培养了

一支优秀的教师队伍，其中，中国人民大学、北京师范大学、华东师范大学、华中

师范大学、东北师范大学、陕西师范大学、兰州大学和西安外国语大学等全国重

点大学的优秀毕业生来我校从教的就超过 40 人。目前，在宁南山区高级中学

里，回民中学拥有学历结构最优的教师队伍，可谓师资雄厚。

新的领导班子以狠抓教学质量为突破口，以提高教师教学质量为首要工作，

以培养优秀人才为目标，组织了一批长期工作在教学第一线、教学经验丰富、教

学成绩突出的骨干教师，依据新课程标准和《2009 年宁夏高考考试说明》，开展

课题研究，集体攻关，精心编写了这套高中教辅丛书———《新课堂》。

《新课堂》是经宁夏新闻出版局审定同意，由宁夏人民教育出版社出版的我

校第一套校本教材，本丛书与人教版高中新课程教材配套使用，凝聚了我校一大

批名师的心血，具有自己鲜明的特色。

一、《新课堂》是回民中学教师教育教学的经验积累

《新课堂》注重知识与技能、过程与方法、情感态度与价值观三维目标的和谐

发展。通过构建系统化的知识结构，提供多样化的学习材料，精心设计研讨式的

问题情境，帮助学生理解课程内容，培养学生的探究意识、创新精神和实践能力。

二、《新课堂》是回民中学教师集体智慧的结晶

我们强调，最有价值的课题是在实践中产生的，课题研究的生命力在于给实

践以指导。在《新课堂》编写过程中，我们突出新课程理念，全面贯彻和落实新课

程精神，从我校实际出发，注重学法指导，提倡自主探究，强调能力培养，突显创

新设计，力求让广大师生耳目一新。

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



三、《新课堂》是回民中学学生打好基础的坚实保证

《新课堂》更加注重针对性和实效性，紧扣教材，知识点全面，层次清晰，选择

每节课的重点和难点进行剖析，循序渐进，加深学生对主干知识的理解和认识。

同时，考查方式多样，内容新颖，形式上更加实用。单元测试卷和参考答案活页

装订，便于阶段检测。

四、《新课堂》是回民中学学生通向成功的高速公路

《新课堂》促进学生学习方式的转变，倡导积极主动的学习态度和自主、合

作、探究的学习方式。本套丛书各栏目的设置特别注重调动学生学习的积极性，

发挥学生的主体作用，挖掘他们的学习潜能，通过点拨学习思路、方法和技巧，诠

释课程的重点和难点，引导学生获取知识，夯实基础，逐步形成自觉学习的习惯。

本套丛书融历史与未来的辩证理念为一体，是内容和形式的完美结合，编排

和设计大气、新颖。我们自信而来，期待与您一起分享这份精彩。

《新课堂》丛书一定有许多不足，广大师生在使用过程中有好的建议和宝贵

意见，请不吝赐教，以便修订，使丛书的质量不断提高，日臻完善。

编 者

2009 年 8 月
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第一章 解三角形 001

第一章 解 三 角 形

1. 1 正弦定理和余弦定理

1. 1. 1 正弦定理( 一)

自·主·探·究

1. 理解正弦定理的推导过程．
2. 掌握正弦定理的内容．
3. 能运用正弦定理解决一些简单的三角形问题．

1. 在△ABC 中，已知 a、b 分别为角 A、B 所对的边，则 a ＞ b
 ．

2. 正弦定理: 在一个三角形中， ，

即 a
sinA = = = 2R． ( 其中 R 为这个三角

形外接圆的半径)
3. 正弦定理的常见变形
( 1) a = ，b = ，c = ．
( 2) sinA = ，sinB = ，sinC = ．

( 3) a∶ b∶ c = ， a + b + c
sinA + sinB + sinC = ．

( 4) asinB = ，bsinC = ，asinC = ，
a
b = ，ac = ，b

c = ．

4. 一般地，把三角形的三个角 A、B、C和它们的对边 a、b、c叫
做三角形的 ，已知三角形的几个元素求其他元素
的过程叫做















 ．

重·难·点·突·破

1. 有关正弦定理的推导

当三角形为直角三角形或锐角三角形时的情况，课本上
已有推导过程，下面推导当三角形为钝角三角形时的情况．

若△ABC为钝角三角形，如图，已知 C 为钝角，设 BC 边
上的高为 AD，根据三角函数的定义，AD = csinB，AD =

bsin∠ACD = bsin( π － C) = bsinC，∴ csinB = bsinC，即 b
sinB =

c
sinC ． 如果设 AB 边上的高为 CE，同理可得 a

sinA = b
sinB，

∴ a
sinA = b

sinB = c
sinC ．

综上所述，在一个三角形中，各边和它所对角的正弦的比

相等，即 a
sinA = b

sinB = c
sinC ．

2. 正弦定理的应用

( 1) 已知两角和任一边，求其他两边和一角．

( 2) 已知两边和其中一边的对角，求另一边的对角，从而
求其他的边和角．

( 3) 已知其中一边和这一边的对角，求这个三角形外接
圆的半径．

对于第( 1) 类，其解是唯一确定的，他一般先由三角形内
角和求得第三个角，再利用正弦定理求其他两边．

对于第( 2) 类，其解不一定唯一，会出现一解、两解或无
解三种情况( 详细剖析见下一节) ．

已知两角及一边解三角形

例 1 在△ABC 中，已知 c = 10，A = 45°，C = 30°，求 a、b
和 B．
［解析］ 本题考查正弦定理的应用，已知两角 A和 C，可求出
第三个角 B为 105°，然后利用正弦定理求出两边 a和 b，在求
解的过程中，要注意对“sin105°”作三角变换．

［答案］ ∵ a
sinA = c

sinC，

∴ a = csinA
sinC = 10 × sin45°

sin30° = 10槡2．

B = 180° － A － C = 180° － 45° － 30° = 105



























 °．
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又∵ b
sinB = c

sinC，

∴ b = csinB
sinC = 10 × sin105°

sin30° = 20sin75°

= 20 ×槡6 +槡2
4 = 5(槡6 +槡2) ．

∴ a = 10槡2，b = 5(槡6 +槡2) ，B = 105°．
［点评］ 如果已知三角形的任意两个角与一边，可由三角形
的内角和定理，计算出三角形的第三个角，并由正弦定理计算
出三角形的其他两边．
［借题发挥 1］ 在△ABC中，已知 a = 10，B = 60°，C = 45°，则
c等于 ( )

A. 10 +槡3 B. 10(槡3 － 1)

C. 槡3 + 1 D. 10槡3

已知两边和其中一边的对角解三角形

例 2 在△ABC中，已知 a =槡3，b =槡2，B =45°，求 A、C和 c．
［解析］ 本题考查了正弦定理的应用，利用正弦定理先求出
A，然后利用 a和 b的关系( 大边对大角) 得到 A和 B的关系，
从而确定角 A的个数及大小，求出其余的边和角．

［答案］ 由正弦定理得 a
sinA = b

sinB，∴ sinA =槡32 ．

∵ a ＞ b，∴ A = 60°或 A = 120°．
当 A = 60°时，C = 180° － A － B = 180° － 45° － 60° = 75°，

c = bsinC
sinB =槡6 +槡2

2 ;

当 A = 120°时，C = 180° － A － B = 180° － 45° － 120° =

15°，c = bsinC
sinB =槡6 －槡2

2 ．

∴ A = 60°，C = 75°，c =槡6 +槡2
2 或 A = 120°，C = 15°，c =

槡6 －槡2
2 ．

［点评］ 已知三角形两边及一边对角解三角形时，利用正弦
定理求出另一边的对角，再求其余的边和角．在利用正弦定理
求解的过程中，要注意灵活使用三角公式及正弦定理的变形，

如 c = bsinC
sinB = asinC

sinA 等;另外，此种题型往往碰到解的个数不确

定的情况，此时，可根据边和边、角和角之间的关系进行判断．

［借题发挥 2］ 在△ABC中，已知 b =槡2，c =1，B =45°．求 a和 C．

正弦定理与三角公式的综合应用

例 3 在△ABC中，已知 B = 60°，tanAtanC = 2 +槡3，又知顶

点 C的对边 c上的高为 4槡3，求三角形三边的长．
［解析］ 本题考查正弦定理与三角公式的简单的综合应用
问题，由已知条件不难求出 tanA和 tanC，从而求出 A 和 C，然

后根据边 c = 4槡3cotA + 4槡3cotB，进而问题得解．
［答案］ ∵ B = 60°，∴ A + C = 120°．

又 tan( A + C) = tanA + tanC
1 － tanAtanC，tanAtanC = 2 +槡3 ①，

∴ tanA + tanC = 3 +槡3 ②，

由①②得 tanA =1，tanC =2 +槡3或 tanA =2 +槡3，tanC =1，
∴ A = 45°，B = 60°，C = 75°或 A = 75°，B = 60°，C = 45°．

当 A = 45°时，b = 4槡3
sin45° = 4槡6，a =

4槡3
sin60° = 8，

c = 4槡3cot45° + 4槡3cot60° = 4槡3 + 4;

当 A = 75°时，b = 4槡3
sin75° = 4槡6(槡3 － 1) ，a = 8，

c = 4槡3cot75° + 4槡3cot60° = 8(槡3 － 1) ．

∴ 三边 a、b、c 的长分别为 8，4槡6，4槡3 + 4 或 8，4槡6 (槡3

－ 1) ，8(槡3 － 1) ．
［点评］ 正弦定理的考查与三角函数结合在一起，以正弦定
理及其变形公式为工具，利用三角恒等变换解决问题．

［借题发挥 3］ 在△ABC 中，已知 c = 10，cosAcosB = b
a = 4

3 ，求

a、b及△ABC的内切圆半径




















































．

提·升·训·练

1. 在△ABC中，一定成立的是 ( )
A. asinA = bsinB B. acosA = bcosB
C. asinB = bsinA D. acosB = bcosA

2. 已知△ABC的三个内角之比为 A∶ B∶ C = 3∶ 2∶ 1，那么对应
的三边之比 a∶ b∶ c等于 ( )

A. 3∶ 2∶ 1 B. 槡3∶ 2∶ 1

C. 槡3∶槡2∶ 1 D. 2∶槡3∶ 1

3. 在△ABC中，已知 a = 3，b = 3槡3，B = 60°，则 a所对角的正
弦值为 ( )

A. 槡32 B. 槡22 C. 槡33 D. 1
2

4. 在△ABC中，已知 a = 8，B = 60°，C = 75°，则 b等于 ( )

A. 4槡2 B. 4槡3 C. 4槡6 D. 32









 3
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5. 在△ABC中，B = 60°，最大边与最小边之比为(槡3 + 1) ∶ 2，
则最大角为 ( )
A. 45° B. 60° C. 75° D. 90°

6. △ABC中，A = π3 ，BC = 3，则△ABC的周长为 ( )

A. 4槡3sin B + π( )3 + 3

B. 4槡3sin B + π( )6 + 3

C. 6sin B + π( )6 + 3

D. 6sin B + π( )3 + 3

7. 在△ABC中，a、b、c 分别是角 A、B、C 所对的边，已知 A =

105°，B = 45°，b = 2槡2，则 c = ．

8. 在△ABC 中，已知 A = 60°，a = 3，则 a + b + c
sinA + sinB + sinC =

．

9. 在△ABC中，已知 tanA = 1
3 ，C =150°，BC =1，则 AB = ．

10. 在△ABC中，已知 A =60°，外接圆半径 R =槡3，则 a = ．
11. 解答下列各题:

( 1) 在△ABC中，已知 A = 45°，a = 2，b =槡2，求 B;
( 2) 在△ABC中，已知 a = 10，b = 8，A = 70°，求 sinB．

12. 锐角△ABC中，a，b，c分别是角 A、B、C的对边，设 B = 2A，

求 b
a 的取值范围


























．

1. 1. 1 正弦定理( 二)

自·主·探·究

1. 熟练掌握正弦定理及其变式的结构特征和作用．
2. 探究三角形的面积公式，并结合正弦定理解三角形．
3. 能根据条件判断三角形的形状．
4. 能根据条件判断三角形解的个数．

1. 在解三角形时，常用到以下的结论
( 1) 在△ABC中，A ＞ Ba ＞ b ．
( 2) 在△ABC中，A + B + C = ，A + B = ，

A + B
2 = ; cos( A + B) = ，cos A + B

2 =

，sin( A + B) = ，sin A + B
2 = ．

( 3) 在锐角三角形中，A + B ＞ π2  

 ．
2. 三角形的面积公式

( 1 ) 已知一边和边上的高: S = 1
2 aha，S = ，

S = ．

( 2) 已知两边及其夹角: S = 1
2 absinC，S = ，

S = ．
( 3) 已知三边 a，b，c及内切圆的半径 r: S = ．
( 4) 已知三边 a，b，c( 海伦公式) ，S = ，
这里p =




















．

重·难·点·突·破

1. 三角形解的个数的讨论

利用正弦定理解决“已知两边和其中一边的对角，求其
他两角和一边”的问题时，由于在某些情况下不能确定三角
形，可能出现一解、两解或无解的情况，应结合图象并根据

“三角形大边对大角”来判断解的情况，做到正确取舍． 下面
以“已知 a、b和 A时解三角形”为例加以说明．

( 1) 若 A≥90°，由于一个三角形中不能有两个直角或钝
角，因此 B必为锐角，即 B ＜ A，从而当 a ＞ b时，有一解;当 a≤
b时，无解．

( 2) 当 A ＜ 90°，如下表







 :
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表一

a = b a ＞ b
a ＜ b

a ＞ bsinA a = bsinA a ＜ bsinA

一解 一解 两解 一解 无解

2. 三角形形状的判断

三角形按角分为: 锐角三角形、直角三角形、钝角三角形;
按边分为: 等腰三角形、不等边三角形;等腰三角形中包含等
腰直角三角形．应用正弦定理判定三角形形状时通常需要由
正弦定理实现边角转化得出边的关系或角的关系，即要么转
化为边，要么转化为角，进而得出结论，在正弦定理的推广中，
a = 2RsinA，b = 2RsinB，c = 2RsinC是边转化为角的主要工具．

已知两边及其中一边的对角，判断三角形解的

情况
例 1 已知下列各三角形中的两边及其中一边的对角，先判
断三角形是否有解．有解的，解三角形．

( 1) a = 7，b = 8，A = 105°;
( 2) a = 10，b = 20，A = 80°;

( 3) a = 2槡3，b = 6，A = 30°．
［解析］ 本题考查已知两边及一边的对角判断三角形解的
个数问题，可利用正弦定理结合三角形内角和定理解决．
［答案］ ( 1) a = 7，b = 8，a ＜ b，A = 105° ＞ 90°，∴ 本题无解．

( 2) a = 10，b = 20，a ＜ b，A = 80° ＜ 90°，讨论如下:

∵ bsinA = 20sin80° ＞ 20sin60° = 10槡3，
∴ a ＜ bsinA，∴ 本题无解．

( 3) a = 2槡3，b = 6，a ＜ b，A = 30° ＜ 90°．
又∵ bsinA = 6sin30° = 3，a ＞ bsinA，∴ 本题有两解．
由正弦定理得

sinB = bsinA
a = 6sin30°

2槡3
=槡32 ，则 B = 60°或 120°．

当 B = 60°时，C = 90°，

c = asinC
sinA = 2槡3sin90°sin30° = 4槡3;

当 B = 120°时，C = 30°，

c = asinC
sinA = 2槡3sin30°sin30° = 2槡3．

∴ B = 60°，C = 90°，c = 4槡3或 B = 120°，C = 30°，c = 2槡3．
［点评］ 对于解决已知两边及其中一边的对角，判断三角形
解的个数的问题，如果所给角是直角或钝角，则根据大角对大
边来判断;如果所给角是锐角，则根据有解、无解的图形 ( 表
一) 来判断．

［借题发挥 1］ 在△ABC中，若 a = 2槡3，A = 30°，讨论当 b为

何值( 或在什么范围内) 时，三角形有一解、两解或无解?

判定三角形的形状

例 2 在△ABC 中，已知 bsinB = csinC，且 sin2A = sin2B +
sin2C，试判断三角形的形状．
［解析］ 本题考查利用正弦定理判定三角形形状的问题，关
键是将已知条件中的边角关系式进行转化，要么都用边表示，
要么都用角表示，然后得出结论．本题将角转化为边较简单．

［答案］ 由正弦定理得 sinA = a
2R，sinB = b

2R，sinC = c
2R，

∴ b· b
2R = c· c

2R，
a
2( )R

2

= b
2( )R

2

+ c
2( )R

2

，

∴ b2 = c2，a2 = b2 + c2，
∴ △ABC为等腰直角三角形．

［点评］ ( 1) 要判断三角形的形状特征，必须深入研究边与
边的大小关系:是否两边相等? 是否三边相等? 是否符合勾
股定理? 还要研究角与角的大小关系:是否两个角相等? 是
否三个角相等? 有无直角或钝角?

( 2) 解题的思想方法是:从条件出发，利用正弦定理等进
行代换、转化、化简、运算，找出边与边的关系或角与角的关
系，从而作出正确判断．

( 3) 一般有两种转化方向: 要么转化为边，要么转化
为角．
［借题发挥 2］ 在△ABC中，已知 acosA = bcosB，求证:△ABC
是等腰三角形或直角三角形
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应用正弦定理及变形证明一些三角恒等式

例 3 在△ABC中，求证: a － ccosB
b － ccosA = sinBsinA．

［解析］ 本题考查利用正弦定理及其变形证明三角恒等式
问题，观察等式的特点，有边有角，需把边、角统一，为此用正
弦定理将 a、b、c 分别转化为 sinA、sinB、sinC，此时，本题完全
转化成三角函数的问题了．

［答案］ 由正弦定理得 a － ccosB
b － ccosA = 2RsinA － 2RsinCcosB

2RsinB － 2RsinCcosA =

sinA － sinCcosB
sinB － sinCcosA，又∵ A + B + C = 180°，

∴ 上式 = sin( 180° － B － C) － sinCcosB
sin( 180° － A － C) － sinCcosA

= sin( B + C) － sinCcosB
sin( A + C) － sinCcosA = sinBcosC + cosBsinC － sinCcosB

sinAcosC + cosAsinC － sinCcosA

= sinBcosCsinAcosC = sinBsinA． ∴ 原等式得证．

［点评］ 利用正弦定理及其变形证明三角恒等式，实质仍是
三角函数的运算问题，只不过在运算过程中，我们需要利用正
弦定理统一边或角;另外，要熟记三角形中的一些三角公式，
并能灵活运用，如: A + B + C = π; sin( A + B) = sinC; cos( A +

B) = － cosC; sin A + B
2 = cos C

2 ; cos
A + B
2 = sin C

2 等．

［借题发挥 3］ 在△ABC 中，求证: acos2 C
2 + ccos2 A

2 =

1
2 ( a + b + c)


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

．

提·升·训·练

1. 不解三角形，下列判断中正确的是 ( )
A. a = 7，b = 14，A = 30°，有两解
B. a = 30，b = 25，A = 150°，有一解
C. a = 6，b = 9，A = 45°，有两解
D. b = 9，c = 10，B = 60°，无解

2. △ABC中，已知 a = 5槡2，c = 10，A = 30°，则 B等于 ( )
A. 105° B. 60°
C. 15° D. 105°或 15°

3. 在△ABC中，已知 a = x，b = 2，B = 45°，若三角形有两解，则
x的取值范围是 ( )
A. ( 2，+ ∞ ) B. ( － ∞，2)

C. ( 2，2槡2) D. ( 2，2槡3)

4. 在△ABC中，已知 0 ＜ tanAtanB ＜ 1，则△ABC是 ( )
A. 锐角三角形 B. 直角三角形
C. 钝角三角形 D. 不能确定

5. 在△ABC中，已知 sinA∶ sinB∶ sinC = m∶ ( m + 1) ∶ 2m，则 m
的取值范围是 ( )

A. ( 0，+ ∞ ) B. 1
2 ，+( )∞

C. ( 1，+ ∞ ) D. ( 2，+ ∞ )
6. △ABC中，已知 sinA∶ sinB∶ sinC = 4∶ 5∶ 6，又△ABC 的周长
为 7. 5，则其三边长分别为 ．

7. 在△ABC中，已知 b2

a2 = tanBtanA，则△ABC是 三角形．

8. 在△ABC中，已知 b = 2槡2，a = 2，且三角形有解，则 A 的取
值范围是 ．

9. 在△ABC中，已知 bc = 20，S△ABC = 5槡3，△ABC的外接圆半

径为槡3，则 a = ．

10. 在△ABC中，已知 a
cosA = b

cosB = c
cosC，试判定△ABC的形状．

11. 在△ABC中，a，b，c分别是角 A、B、C的对边，已知 a = 2，C

= π4 ，cos
B
2 = 2槡55 ，求△ABC的面积
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1. 1. 2 余弦定理( 一)

自·主·探·究

1. 理解用向量的数量积证明余弦定理的方法．
2. 掌握并熟记余弦定理．
3. 能运用余弦定理及其推论解三角形．

1. 余弦定理: 三角形中任何一边的 等于其他两边的

减去这两边与它们的 的 的
的 倍，即 a2 = ，

b2 = ，c2 = ．
2. 余弦定理的推论: cosA = ，cosB = ，

cosC =












．

重·难·点·突·破

1. 余弦定理的推导

教科书中应用向量为工具，通过向量的数量积构建了方
程，得出余弦定理，下面我们再用两种方法证明余弦定理．

( 1) 利用坐标法证明余弦定理
如图，以 C为原点，边 CB 所在直线为 x 轴，建立平面直

角坐标系． 设点 B 的坐标为( a，0 ) ，点 A 的坐标为( bcosC，
bsinC ) ， 由 两 点 间 距 离 公 式 得 | AB | =

( bcosC － a) 2 + ( bsinC － 0)槡 2 ．

即 c2 = b2 cos2C － 2abcosC + a2 + b2 sin2C，
整理得 c2 = a2 + b2 － 2abcosC．
同理，a2 = b2 + c2 － 2bccosA，b2 = a2 + c2 － 2accosB．
( 2) 利用三角法证明余弦定理
当三角形为锐角三角形时，如图，| AD | = bsinC，| BD | =

|BC | － | CD | = a － bcosC，在 Rt△ABD 中，根据勾股定理得
|AB | 2 = |AD | 2 + |BD | 2 = ( bsinC) 2 + ( a － bcosC) 2，

整理得 c2 = a2 + b2 － 2abcosC．
同理，a2 = b2 + c2 － 2bccosA，b2 = a2 + c2 － 2accosB．
当三角形为钝角三角形时，如图，| AD | = bsinC，| BD | =

|CD | － | BC | = bcosC － a，在 Rt△ABD 中，根据勾股定理得
|AB | 2 = |AD | 2 + |BD | 2 = ( bsinC) 2 + ( bcosC － a) 2，

整理得 c2 = a2 + b2 － 2abcosC．
同理，a2 = b2 + c2 － 2bccosA，b2 = a2 + c2 － 2accosB．

2. 余弦定理的应用

( 1) 已知两边和所夹的角解三角形，基本方法是先用余
弦定理求第三边，再用正弦或余弦定理求另一角，最后利用三
角形内角和求第三个角．

( 2) 已知三角形的三边解三角形，基本方法是先用余弦
定理求出一个角，再用正弦定理或余弦定理求出另一个角，最
后利用三角形内角和定理，求出第三个角．

已知三角形的三边求角

例 1 在△ABC中，已知 a = 7，b = 3，c = 5，求最大角和 sinC．
［解析］ 本题考查余弦定理的应用( 2) ，根据三角形的性质
大角对大边知 A为最大角，利用余弦定理的推论求得 A，然后
利用正弦定理求得 sinC．
［答案］ ∵ a ＞ c ＞ b，∴ A为最大角，

由余弦定理得 cosA = b2 + c2 － a2

2bc = － 1
2 ，∴ A = 120°．

又∵ sinA =槡32 ，∴ sinC = c
a sinA = 5

7 ×槡32 = 5槡314 ．

［点评］ ( 1) 已知三角形的三边求角，主要利用余弦定理的
变形公式即推论求解．

( 2) 本题求 sinC也可采用下面方法求解:

cosC = a2 + b2 － c2
2ab = 7

2 + 32 － 52

2 × 7 × 3 = 11
14，∴ C为锐角，∴ sinC

= 1 － cos2槡 C = 5槡314
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［借题发挥 1］ 在△ABC中，已知 a∶ b∶ c = 2∶槡6∶ (槡3 + 1) ，求
△ABC各角的度数．

已知三角形的两边及其夹角，求第三边和另两角

例 2 在△ABC中，已知 a =2，b =2槡2，C =15°，求 A、B和 c．
［解析］ 本题考查余弦定理的应用( 1) ，已知 a 和 b 以及 C，
利用余弦定理公式 c2 = a2 + b2 － 2abcosC 求得 c，然后利用正
弦定理或余弦定理求得 A和 B，另外注意在运算过程中，需对
15°作“拆角”变换．

［答案］ cos15° = cos( 45° － 30°) =槡6 +槡2
4 ．

由余弦定理得 c2 = a2 + b2 － 2abcosC = 4 + 8 － 2 × 2 × 2槡2

×槡6 +槡2
4 = 8 － 4槡3，

∴ c = 8 － 4槡槡 3 = (槡6 －槡2)槡 2 =槡6 －槡2．

由正弦定理得 a
sinA = c

sinC，

∴ sinA = asinC
c = asin15°

c =
2 ×槡6 －槡2

4

槡6 －槡2
= 1

2 ，

∵ b ＞ a，sinA = 1
2 ，∴ A = 30°，

∴ B = 180° － A － C = 135°．
［点评］ 已知三角形的两边及其夹角解三角形，主要根据余
弦定理求解，在求解过程中，当然也可用正弦定理．

［借题发挥 2］ 在△ABC 中，已知 a、b 是方程 x2 － 5x + 4 = 0
的两个根，C = 60°，求 c．

余弦定理公式的灵活应用

例 3 在△ABC中，角 A、B、C 的对边分别是 a、b、c，已知 a2

+ c2 － b2 =槡3ac，则 B等于 ( )

A. π6 B. π3 C. π6 或
5π
6 D. π3 或

2π
3

［解析］ 本题考查余弦定理的灵活应用，分析题中等式形式
上的特点，确定变形的方法是两边同除以 2ac．

∵ a2 + c2 － b2
2ac = cosB =槡32 ，∴ B = π6 ．

［答案］ A
［点评］ 加强余弦定理的灵活应用这方面的训练，搞清楚所
给条件的特点，确定变形的方向及方法，做到有的放矢．
［借题发挥 3］ 在△ABC 中，已知( a + b + c) ( b + c － a) =
3bc，求
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A．

提·升·训·练

1. 已知△ABC中，a∶ b∶ c = 3∶ 5∶ 7，则此三角形的最大角为
( )

A. 150° B. 120° C. 90° D. 135°

2. 在△ABC中，角 A、B、C的对边分别为 a、b、c，已知 A = π3 ，

a =槡3，b = 1，则 c等于 ( )

A. 1 B. 2 C. 槡3 － 1 D. 槡3
3. 锐角△ABC中，已知 b = 1，c = 2，则 a的取值范围是

( )

A. ( 1，3) B. ( 1，槡5)

C. (槡3，槡5) D. 无法确定

4. △ABC中，已知 a2 － c2 + b2 = ab，则 C等于 ( )
A. 60° B. 45°或 135°
C. 120° D. 30°

5. 在△ABC 中，已知 A = 30°，AB = 2，BC = 1，则△ABC 的面
积为 ( )

A. 槡32 B. 1
2 C. 槡3 D. 2槡3

6. 在△ABC中，角 A、B、C所对边的长分别为 a、b、c，设向量 p
= ( a + c，b) ，q = ( b － a，c － a) ，若 p∥q，则 C等于 ( )

A. π6 B. π3 C. π2 D. 2π
3

7. 在△ABC中，a、b、c 分别是角 A、B、C 所对的边，已知 a


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槡3，b = 3，C = 30°，则 A = ．
8. △ABC中，角 A、B、C所对的边分别为 a、b、c，已知 a = 1，b

=槡7，c =槡3，则 B = ．
9. 在△ABC中，三边的长为连续的自然数，且最大角为钝角，
这个三角形三边的长分别为 ．

10. 在△ABC 中，角 A、B、C 所对的边长分别为 a、b、c，已知
sinA∶ sinB∶ sinC = 5∶ 7∶ 8．则 a∶ b∶ c = ，B = ．

11. 在△ABC中，已知 a － b = 4，a + c = 2b，且最大角为 120°，
求三边长．

12. 在锐角△ABC中，已知 a、b是方程 x2 － 2槡3x + 2 = 0 的两

根，A、B满足 2sin( A + B) =槡3．
( 1) 求 C;
( 2) 求 c及△ABC的面积
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1. 1. 2 余弦定理( 二)

自·主·探·究

1. 熟练掌握正、余弦定理在解决各类三角形问题中的应用．
2. 利用正、余弦定理判断三角形的形状．
3. 利用正、余弦定理解决一些综合问题．

1. 正弦定理: ，变形公式 ．
2. 余弦定理: a2 = ，b2 = ，

c2 = ，cosA = ，
cosB = ，cosC = ．

3. 解三角形的类型
( 1) 已知三边求三角，利用 定理．
( 2) 已知两边和它们的夹角，求第三边和其他两个角，利用

定理．
( 3) 已知两角和任一边，求其他两边和一角，利用
定理．

( 4) 已知两边和其中一边的对角，求第三边和其他两角，用
定理．

4. 在△ABC中，

a2 + b2 ＜ c2cosC ＜ 0C ＞ π2 ，可得此三角形为

三角形．

a2 + b2 = c2cosC = 0C = π2 ，可得此三角形为

三角形．

a2 + b2 ＞ c2cosC ＞ 0C ＜ π2 ，此三角形形状不确定
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重·难·点·突·破

1. 利用正、余弦定理解三角形

正弦定理和余弦定理都反映了三角形中边与角的关系，
用其解三角形可分为以下几类:

( 1) 已知三角形的两边和其中一边的对角解三角形，基
本方法是先由正弦定理求出另一条边所对的角，用三角形的
内角和定理求出第三个角，再用正弦定理求出第三边，注意判
断解的个数．

( 2) 已知三角形的两角和任一边解三角形，基本方法是
若所给边是已知角的对边时，可由正弦定理求出另一边，再由
三角形内角和定理求出第三个角，最后由正弦定理求出第三

边;若所给边不是已知角的对边时，先由三角形内角和定理求
出第三个角，再由正弦定理求出另外两边．

( 3) 已知三角形的两边和它们的夹角解三角形，基本方
法是先用余弦定理求出第三边，再用正弦定理或余弦定理求
出另一角，最后用三角形内角和定理求出第三个角．

( 4) 已知三角形的三边解三角形，基本方法是先用余弦
定理求出一个角，再用正弦定理或余弦定理求出另一个角，最
后用三角形内角和定理求出第三个角．

从以上分析来看，在解三角形过程中，求某一个角时既可
用正弦定理，又可用余弦定理，各有长处，应用余弦定理运算
可能较复杂，但在( 0，π) 上的角与其余弦值是一一对应的，所
以不需讨论;而应用正弦定理时运算量小，但由于( 0，π) 上正
弦值与角并非一一对应，所以往往需要分类讨论
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2. 利用正弦定理、余弦定理判断三角形的形状

利用三角形中边的关系和角的关系，判断三角形的形状，
其常用方法是:

( 1) 利用正弦定理化边为角，即将已知式子统一用角表
示，然后通过三角运算判断三角形的形状．

( 2) 利用余弦定理化角为边，即将已知式子统一用边表
示，然后通过代数运算判断三角形的形状．

正弦定理、余弦定理的综合应用

例 1 如图，在△ABC 中，已知 B = 45°，D 是 BC 边上一点，
AD = 5，AC = 7，DC = 3，求 AB．

［解析］ 本题考查综合运用正弦定理和余弦定理解三角形
问题，根据题目已知条件，在△ACD中，可用余弦定理求出 C，
然后在△ABC中，利用正弦定理求出 AB即可．
［答案］ 在△ADC中，

cosC = AC2 + DC2 － AD2

2AC·DC = 7
2 + 32 － 52

2 × 7 × 3 = 11
14 ．

又 0° ＜ C ＜ 180°，∴ sinC = 5槡314 ．

在△ABC中，ACsinB = AB
sinC，

∴ AB = sinCsinB·AC = 5槡314 ×槡2 × 7 = 5槡62 ．

［点评］ 对于解三角形问题，首先分析所求元素与已知条件
能否建立起直接的联系，即能否直接利用正弦定理或余弦定
理解决;若不能，则往往转移三角形，借此利用正弦定理或余
弦定理求出一个或多个未知元素，然后再在某个三角形中运
用正弦定理或余弦定理求出所要求的未知元素，这便是综合
运用正、余弦定理解三角形问题．

［借题发挥 1］ 在△ABC中，已知 B = 45°，AC = 槡10，cosC =

2槡5
5 ．

( 1) 求 BC边的长;
( 2) 设 AB的中点为 D，求中线 CD的长．

利用正、余弦定理判断三角形的形状

例 2 在△ABC中，已知 b2 sin2C + c2 sin2B = 2bccosBcosC，试
判断△ABC的形状．
［解析］ 本题考查正、余弦定理在判断三角形形状时的应
用，可利用正弦定理化为角的关系或利用余弦定理化为边的
关系求解．

［答案］ 解法一: 由正弦定理 a
sinA = b

sinB = c
sinC = 2R，R 为

△ABC 外 接 圆 的 半 径，将 原 式 化 为 sin2Bsin2C =
sinBsinCcosBcosC．

∵ sinBsinC≠0，
∴ sinBsinC = cosBcosC．
即 cos( B + C) = 0，∴ B + C = 90°． ∴ A = 90°．
∴ △ABC为直角三角形．
解法二:将已知等式变为
b2 ( 1 － cos2C) + c2 ( 1 － cos2B) = 2bccosBcosC．
由余弦定理得

b2 + c2 － b2· a2 + b2 － c2
2( )ab

2

－ c2· a2 + c2 － b2
2( )ac

2

= 2bc·a2 + b2 － c2
2ab ·a2 + c2 － b2

2ac ．

即 b2 + c2 =［( a
2 + b2 － c2 ) + ( a2 + c2 － b2) ］2

4a2 ．

∴ b2 + c2 = a2 ．
∴ △ABC为直角三角形．

［点评］ 已知三角形中的边角关系，判断三角形的形状，有
两条思路:其一根据正弦定理公式 a = 2RsinA，b = 2RsinB，c =
2RsinC( R是△ABC外接圆的半径) 化边为角，再进行三角恒
等变换求出三个角之间的关系;其二根据余弦定理的推论化
角为边，再进行代数恒等变换求出三条边之间的关系．
［借题发挥 2］ 已知方程 x2 － ( bcosA) x + acosB = 0 的两根之
积等于两根之和，a、b 为△ABC 的两边，A、B 为两个内角，试
判断△ABC的形状．

利用正、余弦定理证明三角恒等式

例 3 在△ABC 中，角 A、B、C 所对的边分别是 a、b、c，且满

足 2a + 2c = (槡3 + 1) b．求证: 2cos A － C
2 = (槡3 + 1) sin B

2 ．

［解析］ 要证等式成立，需将条件 2a + 2c = (槡3 + 1) b 化为
角的关系，然后利用三角知识证明．
［答案］ 设△ABC的外接圆半径为 R，

由正弦定理得 2sinA + 2sinC = (槡3 + 1) sinB
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∴ 4sin A + C
2 cos A － C

2 = (槡3 + 1) sinB．

∵ A + B + C = π，A + C
2 = π2 － B

2 ，

∴ 4sin π
2 － B( )2 cos A － C

2 = 2(槡3 + 1) sin B
2 cos B

2 ．

即 2cos A － C
2 = (槡3 + 1) sin B

2 ．

［点评］ 注意三角函数有关公式在证明三角恒等式的应用．
利用正、余弦定理证明三角恒等式问题，首先分析等式形式上
的特点，然后确定证明方向．一般地，有三种证明方向:①从左
到右;②从右到左;③两边同时证明，得到相同的结果．总体来
说，一般本着从繁到简的原则去证明，在证明时，要注意边和
角的统一．
［借题发挥 3］ 在△ABC中，求证: c( acosB － bcosA) = a2 － b2 ．

三角形中的综合问题

例 4 在△ABC中，角 A、B、C 所对的边长分别为 a、b、c． 设

a、b、c满足条件 b2 + c2 － bc = a2 和 c
b = 1

2 +槡3，求 A和 tanB．

［解析］ 本题考查正弦定理、余弦定理、两角差的正弦公式、
同角三角函数的基本关系式等基础知识，考查基本运算能力，
先根据余弦定理求出 A，再利用余弦定理求出 tanB．

［答案］ 解法一:由余弦定理得 cosA = b2 + c2 － a2

2bc = 1
2 ，

∴ A = 60°．
在△ABC中，C = 180° － A － B = 120° － B．
由已知条件及正弦定理得

1
2 +槡3 = c

b = sinCsinB = sin( 120° － B)
sinB =槡32 cotB + 1

2 ，

解得 cotB = 2，则 tanB = 1
2 ．

解法二:由余弦定理得 cosA = b
2 + c2 － a2

2bc = 1
2 ，∴ A =60°．

由 b2 + c2 － bc = a2 得 a( )b
2

= 1 + c( )b
2

－ c
b = 15

4 ．

∴ a
b = 槡152 ．

由正弦定理得 sinB = b
a sinA = 2

槡15
×槡32 = 1

槡5
，

由 a
b = 槡152 得 a ＞ b，故 A ＞ B，∴ B为锐角，

则 cosB = 1 － sin2槡 B = 2

槡5
，∴ tanB = sinB

cosB = 1
2 ．

［点评］ 解决正、余弦定理与函数、向量、三角函数、不等式、
平面向量相结合的综合问题，要抓住问题的衔接点，找到解决
问题的突破口，这就要求我们在平常学习的过程要注意知识
之间的相互联系．
［借题发挥 4］ 已知 k∈Z，在钝角△ABC 中，角 A、B、C 所对
的边分别为 a、b、c．

( 1) 若方程组
x2 + y = 7k，
2kx + y = 3( k2 + 1{ )

有实数解，求 k的值;

( 2) 对于 ( 1 ) 中 k 的值，若 sinC = k

槡2
，且有关系式

( c － b) ·sin2A + bsin2B = csin2C，试求 A、B、C的度数
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提·升·训·练

1. 在△ABC中，已知 a =槡3 + 1，b =槡3 － 1，c = 槡10，则△ABC
的最大角的度数为 ( )
A. 60° B. 90° C. 120° D. 150°

2. 在△ABC中，已知 AB = 7，BC = 5，AC = 6，则→AB·→BC等于
( )

A. 19 B. － 14 C. － 18 D. － 19
3. 在△ABC中，已知 bcosA = acosB，则△ABC为 ( )

A. 直角三角形 B. 锐角三角形
C. 等腰三角形 D. 等边三角形

4. 已知等腰三角形的底边长为 6，一腰长为 12，则它的外接
圆半径为 ( )

A. 7槡15
5 B. 4槡3 C. 8槡15

5 D. 6槡3

5. 下列三个命题，其中正确命题的个数是 ( )
①若 tanAtanB ＞ 1，则△ABC一定是钝角三角形;
②若 sin2A + sin2B = sin2C，则△ABC一定是直角三角形;
③若 cos( A － B) cos( B － C) cos( C － A) = 1，则△ABC 一定
是等边三角形．

A. 0 B. 1 C. 2 D. 3
6. △ABC中，已知 AB = 2，BC = 5，S△ABC = 4，则 AC = ．

7. 在△ABC中， abc
a2 + b2 + c2

cosA
a + cosBb + cosC( )c = ．

8. △ABC 的三边分别为 a、b、c 且 S△ABC = a2 + b2 － c2
4 ，则

C = ．

9. 在△ABC 中，已知 B = 45°，C = 60°，a = 2 ( 槡3 + 1 ) ，
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