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线性代数是一门重要的基础课程，内容有很

强的抽象性和逻辑性. 线性问题广泛存在于自然
科学的各个领域，某些非线性问题常常也可以转

化为线性问题来处理，在计算机普遍应用的今天，

线性代数的理论和方法已经成为从事自然科学和

工程技术工作不可缺少的工具. 因此掌握线性代
数的基本概念和基本方法对每个科技人员来说是

必需的.
本书是根据高等学校基础理论教学“以应用

为目的，以必须够用为度”的原则，按照教育部制

定的《线性代数课程教学基本要求》，在吸收国内

外教材的优点并结合多年教学经验的基础上编写

而成. 根据非数学专业学生使用的需要，以矩阵作
为贯穿全书的主线. 我们编写本书的指导思想是：
力图使教材既体现线性代数本身的系统性、严密

性，又符合知识引入自然合理、文字叙述通俗易懂

的原则.
全书共分 6章，主要内容有：矩阵及行列式、

矩阵的初等变换、向量组的线性相关性、线性方程

组、特征值与特征向量、线性空间与线性变换. 第

REFACEP 前 言
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6章的内容超出了理工科线性代数课程的教学基本要求，仅供部
分对数学基础要求较强的专业选修.
本书每节配有适量的、有针对性的习题，供读者在练习中进

一步掌握本节的知识点. 另外每章还选配了总习题，类型有填空
题、选择题、解答题和证明题，给学生提供了更大的选择空间，书

后还配备了标准答案.
本书主线清晰，结构紧凑，问题处理简洁明了，易于理解，便

于自学和把握.另外，本书还给出了一些重要概念的数学典故和
数学背景，增强了可读性和趣味性.
本书第 1，2，4章由黄秀花编写，第 3，5，6章由纳艳萍编写.
本书的出版得到了宁夏大学新华学院和宁夏大学教育教学

改革项目的资助.宁夏大学刘锐教授和赵雪芬老师对本书的编写
给予了很大帮助，在此我们表示衷心感谢!
由于编者水平有限，书中内容、结构不当甚至错误在所难免，

敬请读者批评指正.

编 者

2014年 9月
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第１章 　 矩阵及行列式

矩阵是线性代数的主要研究对象之一．它贯穿于线性代数

的各个方面，是求解线性方程组的有力工具，也是自然学科、工

程技术和经济研究等领域处理线性模型的重要工具．

本章从实际问题出发，引出矩阵的概念，进而系统地介绍矩

阵的基本运算及方阵的行列式．

§１．１　 矩阵的概念

这一节我们主要介绍矩阵的定义及几种特殊矩阵．

一、矩阵的概念

例１．１　 某航空公司在犃，犅，犆，犇四城市之间开辟了若干

航线，用图１．１表示四个城市间的航班，若从犃到犅 有航班，则

用带箭头的线段连接犃与犅．

! "

# $

! !"!

! !" #$%&'(

!!"
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为了便于研究，１表示有航班，０表示没有航班．则图１．１可

用一个数表表示：
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该数表反映了四城市间的航班情况．

例１．２　 某种物资有３个产地，４个销地，调配量如表１．１

所示．

表１．１

销地

产地
犅１ 犅２ 犅３ 犅４

犃１ １ ６ ３ ５

犃２ ３ １ ２ ０

犃３ ４ ０ １ ２

　　 那么，表中的数据可以构成一个矩形数表：

１ ６ ３ ５

３ １ ２ ０

烄

烆

烌

烎４ ０ １ ２

在预先约定行列意义的情况下，这样的简单矩形数表就能

表明整个产销调配的状况．

例１．３　 线性方程组

犪１１狓１＋犪１２狓２＋…＋犪１狀狓狀 ＝犫１，

犪２１狓１＋犪２２狓２＋…＋犪２狀狓狀 ＝犫２，

　　　　　…………

犪犿１狓１＋犪犿２狓２＋…＋犪犿狀狓狀 ＝犫犿

烅

烄

烆 ．

（１．１）

!!"
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其中狓犻（犻＝１，２，…，狀）代表狀个未知量，犿是方程的个数，犪犻犼（犻

＝１，２，…，犿；犼＝１，２，…，狀）称为方程组的系数，犫犻（犻＝１，２，

…，犿）称为常数项．为了便于研究和求解线性方程组，我们把系

数和常数项取出并按原来的位置排成下列矩形数表：

犪１１ 犪１２ … 犪１狀 犫１

犪２１ 犪２２ … 犪２狀 犫２

   

犪犿１ 犪犿２ … 犪犿狀 犫

烄

烆

烌

烎犿

．

并对这个矩形数表进行操作，就可以简化运算的表达形式，达到

求解方程组的目的．

不同的问题，去掉数表中数据的实际含义，我们抽象得到如

下矩阵的概念．

定义１．１　 由犿×狀个数犪犻犼（犻＝１，２…，犿；犼＝１，２，…，狀）

按一定顺序排成一个犿行狀列的矩形数表

犪１１ 犪１２ … 犪１狀

犪２１ 犪２２ … 犪２狀

  

犪犿１ 犪犿２ … 犪

烄

烆

烌

烎犿狀

（１．２）

称为一个犿×狀矩阵（犿行狀列的矩阵），简称矩阵．横的各排称

为矩阵的行，竖的各排称为矩阵的列，其中犪犻犼称为矩阵的第犻行

第犼列的元素（犻＝１，２，…，犿；犼＝１，２，…，狀）．

元素为实数的矩阵称为实矩阵，元素为复数的矩阵称为复

矩阵．本书主要讨论实矩阵．

我们一般用大写黑体字母犃，犅，犆，… 表示矩阵，有时为了

体现矩阵的行列数，在大写字母右下角添加下标，如犿×狀的矩

阵犃 可以表示为犃犿×狀 或者犃 ＝ 犪犻（ ）犼 犿×狀．

在犿×狀的矩阵犃中，如果犿＝狀，就称犃为狀阶方（矩）阵，

! !" #$%&'(

!!"
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简称为方阵；一阶方阵也常作为一个数对待．

在狀阶方阵犃 ＝ 犪犻（ ）犼 狀×狀 中，位于相同行、列交叉位置的元

素犪犻犻（犻＝１，２，…，狀）称为犃的主对角线元素，由其排成的对角

线称为方阵的主对角线．

二、几种特殊的矩阵

１．行矩阵和列矩阵

仅有一行的矩阵称为行矩阵，行矩阵记为

犃＝ （犪１，犪２，…，犪狀）．

仅有一列的矩阵称为列矩阵，列矩阵记为

犃＝

犫１

犫２



犫

烄

烆

烌

烎犿

．

２．零矩阵

若一个矩阵的所有元素都为零，则称这个矩阵为零矩阵．例

如，一个狊×狀零矩阵记为犗狊×狀，在不会引起混淆的情形下，常记

为犗．

３．三角矩阵

主对角线下（上）方的元素全为零的方阵称为上（下）三角

矩阵．例如狀×狀矩阵

犪１１ 犪１２ … 犪１狀

０ 犪２２ … 犪２狀

  

０ ０ … 犪

烄

烆

烌

烎狀狀

为狀阶上三角矩阵．

又例如狀×狀矩阵

!!"
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犪１１ ０ … ０

犪２１ 犪２２ … ０

  

犪狀１ 犪狀２ … 犪

烄

烆

烌

烎狀狀

为狀阶下三角矩阵．

４．对角矩阵

除主对角线上的元素犪犻犻（犻＝１，２，…，狀）外，其余元素全为

零的方阵称为对角矩阵．例如狀×狀矩阵

犪１１ ０ … ０

０ 犪２２ … ０

  

０ ０ … 犪

烄

烆

烌

烎狀狀

为狀阶对角矩阵，通常简记为Λ＝ｄｉａｇ（犪１１，犪２２，…，犪狀狀）．

显然对角矩阵既是上三角矩阵，也是下三角矩阵．

５．数量矩阵

主对角线元素全相等的对角矩阵称为数量矩阵．例如狀×狀

矩阵

犪 ０ … ０

０ 犪 … ０

  

０ ０ …

烄

烆

烌

烎犪

为狀阶数量矩阵．

６．单位矩阵

主对角线上元素全为１的数量矩阵称为单位矩阵．例如狀×

狀矩阵

! !" #$%&'(
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１ ０ … ０

０ １ … ０

  

０ ０ …

烄

烆

烌

烎１

为狀阶单位矩阵，记为犈狀．在不会引起混淆的情况下，常简记

为犈．

后面将看到零矩阵和单位矩阵在矩阵运算中起着类似于数

字０和１的作用．

当两个矩阵的行数和列数分别相等时，称它们是同型矩阵．

７．行阶梯形矩阵

若一个矩阵的零行（如果有的话）均在非零行的下方，并且

每个非零行的首个非零元（即该行从左至右的第一个非零元素）

的列标随着行标的增大而增大，则称此矩阵为行阶梯形矩阵．

例如

! " # $"

! ! ! "

! ! !

!

"

"

"

"

"

"

"

"

#

$

%

%

%

%

%
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!
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! # "

! !

!
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"

"

"

"

"

"

#

$

%

%

%

%

%

%

%

%

&

%

都是行阶梯形矩阵．

定义１．２　 如果两个同型矩阵犃＝ 犪犻（ ）犼 犿×狀，犅＝ 犫犻（ ）犼 犿×狀

其对应元素相等，即犪犻犼 ＝犫犻犼，那么称矩阵犃与矩阵犅相等，记为

犃＝犅．

例１．４　 设矩阵犃＝
１ 犪

２－犫

烄

烆

烌

烎３
，犅＝

犮＋１ －４

０ ３

烄

烆

烌

烎犱
，且犃

＝犅，试求犪，犫，犮，犱．

解 　 因为犃＝犅，从而有

１＝犮＋１，犪＝－４，２－犫＝０，３＝３犱

!!"
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所以

犪＝－４，犫＝２，犮＝０，犱＝１．

习题１．１

１．已知矩阵犃＝

１ ２ ３

犪 ２ １

犫 犮

烄

烆

烌

烎１

为上三角形矩阵，试求犪，犫，犮．

２．设矩阵犃＝

１ ２ ５ ８

－１ ２ ４ ６

３ ５ ７ －

烄

烆

烌

烎２

，犅＝

犪 ２ ５ ８

－１ 犫 ４ ６

犮 ５ ７ －

烄

烆

烌

烎２

，

且犃＝犅，试求犪，犫，犮．

§１．２　 矩阵的运算

矩阵的运算主要包括矩阵的线性运算、乘法运算以及矩阵的

转置．这些运算有的与通常数的运算类似，有的则有很大区别．

一、矩阵的线性运算

１．矩阵的加法和减法

定义１．３　 设犃＝ （犪犻犼）犿×狀 与犅 ＝ （犫犻犼）犿×狀 是两个同型矩

阵，称犿×狀矩阵

　　犆＝ （犪犻犼＋犫犻犼）犿×狀

＝

犪１１＋犫１１ 犪１２＋犫１２ … 犪１狀＋犫１狀

犪２１＋犫２１ 犪２２＋犫２２ … 犪２狀＋犫２狀

  

犪犿１＋犫犿１ 犪犿２＋犫犿２ … 犪犿狀＋犫

烄

烆

烌

烎犿狀

! !" #$%&'(
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为矩阵犃与矩阵犅的和，记为犃＋犅．

例１．５　 已知

犃＝
３ ２ ７

－１ ５ －

烄

烆

烌

烎５
，犅＝

９ ４ －１烄

烆

烌

烎７ ３ ２
，

求犃＋犅．

解 　犃＋犅＝
３ ２ ７

－１ ５ －

烄

烆

烌

烎５
＋
９ ４ －１烄

烆

烌

烎７ ３ ２

＝
３＋９ ２＋４ ７＋（－１）

－１＋７ ５＋３ －５＋

烄

烆

烌

烎２

＝
１２ ６ ６

６ ８ －

烄

烆

烌

烎３
．

归纳总结：在矩阵的加法运算中应该注意：

（１）只有当两个矩阵同型时，才能进行加法运算，且其和矩

阵仍是与它们同型的矩阵．

（２）和矩阵的元素是两个矩阵对应元素的和．

称犿×狀矩阵

－犪１１ －犪１２ … －犪１狀

－犪２１ －犪２２ … －犪２狀

  

－犪犿１ －犪犿２ … －犪

烄

烆

烌

烎犿狀

为矩阵犃＝ （犪犻犼）犿×狀 的负矩阵，记为－犃，即－犃＝ （－犪犻犼）犿×狀．

称犿×狀矩阵犃＋（－犅）为矩阵犃与矩阵犅的差，记为犃－

犅，即矩阵的减法定义为

犃－犅＝犃＋（－犅）＝ （犪犻犼－犫犻犼）犿×狀

!!"
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＝

犪１１－犫１１ 犪１２－犫１２ … 犪１狀－犫１狀

犪２１－犫２１ 犪２２－犫２２ … 犪２狀－犫２狀

  

犪犿１－犫犿１ 犪犿２－犫犿２ … 犪犿狀－犫

烄

烆

烌

烎犿狀

．

矩阵的加、减法与实数的加、减法有一些类似的运算性质．

设犃，犅，犆，犗都是同型矩阵，则矩阵的加法满足下面的运算

规律：

（１）犃＋犅＝犅＋犃（交换律）；

（２）（犃＋犅）＋犆＝犃＋（犅＋犆）（结合律）；

（３）犃＋犗＝犗＋犃＝犃；

（４）犃＋（－犃）＝犗．

例１．６　（续例１．５）　 求犃－犅．

解 　犃－犅＝
３ ２ ７

－１ ５ －

烄

烆

烌

烎５
－
９ ４ －１烄

烆

烌

烎７ ３ ２

＝
３－９ ２－４ ７－（－１）

－１－７ ５－３ －５－

烄

烆

烌

烎２

＝
－６ －２ ８

－８ ２ －

烄

烆

烌

烎７
．

２．矩阵的数乘

定义１．４　 设矩阵犃＝（犪犻犼）犿×狀，以数犽乘以矩阵犃的每个

元素所得的矩阵，称为数犽与矩阵犃的乘积，简称数乘，记作犽犃，

即

犽犃 ＝犽（犪犻犼）犿×狀 ＝ （犽犪犻犼）犿×狀 ＝

犽犪１１ 犽犪１２ … 犽犪１狀

犽犪２１ 犽犪２２ … 犽犪２狀

  

犽犪犿１ 犽犪犿２ … 犽犪

烄

烆

烌

烎犿狀

．

从定义１．４可以看出，犿×狀矩阵犗实际上是数０与犿×狀

! !" #$%&'(
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