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在初中数学学习过程中,对于一些中等以上难度的题目,即拉分题,大部分同学做相同的题型

时有时对有时错,很难拿到高分.究其原因,绝大多数是因为对定型的、静态的基础知识理解不够

深入,从而无法灵活掌握发展的、动态的数学思想,进而导致虽然进行了大量的训练但仍旧不得要

领.解题方法之所以重要,本质原因就是解题思想与方法是数学学习的灵魂.为此,我们编写本套

丛书,将初中数学最常见拉分题的解题思想与方法按代数篇和几何篇系统整理归类,依次阐述,旨
在读者触类旁通,迅速得其要领,起到事半功倍作用,大大提高学习效率.本书主要有以下特点.

一、方法说明,带应用场合

每个专题先阐述各类数学思想解题方法,让读者头脑中存有知识框架,形成感性认识;再归类

该思想方法的应用场合,包括一些常用辅助线的添加方法,在反复实践中归纳解题方法,领悟解题

思想,上升到理性认识,从而达到真正理解、熟练掌握、审题后一眼看出突破口、思路尽快进入正确

轨道的目的.
二、经典例题,配解析点评

每个专题按应用场合精挑细选每类思想方法的题型,新颖独特,覆盖面广,具有代表性.所有

例题均配有解题分析,步骤详细,如同老师上课一般.同时,适当提供拓展型、有层次、综合性、发展

性的题目,体现数学思想,让读者在探索中获取一种出乎意料,又在情理之中的成就感.
三、巩固练习,促融会贯通

精选近几年优秀试题并自编一些综合性难题,作为每个专题相应的巩固练习题.这些题目既

检测了读者对前面例题的掌握程度,又帮助读者开阔视野、拓展思维.书后附有参考答案与解析,
言简意赅揭示解题奥秘,读者可选择适合自己的解题技巧,提高学习效率,增强解题能力.

以下几个关键问题希望读者能特别关注:辅助线的添加形式;综合性、压轴性问题的解答;思
维方法和解题方法的应用场合.

授人以鱼,只供一饭之需;授人以渔,则一生受用无穷.希望读者们能通过本套丛书收获各自

想收获的,同时也希望能得到广大读者的建议与批评,使这套丛书日臻完善,不断超越.
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思想方法篇

  专题1 分类讨论

【方法说明】

  初中数学中的分类讨论思想,是指把要研究的数学对象按照一定的标准划分为若干不同的类

别,然后逐类进行研究、求解的一种数学解题思想.
分类讨论解题的实质,是将整体问题化为部分问题来解决,以增加题设条件.
分类讨论的原则是不重复、不遗漏.讨论的方法是逐类进行,还必须注意综合讨论的结果,以使

解题步骤完整.

【应用场合】

  在初中代数中,分类讨论主要应用在含参方程、不等式、绝对值、综合应用等方面.

【典型应用1】含参方程

(☆☆)【1.1.1】 讨论二元一次方程组解的情况:
ax+by=c,

dx+ey=f.{

【解析】 将方程组的两个式子分别同乘d,a,抵消x后可得等式bdy-aey=cd-af.

① 当bd-ae=0且cd-af=0时,该方程组有无数解;

② 当bd-ae=0,cd-af≠0时,该方程组无解;

③ 当bd-ae≠0时,该方程有唯一解,
x=bf-cebd-ae

,

y=cd-afbd-ae.

ì

î

í

ï
ï

ïï

【备注】 本题还有另一种表达:a
d=

b
e=

c
f
,该方程组有无数解;a

d≠
b
e
,该方程组有唯一

解;a
d=

b
e≠

c
f
,该方程组无解.

(☆☆☆)【1.1.2】 已知ax+b
cx+d=s,a,b,c,d为有理数,x为无理数.

1



(1)a,b,c,d满足何条件时,s为有理数?
(2)a,b,c,d满足何条件时,s为无理数?

【解析】 (1)当a=c=0,d≠0时,s=b
d

为有理数;当c≠0时,s=ax+bcx+d=
a
c+

bc-ad
ccx+d( )

,

则c≠0,bc-ad=0时,s为有理数.

(2)当c=0,d≠0,a≠0时,s=ax+bcx+d=
a
dx+b

d
为无理数;当c≠0时,s=ax+bcx+d=

a
c+

bc-ad
ccx+d( )

,当bc-ad≠0时,即ad≠bc且c≠0时,s为无理数.

(☆☆)【巩固练习1】

  求方程x-a
b +x-ba = b

x-a+
a

x-b
的解.

【典型应用2】不等式

(☆☆)【1.2.1】 解关于x的不等式组
3mx-1<10-mx,

mx+x> 1-2m( )x+8.{

【解析】 整理得
4mx<11,

3mx>8.{
① 当m=0时,无解;

② 当m>0时,8
3m<x<

11
4m
;

③ 当m<0时,11
4m<x<

8
3m.

(☆☆☆)【1.2.2】 m为何值时,方程组
2x+y=2m,

4x-y=m-6{ 的解适合xy<0.

【解析】 整理得
2x=m-2,

y=m+2,{ 由xy<0得:

① 当
x<0,

y>0{ 时,-2<m<2;

② 当
x>0,

y<0{ 时,无解.
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(☆☆)【巩固练习2】

  若不等式组
x2-x-2>0,

2x2+(5+2k)x+5k<0{ 的整数解只有x=-2,求实数k的取值范围.

【典型应用3】绝对值

(☆)【1.3.1】 解方程 x-1 + x+2 =5.

【解析】 令x-1=0,x+2=0,解得x=1,x=-2,可以分成以下3种情况:

(1)当x<-2时,-(x-1)-(x+2)=5,解得x=-3,符合x<-2;
(2)当-2≤x<1时,-(x-1)+(x+2)=5,此方程无解;
(3)当x≥1时,(x-1)+(x+2)=5,解得x=2,符合x≥1.

(☆☆)【1.3.2】 已知a,b,c,d都是整数,且 a+b + b+c + c+d + d+a =2,求

a+d 的值.

【解析】 由题意得:a+b ,b+c ,c+d ,d+a 是整数,所以有两种可能:①3个绝对

值为0,1个绝对值为2;②2个绝对值为0,2个绝对值为1.所以 d+a 只可能取0,1,2.
① 若 a+d =2,则 a+b = b+c = c+d =0,则a=-d,所以 a+d =0,

与假设 a+d =2矛盾.
② 若 a+d =1,a=0,b=0,c=-1,d=1,此时 a+d =1;

③ 若 a+d =0,a=-1,b=0,c=0,d=1,此时 a+d =0.
综上,|a+d|的值为1或0.

(☆☆☆)【1.3.3】 a,b,c均为整数,且 a-b 2012 + c-a 2013 =1,试求(c-a)2012 +
a-b + b-c 2013的值.

【解析】 由a,b,c均为整数,a-b 2012+ c-a 2013=1可知,只能是0+1=1或1+0=1.

① 当 a-b =0,c-a =1时,原式=1+0+1=2;

② 当 a-b =1,c-a =0时,原式=0+1+1=2.
综上,所求式的值为2.
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(☆☆)【巩固练习3】

  已知a,b,c为不等于零的有理数,求 a
a + b

b + c
c + abc

abc
的值.

【典型应用4】综合应用

(☆☆)【1.4.1】 某园艺公司对一块直角三角形的花圃进行改造,测得两直角边长为6m,

8m.现要将其扩建成等腰三角形,且扩充部分是以原有的8m为直角边的直

角三角形,求扩建后的等腰三角形花圃的周长.

【解析】 已知原来的花圃为Rt△ABC,其中BC=6m,AC=8m,∠ACB=90°.由勾股定理

易知AB=10m.
① 如图1 1所示,AB=AD,此时AD=10m,CD=6m.故扩建后的等腰三角形

花圃的周长为12+10+10=32(m).
② 如图1 2所 示,BD=AB=10m,在 Rt△ACD 中,由 勾 股 定 理 得 AD=

42+82=4 5,此时,扩建后的等腰三角形花圃的周长为4 5+10+10=20+4 5(m).
③ 如图1 3所示,DA=DB,设CD=xm,则DA=(x+6)m,在Rt△ACD中,由勾

股定理得x2+82=(x+6)2,解得x=73.此时扩建后的等腰三角形花圃的周长=10+

2(x+6)=803
(m).

综上,扩建后等腰三角形花圃的周长为32m或(20+4 5)m或80
3 m.
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图1 1
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图1 3
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(☆☆☆)【1.4.2】 在△ABC中,AC=25,AB=35,tanA=4
3

,点D 为边AC 上一点,且

AD=5,点E,F分别为边AB 上的动点(点F在点E 的左边),且∠EDF=
∠A.设AE=x,AF=y.

(1)如图1 4所示,当DF⊥AB时,求AE的长.
(2)如图1 5所示,当点E,F在边AB 上时,求y关于x的函数关系

式,并写出函数的定义域.
(3)连接CE,当△DEC和△ADF相似时,求x的值.

C

D

A F E B

图1 4

   

C

D

A F E B

图1 5

【解析】 (1)因为DF⊥AB,所以∠AFD=90°,∠A+∠ADF=90°,

因为∠EDF=∠A,所以∠EDF+∠ADF=90°,
即∠ADE=90°,

在Rt△ADE中,∠ADE=90°,AD=5,tanA=43
,所以DE=203

,AE=253.

C

D

A FG E B

图1 6

(2)如图1 6所示,过点D 作DG⊥AB,交AB于G.
因为∠EDF=∠DAE,∠DEF=∠AED,所以△EDF∽

△EAD,所以ED
EF=

AE
ED
,ED2=AE·EF,

因为Rt△AGD 中,∠AGD=90°,AD=5,tanA=43
,所

以DG=4,AG=3,所以EG=x-3,DE2=42+(x-3)2,所以

42+(x-3)2=x·(x-y),所以y=6-25x
25
6≤x≤35

æ
è
ç

ö
ø
÷.

(3)如图1 7所示,因为∠A+∠AFD=∠EDF+∠EDC,且∠EDF=∠A.所以

∠ADF=∠EDC.
C

D

A F E B

图1 7

① 当∠A=∠CED 时,
因为∠EDF=∠A,∠CED=∠FDE,所以 DF∥CE,

AD
AC=

AF
AE
,

所以5
25=

y
x
,因为y=6-25x

,所以5× 6-25x
æ
è
ç

ö
ø
÷=x,

x1=25,x2=5.
② 当∠A=∠DCE时,AE=CE=x

因为∠ADF=∠COE,所 以△ECD∽△DAF,所 以CD
AD =

CE
AF
,所 以20

5 =
x
y
,
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4× 6-25x
æ
è
ç

ö
ø
÷=x,所以x=12±2 11.

综上,当△DEC和△ADF相似时,x=25或x=5或x=12±2 11.
C

F

E

A B

图1 8

(☆☆☆)【1.4.3】 如图1 8所示,在Rt△ABC中,∠C=90°.
翻折∠C,使点C落在斜边AB 上某一点D 处,
折痕为EF(点E,F 分别在边AC,BC 上),若

△CEF与△ABC相似,求:
(1)当AC=BC=2时,AD的长为 .
(2)当AC=3,BC=4时,AD的长为 .

【解析】 (1)当AC=BC=2时,△ABC为等腰直角三角形,如图1 9所示.

此时D 为AB 边中点,AD= 22AC= 2.

(2)当AC=3,BC=4时,有两种情况:

① 若CE∶CF=3∶4,如图1 10所示.
因为CE∶CF=AC∶BC,
由折叠性质可知,CD⊥EF,所以CD⊥AB,即此刻CD 为AB 边上的高.

C

E

A D B

F

图1 9

   

C

F

D

E

A B

图1 10

在Rt△ABC中,AC=3,BC=4,所以AB=5,cosA=35
,AD=AC·cosA=3×35=1.8.

C

F

D

QE

A B

图1 11

② 若CF∶CE=3∶4,如图1 11所示.
因为△CEF与△ABC相似,所以∠CEF=∠B.由折叠

性质可知,∠CEF+∠ECD=90°,又因为∠A+∠B=90°,
所以∠A=∠ECD,AD=CD.

同理可得∠B=∠FCD,CD=BD.

从而AD=12AB=2.5.

综上,当AC=3,BC=4时,AD 的长为1.8或2.5.

(☆☆)【巩固练习4】
  已知直线l经过A(6,0)和B(0,12)两点,且与直线y=x交于点C.

(1)求直线l的解析式.
(2)若点P(x,0)在x轴上运动,是否存在点P,使得△PCA 成为等腰三角形? 若存在,请写出

点P 的坐标;若不存在,请说明理由.
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  专题2 方程函数

【方法说明】

  方程函数思想即为方程思想与函数思想的综合运用.
方程思想是从数学问题的数量关系出发,将问题中的条件转化为各种数学模型.
函数思想是指用函数的概念和性质去分析问题、转化问题和解决问题,求解函数解析式和灵活

运用函数的性质特点是把握函数思想的关键.
同时,函数与方程密切相关,通过实现函数与方程的互相转化、接轨,达到解决问题的目的.函

数和方程思想可以使数学问题变得简捷、清晰,可以化繁为简、化难为易.

【应用场合】

  在初中代数中,方程函数主要应用在方程与不等式、几何相关、函数相关、综合应用等方面.

【典型应用1】方程与不等式

(☆☆)【2.1.1】 一辆高铁列车与另一辆动车组列车在1320千米的京沪高速铁路上运

行时,高铁列车比动车组列车平均速度每小时快99千米,用时少3小时,求
这辆高铁列车全程的运行时间和平均速度.

【解析】 设高铁列车全程的运行时间为x小时,则动车组列车全程的运行时间为 x+3( ) 小

时,由题意得1320
x -1320x+3=99

,40
x-

40
x+3=3

,x2+3x-40=0,x1=5,x2=-8.经检

验,它们都是原方程的根,但x2=-8不符合题意.当x=5时,1320
5 =264.

综上,这辆高铁列车全程的运行时间为5小时,平均速度264千米/小时.

(☆☆)【2.1.2】 某食品批发部准备用10000元从厂家购进一批出厂价分别为16元和

20元的甲、乙两种酸奶,然后将甲、乙两种酸奶分别加价20%和25%向外销

售.设购进甲种酸奶为x(箱),全部售出这批酸奶所获销售利润为y(元).
(1)求所获销售利润为y(元)与x(箱)之间的函数关系式.
(2)根据市场调查,甲、乙两种酸奶在保质期内销售量都不超过300箱,

那么食品批发部怎样进货获利最大,最大销售利润是多少?

【解析】 (1)根据题意,得y=16·x·20%+ 10000-16x( )·25%=-0.8x+2500,

7



(0≤x≤625)

(2)由题意,
0≤x≤300,

0≤10000-16x20 ≤300,{ 解得250≤x≤300.由 1( ) 知y=-0.8x+2500,

由于k=-0.8<0,故y随x的增大而减小,当x=250时,y值最大,此时y=-0.8×

250+2500=2300(元),10000-16x20 =10000-16×25020 =300(箱).

综上,当购进甲种酸奶250箱,乙种酸奶300箱时,所获销售利润最大,最大销售

利润为2300元.

(☆☆)【巩固练习1】

  若实数a,b满足1
2a-ab+b

2+2=0,则a的取值范围是多少?

【典型应用2】几何相关

L

N

C

A

B

M

D 4.9 m50 mm35 mm

图2 1

(☆)【2.2.1】 如图2 1所示,是一个照相机成像的

示意图.
(1)如果像高MN是35mm,焦距是50

mm,拍摄的景物高度AB是4.9m,拍摄点离

景物有多远?
(2)如果要完整的拍摄高度是2m的

景物,拍摄点离景物有4m,像高不变,则相

机的焦距应调整为多少?

【解析】 根据物体成像原理知:△LMN∽△LBA,得到MN
AB=

LC
LD.

(1)由题意,像高 MN 是35mm,焦距是50mm,拍摄的景物高度AB是4.9m,解
A1 B1

A7 B7

�

图2 2

得LD=7,因此拍摄点距景物7m;
(2)拍摄高度是2m的景物,拍摄点离景物有4m,像高不

变,解得LC=70,因此相机的焦距应调整为70mm.

(☆☆)【2.2.2】 王大伯要做一张如图2 2所示的梯子,梯子共有

7级互相平行的踏板,每相邻两级踏板之间的距离都
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相等.已知梯子最上面一级踏板的长度A1B1=0.5m,最下面一级踏板的长

度A7B7=0.8m.则第5级踏板的长度为(  ).
                     A.0.6m B.0.65m    C.0.7m    D.0.75m

A1 B1

A2 B2
A3 B3
A4 B4

A5 B5
A6 B6

A7

D

C

B7

图2 3

【解析】 因为每相邻两级踏板之间的距离都相等,所以

A4B4 为梯形 A1A7B7B1 的中位线,根据梯形中位线

定理,A4B4=12 A1B1+A7B7( )=0.65m.如图2 3

所示,作A1C∥B1B4 并延长 AC 交 A5B5 于点 D,则

DB5=CB4=A1B1=0.5m,A4C=0.65-0.5=0.15m,

于是A1A4

A1A5
=A4C
A5D

解 得A5D=0.2m.A5B5=0.2+

0.5=0.7m.
故选C.

(☆☆)【2.2.3】 如图2 4所示,港口B位于港口D 正西方向120海里处,小岛C位于港

C

A

B D

�

�

图2 4

口D 北偏西60°的方向上,一艘科学考察船

从港口D出发,沿北偏西30°的DA方向以每

小时20海里的速度驶离港口D,同时一艘快

艇从港口B出发沿北偏东30°的方向以每小

时60海里的速度驶向小岛C.在小岛C处用

1小时装补给物质后,立即按原来的速度给

考察船送去.
(1)快艇从港口B 到小岛C 需要多少

时间?
(2)快艇从小岛C出发后最少需要多少时间才能和考察船相遇?

C

A

B D

O

F �

30c

30c
120

30c

�

图2 5

【解析】 (1)由题意∠BCD=90°,BC=60,所以快艇到达C

处的时间:t=6060=1
(小时).

(2)如图2 5所示,作CF⊥DA 于点F,因为DC=

3
2BD=60 3(海里),所以在 Rt△CDF 中,∠CDF=

30°.所以CF=12CD=30 3(海里),DF= 3
2CD=90

(海里).所以t快艇=30 360 = 32
(小时),而S考察船= 1+1+ 32

æ

è
ç

ö

ø
÷×20= 40+10 3( )<90.

所以两船不可能在点F处相遇.
假如两船在点O处(点O在DF 之间)相遇,设快艇从小岛C出发后最少需x 小时

与考察船相遇,相遇时考察船共用了 x+2( ) 小时,所以OD=20x+2( ),CF=30 3.
所以OF=DF-OD=90-20x-40=50-2x,CO=60x.在Rt△COF 中,由勾股定理

9



CF2+FO2=CO2,即 30 3( )
2+ 50-20x( )2= 60x( )2,整理得8x2+5x-13=0,解得

x1=1,x2=-138
(不合题意,舍去).

综上,快艇从小岛C出发后最少需要1小时才能和考察船相遇.

(☆☆)【巩固练习2】

  在同一时刻两根木杆在太阳光下的影子如图2 6所示,其中木杆AB=2m,它的影子BC=
1.6m,木杆PQ 的影子有一部分落在了墙上,PM=1.2m,MN=0.8m,则木杆PQ 的长度为

m.

A

B        C P        M

Q

N

图2 6

4

2
图2 7

【典型应用3】函数相关

(☆☆)【2.3.1】 如图2 7所示是一个横断面为抛物线形状的

拱桥,当水面宽4m时,拱顶(拱桥洞的最高点)离水

面2m,水面下降1m时,水面的宽度为 m.

【解析】 如图2 8所示,建立平面直角坐标系,设横轴x通过AB,纵轴y通过AB 中点O

C

y

A B
O x2

2
1

图2 8

且通过点C,则通过画图可得知O为原点.
抛物线以y轴为对称轴,且经过A,B 两点,抛物

线顶点C 坐标为 0,2( ),通过以上条件可设顶点式

y=ax2+2,其中a可通过代入A 点坐标 -2,0( ) 到

抛物线解析式得出:a=-12
,所以抛物线解析式为

y=-12x
2+2,

当水面下降1m,通过抛物线在图上的观察可转化为:当y=-1时对应的抛物线

上两点之间的距离,也就是直线y=-1与抛物线相交的两点之间的距离,可以通过把

y=-1代入抛物线方程,解得x=± 6,所以水面宽度增加到2 6m.

(☆☆)【2.3.2】 科学家为了推测最适合某种珍奇植物生长的温度,将这种植物分别放在

不同温度的环境中,经过一段时间后,测试出这种植物高度的增长情况,部分

数据如表:

01



温度t/℃ -4 -2 0 1 4

植物高度增长量l/mm 41 49 49 46 25

科学家经过猜想、推测出l与t之间是二次函数关系.由此可以推测最适

合这种植物生长的温度为 ℃.

【解析】 设y=ax2+bx+c a≠0( ),将 0,49( ),1,46( ),4,25( ) 代入后解得:a=-1,

b=-2,c=49.得函数解析式为y=-x2-2x+49,当x=-b
2a=-1

时,y有最大值

50,即说明最适合这种植物生长的温度是-1℃.

(☆☆)【巩固练习3】

  如图2 9所示,已知点A 在反比例函数y=k
x

的图像上,点B在x 轴的正半轴上,且△OAB是

面积为 3的等边三角形,那么这个反比例函数的解析式是 .

y

xBO

A

图2 9

【典型应用4】综合应用

O
CB

E

y

x

图2 10

(☆☆☆)【2.4.1】 如图2 10所示,已知抛物线的方程C1:

y=-1
m

(x+2)(x-m)(m>0)与x轴交于点

B,C,与y轴交于点E,且点B在点C 的左侧.
(1)若抛物线C1 过点 M(2,2),求实数m

的值.
(2)在(1)的条件下,求△BCE的面积.
(3)在(1)的条件下,在抛物线的对称轴上找一点 H,使得BH+EH

最小,求出点H 的坐标.
(4)在第四象限内,抛物线C1 上是否存在点F,使得以点B,C,F为顶

点的三角形与△BCE相似? 若存在,求m的值;若不存在,请说明理由.
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【解析】 (1)将 M(2,2)代入y=-1m
(x+2)(x-m),得2=-1m×4×

(2-m).解得m=4.

(2)当 m=4时,y=-14
(x+2)(x-4)=-14x2+12x+2.所以B(-2,0),

C(4,0),E(0,2).

S△BCE=12BC·OE=12×6×2=6.

(3)如图2 11所示,抛物线的对称轴是直线x=1,当点 H 落在线段EC 上时,

BH+EH 最小.设对称轴与x轴的交点为P,那么HP
CP=

EO
CO.因此HP

3 =
2
4.解得 HP=

3
2.所以点 H 的坐标为 1,32

æ
è
ç

ö
ø
÷.

(4)① 如图2 12所示,过点B作EC 的平行线交抛物线于点F,过点F作FF'⊥

x轴于F'.由于∠BCE=∠FBC,所以当CE
CB=

BC
BF
,即 BC2=CE·BF 时,△BCE∽

△FBC.设点F 的坐标为 x,-1m
(x+2)(x-m)æ

è
ç

ö
ø
÷,由FF'

BF'=
EO
CO
,得
1
m
(x+2)(x-m)

x+2 =

2
m.解得x=m+2.所以F'(m+2,0).由CO

CE=
BF'
BF

,得 m
m2+4

=m+4
BF .所以BF=

(m+4) m2+4
m .由BC2=CE·BF,得(m+2)2= m2+4×

(m+4) m2+4
m .整理得

0=16.此方程无解.

xCPOB

E

y

H

图2 11

   

y

E
B C

F

F�
O

图2 12

x

y

E
B C

F

O x
F�

图2 13

② 如图2 13所示,作∠CBF=45°交抛物线于点

F,过点F作FF'⊥x轴于F',由于∠EBC=∠CBF,所

以BE
BC=

BC
BF
,即BC2=BE·BF 时,△BCE∽△BFC.在

Rt△BFF'中,由FF'=BF',得1m
(x+2)(x-m)=x+2.

解得x=2m.所以F'(2m,0).所以BF'=2m+2,BF=

2(2m+2).由 BC2=BE·BF,得(m+2)2=2 2×

2(2m+2).解得m=2±2 2.

综合①②,符合题意的m 为2+2 2.
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