


书书书

普通高等教育“十二五”规划教材

概率论与数理统计
（经管类）

主　编　刘文斌

副主编　石　莹
程　斌



内 容 提 要

本书根据高等院校经管类专业“概率论与数理统计”的教学大纲编写而成，内容设计简明，但结构
体系上又不失完整，其中涵盖了概率论的基本概念、一维和多维随机变量及其分布、随机变量的数字
特征、数理统计的基础知识、参数估计、假设检验．在学习难度上注重循序渐进，在数学思想和方法的
讲解过程中注重与实际应用背景相结合，强调应用能力的培养．每节末皆配有适量的同步练习题，以
满足读者之所需．

本书可作为普通高等院校、独立学院、成教学院、民办院校等本科院校（三本院校）以及具有较高
要求的高职高专院校相关专业的数学基础课程教材，也可用作工科类专业的教材．

　　图书在版编目（ＣＩＰ）数据

　　概率论与数理统计：经管类／刘文斌主编． 上
海：同济大学出版社，２０１２．１（２０１４．１２重印）
　　ＩＳＢＮ　９７８－７－５６０８－４７３７－５

　　Ⅰ．①概…　Ⅱ．①刘…　Ⅲ．①概率论—高等学
校—教材 ②数理统计—高等学校—教材　Ⅳ．①Ｏ２１

　　中国版本图书馆ＣＩＰ数据核字（２０１１）第２５１７２５



号

普通高等教育“十二五”规划教材

概率论与数理统计（经管类）
主编　刘文斌　　副主编　石　莹　程　斌
责任编辑　李小敏　　责任校对　徐春莲　　封面设计　潘向蓁

出版发行　同济大学出版社　　　ｗｗｗ．ｔｏｎｇｊｉｐｒｅｓｓ．ｃｏｍ．ｃｎ
（地址：上海市四平路１２３９号 邮编：２０００９２ 电话：０２１－６５９８５６２２）

经　　销　全国各地新华书店
印　　刷　同济大学印刷厂
开　　本　７８７ｍｍ×９６０ｍｍ　１／１６
印　　张　１５
字　　数　３００　０００
印　　数　１０　３０１—１３　４００
版　　次　２０１２年１月第１版　　２０１４年１２月第４次印刷
书　　号　ＩＳＢＮ　９７８－７－５６０８－４７３７－５

定　　价　３０．００


元

本书若有印装质量问题，请向本社发行部调换　　版权所有　侵权必究



前　 言

　　本书根据高等院校经管类专业“概率论与数理统计”课程

的教学大纲编写而成，内容设计简明，但结构体系上又不失完

整，其中涵盖了概率论的基本概念、一维和多维随机变量及其

分布、随机变量的数字特征、数理统计的基础知识、参数估计、

假设检验．

因为面向的是经济管理类学生，而非数学专业的学生，本

着“打好基础，够用为度；服务专业，兼顾数学体系”的原则，本

书不盲目攀比难度，而是力求做到难易适当，深入浅出，举一反

三，融会贯通．在数学思想和方法的讲解过程中，注重与实践应

用背景相结合，强调应用能力的培养，同时适当注意知识面的

拓宽．

例题与习题是教材的窗口，集中展示了教学意图．本书对

例题、习题给予高度重视，例题、习题都经过精心设计与编选，

它们与概念、理论、方法的讲述完全配套，每一个题目都经过再

三验算．不仅书后有习题答案，而且我们还编写了习题详解．这

些将对学生的课后复习、疑难解答、自学提高以及创新能力的

培养起到积极作用．

为了加深对概念的理解，培养逻辑推理能力，比较简单的

定理尽量给出证明，这有助于对这些定理的掌握和运用；对于

某些证明过程复杂的定理和性质，省略了其证明过程。加“＊”

号的内容不作要求，供读者深入学习时备选。

本书主要内容基本适用于一个学期（５４学时）的讲授安排。
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本书在编写的过程中，一直受到学院及出版社相关领导的

热情鼓励与大力支持，并获得了多名相关专家、教授和同事的

悉心指导与积极帮助，在此，作者向上述相关职能部门、相关领

导、专家、教授和同事表示最真挚的谢意！

百密总有一疏，恳请各位专家、教师与广大读者提出宝贵

意见．编者将会根据各位专家、教师与广大读者提出的建议，对

教材不断改进与完善，坚持不懈地提高质量，突出自己的特色，

更好地为教学第一线服务．

编　者

２０１１年１１月
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第１章

随机事件及其概率

　　概率论与数理统计是一门应用数学学科，它从定量的角度来研究与揭示现实
世界中不确定现象（随机现象）的统计规律性．２０世纪以来，广泛应用于工业、国
防、国民经济及工程技术等各个领域．本章重点介绍概率论中的两个方面内容：随
机事件及其概率，它们是学习概率论与数理统计的基础．

１．１　随机事件

１．１．１　随机现象

自然界与人类社会中存在和发生的各种现象，其种类大致可以归结为两类：确
定性现象与随机现象．

例如，在一个标准大气压下，纯净水加热到１００℃时必然沸腾，温度降到０℃时
又必然会结冰；向上抛掷重物必然自由落下；等等．这种在一定条件下必然会发生
的现象，称为确定性现象．

又如，在相同的条件下抛同一枚硬币，事先无法预知是正面朝上还是反面朝
上；下一个星期的股市是涨还是跌；等等．这种在一定条件下事先无法准确预知其
结果的现象，称为随机现象．

但人们经过长期实践并深入研究后，发现随机现象在大量重复试验或观察下，
它的结果却呈现出某种规律性．例如，一枚均匀的硬币抛掷多次，正面和反面朝上
的次数比例总是近似于１∶１，而且大体上抛掷次数愈多，愈接近这个比值．下面是
历史上一些科学家所做的抛硬币试验的相关数据（表１－１－１）．

　　表１－１－１　 历史上一些著名的抛硬币试验数据

实验者 抛掷次数（ｎ） 正面次数（ｎＨ） 正面频率 ｎＨ（ ）ｎ
德摩根 ２　０４８　 １　０６１　 ０．５１８　１

浦　丰 ４　０４０　 ２　０４８　 ０．５０６　９
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　　续表

实验者 抛掷次数（ｎ） 正面次数（ｎＨ） 正面频率 ｎＨ（ ）ｎ
皮尔逊 １２　０００　 ６　０１９　 ０．５０１　６

皮尔逊 ２４　０００　 １２　０１２　 ０．５００　５

维　尼 ３０　０００　 １４　９９４　 ０．４９９　８

　　从表中可以看到，随着试验次数的增加，正面朝上的次数所占的比例将逐渐稳
定于５０％．这种在大量试验中呈现的稳定性，我们将其称之为统计规律性．正是这
种规律性的存在，使得我们利用数学工具研究随机现象成为可能．概率论与数理统
计就是研究和揭示随机现象统计规律性的数学分支．

１．１．２　随机试验

对随机现象的统计规律性进行研究时，需要对随机现象进行重复观察，我们把
对随机现象的观察称为试验．记为Ｅ．

例如，Ｅ１：抛一枚硬币两次，观察正面Ｈ，反面Ｔ出现的情况；Ｅ２：记录电话交
换台在单位时间内收到的呼叫次数；Ｅ３：抛一颗骰子，观察出现的点数；Ｅ４：在一批
灯泡中任意抽取一只，测试它的寿命；Ｅ５：记录某一天城市发生车祸的次数；等等．
概括起来，这些试验具有以下共同的特点：

（１）可重复性：试验可以在相同的条件下重复进行；
（２）可观察性：每次试验的可能结果不止一个，但事先知道所有可能的结果；
（３）不确定性：每次试验出现的结果事先不能预知，但可以肯定会出现上述所

有可能结果中的一个．
在概率论中，我们将具有上述三个特点的试验称为随机试验．简称为试验．
我们常常是通过随机试验来研究随机现象的．

１．１．３　样本空间与随机事件

１．样本空间
由上述随机试验的第二个特点知道，尽管试验前不能准确预知出现哪个结果，

但其所有可能结果是明确的．我们把随机试验Ｅ的所有可能结果组成的集合称为
随机试验Ｅ 的样本空间，记为Ω（或Ｓ）．其中Ω中的元素，即Ｅ的每一个可能结
果，称为样本点，一般用ω表示．

例１　 抛一枚硬币两次，观察其出现正面Ｈ 或反面Ｔ 的试验中，其样本空间
为Ω１ ＝ ｛ＨＨ，ＨＴ，ＴＨ，ＴＴ｝．

例２　 记录电话交换台在单位时间内收到的呼叫次数，其样本空间为：Ω２ ＝

２
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｛０，１，２，…｝．
例３　 抛一颗骰子，观察出现的点数，其样本空间为：Ω３ ＝ ｛１，２，３，４，５，

６｝．
例４　 在一批灯泡中任意抽取一只，测试它的寿命，其样本空间为：Ω４ ＝ ｛ｔ｜

ｔ≥０｝．　
例５　 记录某一天城市发生车祸的次数，其样本空间为：Ω５ ＝ ｛０，１，２，

３，…｝．
例６　 将一枚硬币抛掷两次，观察正面出现的次数，其样本空间：Ω６ ＝ ｛０，１，

２｝．
同样是试验将硬币抛掷两次，但是Ω１ 和Ω６ 截然不同．这说明，试验的目的不

同样本空间也不同．
２．随机事件
在随机试验中，人们通常不仅关心某个样本点出现，更关心满足某些条件的样

本点出现．例如，在上述Ｅ３ 中，我们可能关心是否出现点数２或是否出现偶数点
（即点数２，４，６）等结果．它们都为样本空间的子集，于是，我们把Ｅ中可能发生也
可能不发生的事件称之为随机事件，简称为事件．随机事件通常用大写英文字母

Ａ，Ｂ，Ｃ等表示．此外我们称仅含一个样本点的随机事件为基本事件；称含有两个
或两个以上样本点的随机事件为复合事件；称在每次试验中都必然发生的事件为
必然事件，用Ω或Ｓ表示；称在任何一次实验中都不可能发生的事件为不可能事
件，用表示．

例如，事件Ａ表示抛一颗骰子一次，出现了２点，即Ａ＝ ｛２｝，Ａ为基本事件；
事件Ｂ表示抛一颗骰子出现的点数小于５，即Ｂ＝｛１，２，３，４｝，Ｂ为复合事件；Ｃ
表示抛一颗骰子出现的点数小于７，即Ｃ＝ ｛１，２，３，４，５，６｝＝Ω，Ｃ为必然事
件；Ｄ表示抛一颗骰子出现的点数大于７，即Ｄ＝，Ｄ为不可能事件．

很明显，必然事件和不可能事件都是确定性的事件，但是为了讨论问题的方
便，也把它们看做特殊的随机事件．
３．事件的关系与运算
由上分析可知，事件可表示为集合，因此，随机事件之间的关系与运算在本质

上与集合之间的关系与运算是一致的．为此，随机事件的关系与运算可以以集合论
的观点和表示方法给出．

设随机试验Ｅ的样本空间为Ω，而Ａ，Ｂ，Ａｋ（ｋ＝１，２，…）是Ω的子集，则事
件的一些关系与运算如下．

（１）事件的包含关系
若事件Ａ发生必然导致事件Ｂ发生，则称事件Ａ包含于事件Ｂ中，或称事件Ｂ

３
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包含事件Ａ，记为ＡＢ或Ｂ Ａ，显然ＡΩ．
（２）事件的相等关系
若事件Ａ发生必然导致事件Ｂ 发生，且事件Ｂ发生必然导致事件Ａ 发生，即

ＡＢ 且Ｂ Ａ，则称事件Ａ与Ｂ 相等．记为Ａ＝Ｂ．
（３）事件的和（并）运算
事件Ａ∪Ｂ＝｛ω｜ω∈Ａ或ω∈Ｂ｝称为事件Ａ与事件Ｂ的和（或并）．其含

义是：当且仅当事件Ａ，Ｂ中至少有一个发生时，事件Ａ∪Ｂ发生．Ａ∪Ｂ亦可记为

Ａ＋Ｂ．

类似地，称 ∪
ｎ

ｉ＝１
Ａｉ 为ｎ 个事件Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ 的和事件，∪

ｎ

ｉ＝１
Ａｉ 有时也记

为∑
ｎ

ｉ＝１
Ａｉ．

称 ∪
∞

ｉ＝１
Ａｉ为可数个事件Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ，… 的和事件，∪

∞

ｉ＝１
Ａｉ 有时亦可记

为∑
∞

ｉ＝１
Ａｉ．

（４）事件的积（交）运算
事件Ａ∩Ｂ＝｛ω｜ω∈Ａ且ω∈Ｂ｝称为事件Ａ与事件Ｂ的积（或交）．其含

义是：当且仅当事件Ａ，Ｂ同时发生时，事件Ａ∩Ｂ发生．事件Ａ∩Ｂ也记为ＡＢ．

类似地，称 ∩
ｎ

ｉ＝１
Ａｎ 为ｎ 个事件Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ 的积事件，∩

ｎ

ｉ＝１
Ａｎ 有时也记

为∏
ｎ

ｉ＝１
Ａｎ．

称 ∩
∞

ｉ＝１
Ａｎ 为可数个事件Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ，… 的积事件，∩

∞

ｉ＝１
Ａｎ 有时也记

为∏
∞

ｉ＝１
Ａｎ．

（５）事件的差运算
事件Ａ－Ｂ＝｛ω｜ω∈Ａ且ωＢ｝称为事件Ａ与事件Ｂ的差．其含义是：当

且仅当事件Ａ发生，且事件Ｂ不发生时，事件Ａ－Ｂ发生．
例如，设Ａ＝ ｛２，５｝，Ｂ＝ ｛１，２，４｝，则Ａ－Ｂ＝ ｛５｝．
易见Ａ－Ｂ＝Ａ珚Ｂ 或Ａ－Ｂ＝Ａ－ＡＢ．
（６）事件的互不相容（互斥）关系
若事件Ａ与事件Ｂ不能同时发生，即ＡＢ＝，则称事件Ａ与事件Ｂ互不相容，

亦称事件Ａ与事件Ｂ 互斥．
例如，基本事件是两两互不相容的．
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（７）事件的对立（互逆）关系
若每次试验，事件Ａ，Ｂ中有且仅有一个发生，即Ａ∪Ｂ＝Ω且Ａ∩Ｂ＝，则

称事件Ａ与事件Ｂ 互为对立事件，或称Ａ为Ｂ 的逆事件．事件Ａ的对立事件记为
珡Ａ，于是，珡Ａ＝Ω－Ａ．

注：两个互为对立的事件一定是互斥事件；反之，互斥事件不一定是对立事
件．而且，互斥可用于多个事件，但是对立只适用于两个事件．

图１－１－１— 图１－１－７可直观地表示以上事件之间的关系与运算．

图１－１－１　Ａ包含于Ｂ
　　

图１－１－２　Ａ与Ｂ 相等
　　

图１－１－３　Ａ与Ｂ 的和

图１－１－４　Ａ与Ｂ 的积
　　

图１－１－５　Ａ与Ｂ 的差
　　

图１－１－６　Ａ与Ｂ互不相容

图１－１－７　Ａ的对立事件珡Ａ

４．事件的运算规律
设Ａ，Ｂ，Ｃ为同一随机试验Ｅ 中的事件，则有：
（１）交换律 　Ａ∪Ｂ＝Ｂ∪Ａ，Ａ∩Ｂ＝Ｂ∩Ａ．
（２）结合律 　（Ａ∪Ｂ）∪Ｃ＝Ａ∪（Ｂ∪Ｃ），Ａ∩（Ｂ∩Ｃ）＝（Ａ∩Ｂ）∩Ｃ．
（３）分配律 　Ａ∪ （Ｂ∩Ｃ）＝ （Ａ∪Ｂ）∩ （Ａ∪Ｃ），

Ａ∩ （Ｂ∪Ｃ）＝ （Ａ∩Ｂ）∪ （Ａ∩Ｃ）．
（４）自反律 　珢Ａ＝Ａ．
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（５）德摩根律（对偶律）　Ａ∪Ｂ＝珡Ａ∩珚Ｂ，Ａ∩Ｂ＝珡Ａ∪珚Ｂ．
注：上述各运算律都可推广到有限个或可数个事件的情形．
例７　检验矩形钢板产品，只有当长、宽、厚三者的尺寸都合格时，钢板产品才

是合格的．试分析下列事件的关系与运算．
Ａ１：“长合格”，Ｂ１：“长不合格”；Ａ２：“宽合格”，Ｂ２：“宽不合格”；Ａ３：“厚合格”，

Ｂ３：“厚不合格”；Ｃ１：“长、宽、厚都合格”，Ｃ２：“长、宽合格，厚不合格”；Ｄ１：“产品合
格”，Ｄ２：“产品不合格”．

解　Ｄ１ 发生必然导致Ａ１，Ａ２，Ａ３ 发生．所以下面三个包含关系成立：

Ｄ１ Ａ１，Ｄ１ Ａ２，Ｄ１ Ａ３．

Ｂ１，Ｂ２，Ｂ３，Ｃ２ 发生必然导致Ｄ２ 发生，所以下面四个包含关系成立：

Ｂ１ Ｄ２，Ｂ２ Ｄ２，Ｂ３ Ｄ２，Ｃ２ Ｄ２．

显然，包含关系Ｃ１ Ｄ１ 和Ｄ１ Ｃ１ 同时成立，所以有Ｃ１ ＝Ｄ１．
根据和事件与积事件的定义，下面四个等式成立：

Ｄ２ ＝Ｂ１ ∪Ｂ２ ∪Ｂ３ ∪Ｃ２，Ｃ１ ＝Ａ１Ａ２Ａ３，

Ｃ２ ＝Ａ１Ａ２Ｂ３，Ｄ１ ＝Ａ１Ａ２Ａ３．

根据逆事件的定义，下面三个等式成立：

Ａ１ ＝Ｂ１，Ａ２ ＝Ｂ２，Ａ３ ＝Ｂ３．（即Ａｉ＝Ｂｉ，ｉ＝１，２，３）

根据互不相容事件的定义，有：

Ｂ１Ｄ１ ＝ ，Ｂ２Ｄ１ ＝ ，Ｂ３Ｄ１ ＝ ．

例８　设Ａ，Ｂ，Ｃ为三个事件，用Ａ，Ｂ，Ｃ的运算关系表示下列各事件：
（１）Ａ与Ｂ 都发生，但Ｃ不发生；
（２）Ａ发生，且Ｂ与Ｃ至少有一个发生；
（３）Ａ，Ｂ，Ｃ至少有一个发生；
（４）Ａ，Ｂ，Ｃ恰好有一个发生；
（５）Ａ，Ｂ，Ｃ至多有两个发生；
（６）Ａ，Ｂ，Ｃ不全发生．
解　 （１）ＡＢ珚Ｃ；（２）Ａ（Ｂ∪Ｃ）；（３）Ａ∪Ｂ∪Ｃ；（４）Ａ珚Ｂ珚Ｃ＋珡ＡＢ珚Ｃ＋珡Ａ珚ＢＣ；

（５）珡Ａ珚Ｂ珚Ｃ∪Ａ珚Ｂ珚Ｃ∪珡ＡＢ珚Ｃ∪珡Ａ珚ＢＣ∪ＡＢ珚Ｃ∪珡ＡＢＣ∪Ａ珚ＢＣ 或ＡＢＣ或珡Ａ∪珚Ｂ∪珚Ｃ；
（６）珡Ａ∪珚Ｂ∪珚Ｃ．

注：用其他事件的运算来表示一个事件，方法不唯一，如例８中的（５）和（６）实
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际上是同一事件，所以我们在解决具体问题时要选择一种恰当的表示方法．

习题１－１　

１．写出下列随机试验的样本空间．
（１）将一枚硬币抛掷三次，观察正面出现的次数；

（２）同时抛掷两枚骰子，记录两枚骰子点数之和；

（３）生产产品直到有１０件正品为止，记录生产产品的总件数；

（４）在单位圆内任取两点，观察这两点的距离；

（５）观察某医院一天内前来就诊的人数．

２．甲、乙、丙三门炮各向同一目标发射一发炮弹，设事件Ａ表示甲炮击中目标，事件Ｂ
表示乙炮击中目标，事件Ｃ表示丙炮击中目标，则用上述三个事件的运算来分别表示下列

各事件．
（１）甲炮未击中目标；

（２）甲炮击中目标而乙炮未击中目标；

（３）三门炮中只有丙炮未击中目标；

（４）三门炮中恰好有一门炮击中目标；

（５）三门炮中至少有一门炮击中目标；

（６）三门炮中至少有一门炮未击中目标；

（７）三门炮中恰好有两门炮击中目标；

（８）三门炮中至少有两门炮击中目标；

（９）三门炮均未击中目标；

（１０）三门炮中至多有一门炮击中目标；

（１１）三门炮中至多有两门炮击中目标．

３．指出下列各等式命题是否成立，并说明理由．
（１）Ａ∪Ｂ＝ （Ａ珚Ｂ）∪Ｂ；

（２）珡ＡＢ ＝Ａ∪Ｂ；

（３）Ａ∪Ｂ∩Ｃ＝ＡＢ珚Ｃ；

（４）（ＡＢ）（Ａ珚Ｂ）＝ ．

４．叙述下列事件的对立事件．
（１）Ａ：“掷两枚硬币，皆为反面”；

（２）Ｂ：“生产三件产品，至少有一件是合格品”；

（３）Ｃ：“投篮三次，皆为投中”．

５．化简下列事件．
（１）（珡Ａ∪珚Ｂ）（珡Ａ∪Ｂ）；　（２）Ａ珚Ｂ ∪ 珡ＡＢ ∪ 珡Ａ珚Ｂ．

６．证明：Ｂ－Ａ＝ＡＢ－珡ＡＢ．
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１．２　随机事件的概率

研究随机现象，不仅需要知道可能出现哪些事件，更重要且更具实际意义的是
需要研究、了解各事件发生可能性的大小，并加以度量．例如，为了确定水坝的高
度，就要知道河流在造水坝地段每年最大洪水达到某一高度这一事件发生的可能
性大小．我们希望找到一个合适的数来表示事件在一次试验中发生的可能性大小．
为此，首先引入频率的概念，它描述了事件发生的频繁程度，进而引出表征事件在
一次试验中发生的可能性大小的数———概率．

１．２．１　频率及其性质

定义１　 在相同条件下进行了ｎ次试验，其中事件Ａ发生的次数为ｒｎ（Ａ），称为事

件Ａ的频数，比值ｒｎ
（Ａ）
ｎ

称为事件Ａ发生的频率，并记为ｆｎ（Ａ），即ｆｎ（Ａ）＝ｒｎ
（Ａ）
ｎ ．

易见，频率具有如下三条最基本的性质．
（１）非负性　０≤ｆｎ（Ａ）≤１； （１．２．１）
（２）规范性　ｆｎ（Ω）＝１； （１．２．２）
（３）有限可加性　 设Ａ１，Ａ２，…，Ａｍ 是两两互不相容的事件，则

ｆｎ（Ａ１ ∪Ａ２ ∪ … ∪Ａｍ）＝ｆｎ（Ａ１）＋ｆｎ（Ａ２）＋…＋ｆｎ（Ａｍ）．（１．２．３）

由于事件Ａ发生的频率大小表示Ａ发生的频繁程度．若频率大，则事件Ａ发生
就频繁，这意味着Ａ在一次试验中发生的可能性就大．且当重复试验的次数ｎ逐渐
增大时，频率ｆｎ（Ａ）呈现出稳定性，逐渐稳定于某个常数．

例如，抛掷一枚均匀硬币时，从表１－１－１中我们可以看到，随着试验次数的增
加，正面朝上的频率呈现出稳定性．即当ｎ逐渐增大时，正面朝上的频率总是在

０．５附近摆动，而逐渐稳定于０．５．
又例如，检查某制衣厂一批衣服的质量，从中分别抽取１０件、２０件、５０件、１００

件、１５０件、２００件、３００件检查，检查结果及次品频率列入表１－２－１．

　　表１－２－１

抽取产品总件数ｎ　 １０　 ２０　 ５０　 １００　 １５０　 ２００　 ３００

次品数μ ０　 １　 ３　 ５　 ７　 １１　 １６

次品频率μ
ｎ ０ ０．０５０　 ０．０６０　 ０．０５０　 ０．０４７　 ０．０５５　 ０．０５３
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　　由表１－２－１看出，在抽出的ｎ件产品中，次品数μ随着ｎ的不同而取不同值，

但次品频率μ
ｎ
仅在０．０５附近有微小变化．所以０．０５是次品频率的稳定值．

由此我们让实验重复多次，计算频率ｆｎ（Ａ），事件Ａ 发生的可能性大小就可
以用频率ｆｎ（Ａ）的稳定值来描述．

１．２．２　概率的统计定义

定义２　 在观察某一随机事件Ａ的随机试验中，若事件Ａ发生的频率ｆｎ（Ａ）

＝ｒｎ
（Ａ）
ｎ

随着试验次数ｎ的增大而稳定地在某个常数ｐ（０≤ｐ≤１）附近摆动，则

称ｐ为事件Ａ 的概率，并称其为统计概率，即Ｐ（Ａ）＝ｐ．
频率的稳定值是概率的外在表现，并非概率的本质．据此确定某事件的概率是

困难的，但当进行大量重复试验时，频率会接近稳定值，因此，在实际应用时，往往
是用试验次数足够大时的频率来估计概率的大小，且随着试验次数的增加，估计的
精度会越来越高。

１．２．３　概率的公理化定义

在实际中，我们不可能对每一个事件都做大量的实验，然后求得事件的频率，
用以表征事件发生可能性的大小．同时，为了理论研究的需要，必须给出概率的严
格数学定义．从概率论有关问题的研究算起，经过近三个世纪的漫长探索历程，人
们才真正完整地解决了概率的严格数学定义．１９３３年，苏联著名的数学家柯尔莫
哥洛夫，在他的《概率论的基本概念》一书中给出了现在已被广泛接受的概率公理
化体系，第一次将概率论建立在严密的逻辑基础上．

定义３　设Ｅ是随机试验，Ω是它的样本空间，对于Ｅ的每一个事件Ａ 赋予
一个实数，记为Ｐ（Ａ），若Ｐ（Ａ）满足下列三个条件：

（１）非负性：对每一个事件Ａ，有Ｐ（Ａ）≥０； （１．２．４）
（２）规范性：Ｐ（Ω）＝１； （１．２．５）
（３）可列可加性：设Ａ１，Ａ２，… 是两两互不相容的事件，则有

Ｐ（∪
∞

ｉ＝１
Ａｉ）＝∑

∞

ｉ＝１
Ｐ（Ａｉ）． （１．２．６）

则称Ｐ（Ａ）为事件Ａ的概率．

１．２．４　概率的性质

性质１　Ｐ（）＝０． （１．２．７）
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证　 令Ａｎ ＝（ｎ＝１，２，…），则 ∪
∞

ｉ＝１
Ａｉ＝，且ＡｉＡｊ＝，ｉ≠ｊ；ｉ，ｊ＝

１，２，…．
由概率的可列可加性得

Ｐ（）＝Ｐ（∪
∞

ｉ＝１
Ａｉ）＝∑

∞

ｉ＝１
Ｐ（Ａｉ）＝∑

∞

ｉ＝１
Ｐ（）．

而实数Ｐ（）≥０，故由上式知Ｐ（）＝０．
注：不可能事件的概率为零，概率为零的事件不一定是不可能事件．
性质２（有限可加性）　设ｎ个事件Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ 两两互不相容，即ＡｉＡｊ＝

（ｉ≠ｊ；ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ），则

Ｐ（Ａ１ ∪Ａ２ ∪ … ∪Ａｎ）＝Ｐ（Ａ１）＋Ｐ（Ａ２）＋…＋Ｐ（Ａｎ）． （１．２．８）

证　令Ａｎ＋１＝Ａｎ＋２＝…＝，即有ＡｉＡｊ＝，ｉ≠ｊ；ｉ，ｊ＝１，２，…．
由可列可加性及性质１．１得

Ｐ（Ａ１ ∪Ａ２ ∪ … ∪Ａｎ）＝Ｐ（∪
∞

ｋ＝１
Ａｋ）＝∑

∞

ｋ＝１
Ｐ（Ａｋ）＝∑

ｎ

ｋ＝１
Ｐ（Ａｋ）＋０

＝Ｐ（Ａ１）＋Ｐ（Ａ２）＋…＋Ｐ（Ａｎ）．

性质３　Ｐ（Ａ－Ｂ）＝Ｐ（Ａ）－Ｐ（ＡＢ）；特别地，若ＢＡ，则有

Ｐ（Ａ－Ｂ）＝Ｐ（Ａ）－Ｐ（Ｂ）；Ｐ（Ａ）≥Ｐ（Ｂ）． （１．２．９）

证　 因Ａ＝（Ａ－Ｂ）∪ＡＢ，且（Ａ－Ｂ）（ＡＢ）＝，再由概率的有限可加性，
即得

Ｐ（Ａ）＝Ｐ（Ａ－Ｂ）＋Ｐ（ＡＢ），所以Ｐ（Ａ－Ｂ）＝Ｐ（Ａ）－Ｐ（ＡＢ）；

特别地，若ＢＡ，则

Ｐ（Ａ）＝Ｐ（Ａ－Ｂ）＋Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ－Ｂ）＋Ｐ（Ｂ），所以Ｐ（Ａ－Ｂ）＝Ｐ（Ａ）－
Ｐ（Ｂ）；

又由概率的非负性，Ｐ（Ａ－Ｂ）≥０，有Ｐ（Ａ）≥Ｐ（Ｂ）．
性质４　对于任一事件Ａ，Ｐ（Ａ）≤１．
证　由ＡΩ，再由性质３得

Ｐ（Ａ）≤Ｐ（Ω）＝１．

性质５　 对于任一事件Ａ，Ｐ（珡Ａ）＝１－Ｐ（Ａ）． （１．２．１０）
证　 由于珡Ａ∪Ａ＝Ω，Ａ珡Ａ ＝ ，再由概率的规范性和有限可加性，得
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