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第一章 三 角 函 数

1. 1 任意角和弧度制

1. 1. 1 任 意 角

自·主·探·究

1. 理解正角、负角、零角与象限角的概念 .
2. 掌握终边相同角的表示方法 .

1. 角的概念
( 1) 角可以看成是 绕着它的 从一个位置

到另一个位置所成的图形 .
( 2) 角的表示

顶点: 用 表示;
始边: 用 表示，用语言可表示为 ;
终边: 用 表示，用语言可表示为 .

2. 角的分类
( 1) 旋转生成的角，又常叫做转角 . 按旋转方向可将角分
为如下三类:

类型 定义 图示

正角
按照 方向旋转而
成的角

类型 定义 图示

负角
按照 方向旋转而
成的角

零角
如果一条射线没有作任何旋
转，则称它形成了一个零角

( 2) 象限角
如果角的 与原点重合，角的 与 x 轴
非负半轴重合，这时，角的 在第几象限，就把
这个角叫做第几象限的角，终边落在坐标轴上的角称
为轴线角 .

3. 终边相同的角
设 α表示任意角，所有与角 α 终边相同的角，包括 α 本身
构成一个集合，这个集合可记为{ β | β = } .

【参考答案】
1. ( 1) 平面内一条射线 端点 旋转 ( 2) 端点 O 射线 OA

始边 OA 射线 OB 终边 OB
2. ( 1) 逆时针 顺时针 ( 2) 顶点 始边 终边
3. α + k·360°，k∈
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重·难·点·突·破

1. 任意角的概念

角度的范围不再限于［0°，360°］，角的正负、大小与所在
的象限无关 .

锐角是第一象限角，但第一象限角并不都是锐角，也可能
是负角等．不能利用象限角比较角的大小，如“第二象限角比
第一象限角大”是错误的 .

2. 终边相同的角

S = { β | β = α + k·360°，k∈Z}
( 1) α为任意角 .
( 2) k·360°与 α 之间是“ +”号，k·360° － α 可理解为

k·360° + ( － α) .
( 3) 相等的角，终边一定相同，终边相同的角不一定相

等，终边相同的角有无数个，它们相差 360°的整数倍 .
( 4) k∈Z这一条件不能少
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3. 象限角和轴线角的表示

( 1) 象限角的表示

第一象限角 k·360° ＜ α ＜ k·360° + 90°，k∈Z

第二象限角 k·360° + 90° ＜ α ＜ k·360° + 180°，k∈Z

第三象限角 k·360° + 180° ＜ α ＜ k·360° + 270°，k∈Z

第四象限角 k·360° + 270° ＜ α ＜ k·360° + 360°，k∈Z

( 2) 轴线角的表示
①终边在 x轴上的角的集合为{ α |α = k·180°，k∈Z} ;
②终边在 y轴上的角的集合为{ α |α = k·180° + 90°，k∈

Z} ．

有关角的概念问题

例 1 下列命题:
①第一象限角都是锐角;
②锐角都是第一象限角;
③第一象限角一定不是负角;
④第二象限角大于第一象限角;
⑤第二象限角是钝角;
⑥小于 180°的角是钝角、直角或锐角 .
其中正确命题的序号为 ( 把正确命题的序号都

写上) .
［解析］ 本题主要考查角的有关概念问题，掌握象限角、钝
角、直角、锐角的概念是解答本题的关键 .

①390°角是第一象限角，可它不是锐角，所以①不正确 .
②锐角是大于 0°且小于 90°的角，终边落在第一象限，故

是第一象限角，所以②正确 .
③ － 330°角是第一象限角，但它是负角，所以③不正确 .
④120°角是第二象限角，390°是第一象限角，显然 390° ＞

120°，所以④不正确 .
⑤480°角是第二象限角，但它不是钝角，所以⑤不正确 .
⑥0°角小于 180°，但它既不是钝角，也不是直角或锐角，

故⑥不正确 .
故应填②.

［答案］ ②
［点评］ 解决此类问题的关键在于正确理解象限角与锐角、
直角、钝角、平角、周角等概念 . 另外需要掌握判断命题真假
的技巧，判断命题为真需要证明，而判断命题为假只要举出反
例即可 .
［借题发挥 1］ 下列命题是真命题的是 ( )

A. 三角形的内角必是第一、二象限的角
B. 始边相同而终边不同的角一定不相等
C. 第四象限角一定是负角
D. 钝角比第三象限角小

终边相同的角的问题

例 2 已知 α = － 315°．
( 1) 把 α改写成 k·360° + β( k∈Z，0°≤β ＜ 360°) 的形

式，并指出它是第几象限角;
( 2) 求 θ，使 θ与 α终边相同，且 － 1 080° ＜ θ ＜ － 360°．

［解析］ 本题主要考查终边相同的角的问题，解答本题( 1)
用 α除以 360°，使余数为正值，商为负数，商即为 k; ( 2) 用公
式 α + k·360°( k∈Z) 列不等式求角 .
［答案］ ( 1) 用 － 315°除以 360°，商为 － 1，余数为 45°，

∴ k = － 1，β = 45°． ∴ α = － 360° + 45°，是第一象限角 .
( 2) 与 － 315°终边相同的角: k·360° － 315°( k∈Z) ，
令 － 1 080° ＜ k·360° － 315° ＜ － 360°( k∈Z) ，
解得 － 2. 125 ＜ k ＜ － 0． 125( k∈Z) ，
∴ k = － 2，－ 1，将 k值代入 k·360° － 315°中，
即得所求角为 － 675°或 － 1 035°.

［点评］ ( 1) 把任意角化为 α + k·360° ( k∈Z 且 0°≤α ＜
360°) 的形式，关键是确定 k. 可以用观察法 ( α 的绝对值较
小) ，也可以用竖式除法，要注意:正角除以 360°，按通常的除
法进行;负角除以 360°，商是负数，使余数为正值 .

( 2) 要求适合某种条件且与已知角终边相同的角，其方
法是先求出与已知角终边相同的角的一般形式，再依条件构
建不等式求出 k的值 .
［借题发挥 2］ 已知 α = － 1 910°.

( 1) 把角 α写成 β + k·360° ( k∈Z，0°≤β ＜ 360°) 的形
式，指出它是第几象限的角;

( 2) 求出 θ 的值，使 θ 与 α 的终边相同，且 － 720°≤ θ
＜ 0°．

对称问题

例 3 已知角 α的终边与 － 690°角的终边关于 y轴对称，求
角 α.
［解析］ 由 － 690° = － 720° + 30°得到角 α 的终边与 30°角
的终边关于 y 轴对称，在 0° ～ 360°范围内满足条件的角为
150°，故可由角 α的终边与 150°角的终边相同得到角 α．
［答案］ 可知 － 690° = － 720° + 30°，

由题意知，角 α的终边与 30°角的终边关于 y轴对称，
故 α = k·360° + 150°，k∈Z．

［点评］ 解决这类问题一般是先把已知角转化到 0° ～ 360°
内，找到符合条件的角再加上 k·360°，k∈Z即可
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［借题发挥 3］ 已知角 α、β 的终边关于直线 y = x 对称，则
α、β之间满足怎样的关系?

已知角 α所在象限，求角 α
n 所在象限

例 4 已知角 α所在象限为第二象限，求 2α、α2 所在象限 .

［解析］ 本题主要考查角的象限问题． 先写出角 α 的范围，
k·360° + 90° ＜ α ＜ k·360° + 180°，k∈Z. 在不等式两边同乘

以 2，可得 2α 的范围，在不等式两边同除以 2，可得 α
2 的范

围 .但注意应对 k进行分类讨论 .
［答案］ ∵ α为第二象限角，

则 k·360° + 90° ＜ α ＜ k·360° + 180°，k∈Z.
∴ 2k·360° + 180° ＜ 2α ＜ 2k·360° + 360°，k∈Z.
∴ 2α是第三或第四象限角，或终边落在 y 轴的非正半轴

上的角 .

∵ k·180° + 45° ＜ α
2 ＜ k·180° + 90°，k∈Z.

当 k为偶数时，令 k = 2n( n∈Z) ，则 n·360° + 45° ＜ α
2

＜ n·360° + 90°，α2 为第一象限角;

当 k为奇数时，令 k = 2n + 1( n∈Z) ，则 n·360° + 225° ＜
α
2 ＜ n·360° + 270°，α2 为第三象限角 .

∴ α
2 为第一或第三象限角 .

［点评］ ( 1) 本题中 2α的范围应包括 y轴的非正半轴，容易
遗漏 .

( 2) 已知角 α 所在的象限，求角 α
n ( n∈Z) 所在的象限

时，有两种方法 .

方法一:分类讨论，即对 k
n 进行讨论，令 k = n·m，n·m

+ 1，n·m + 2，…，n·m + n － 1( m∈Z) ;

方法二:已知 α是第 m( m = 1，2，3，4) 象限角，求 α
n 是第

几象限角．可先将每个象限分成 n等份，然后从 x轴正方向上
第一个区域起，按逆时针方向顺序标上 1，2，3，4，1，2，3，
4，…，依次循环，直至填充所有区域，其中出现数字 m 的区域

即为 α
n 的范围 .

［借题发挥 4］ 已知角 α 为第一象限角，则 α
3 是第几象

限角?

任意角在实际生活中的应用

例 5 将钟表上的时针作为角的始边，分针作为终边，那
么当钟表上显示 8 点 5 分时，时针与分针构成的角度是

．

［解析］ 本题主要考查终边相同角的概念与表示，应从任意
角的概念出发，研究时针与分针所构成的角，其中有正角、负
角，共有无穷多个角．要求这些角，可根据图先求出负角中绝对

值最小的角应为 － 4 + 55( )60 ×30° = －147． 5°. ∴ 所有负角可表

示为: k·360° －147. 5°( k∈Z) ，在 0° ～360°内最小正角为 360°
－ 147. 5° = 212. 5° . 所有正角可表示为 k·360° + 212. 5°
( k∈Z) .综上，所有角可表示为 k·360° +212. 5°( k∈Z) .
［答案］ k·360° + 212. 5°( k∈Z)
［点评］ ( 1) 应从任意角的角度看钟表的时针和分针问题，
多数人可能认为只有 212. 5°.

( 2) 在解决时针与分针的角度问题时，要注意在规定时
间内它们各转了多少圈 .
［借题发挥 5］ 经过 5 小时又 25 分钟，时钟的分针和时针各
转过了多少度
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提·升·训·练

1. 射线 OA绕端点 O 逆时针旋转 120°到达 OB 位置，由 OB
位置顺时针旋转 270°到达 OC位置，则∠AOC等于

( )
A. 150° B. － 150°
C. 390° D. － 390°

2. 下列命题正确的是 ( )
A. 第二象限角比第一象限角大
B. A = { α |α = k·180°，k∈Z}，B = { β | β = k·90°，k∈Z}，
则 AB

C. 若 k·360° ＜ α ＜ k·360° + 180° ( k∈Z) ，则 α 为第一、
二象限角

D. 终边在 x轴上的角可表示为 k·360°( k∈Z)
3. 下列各角中与 330°角的终边相同的角是 ( )

A. 510° B. 150°
C. － 150° D. － 390°

4. 已知集合 A = { α |α = k·90° － 36°}，B = { β | － 180° ＜ β ＜
180°}，则 A∩B等于 ( )
A. { － 36°，54°}
B. { － 126°，144°}
C. { － 126°，－ 36°，54°，144°}
D. ( － 126°，54°)

5. 有小于 360°的正角，这个角的 5 倍角的终边与该角的终边
重合，这个角的大小是 ( )
A. 90° B. 180°
C. 270° D. 90°，180°或 270°

6. 若 α是第四象限角，则 180° － α是 ( )
A. 第一象限角 B. 第二象限角
C. 第三象限角 D. 第四象限角

7. 若 α = n·360° + θ，β = m·360° － θ，m、n∈Z，则 α、β 终边
的位置关系是 ( )
A. 重合 B. 关于原点对称

C. 关于 x轴对称 D. 关于 y轴对称
8. α、β两角的终边互为反向延长线，且 α = － 120°，则 β =

．

9. 终边在直线 y = －槡3x上的所有角的集合是 .
10. 已知 － 990° ＜ α ＜ － 630°，且 α 与 120°角终边相同，则 α

= .
11. 自行车大链轮有 48 个齿，小链轮有 20 个齿，当大链轮转
过一周时，小链轮转过的角度应该是 ( 链齿大小
相等) .

12. 已知 α = 60°，角 β 的终边与 α 的终边关于直线 y = x 对
称，求角 β的集合 .

13. 已知角 β 的终边在如图阴影所表示的范围内 ( 包括边
界) ，试写出角 β的集合 B.

( 第 13 题
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1. 1. 2 弧 度 制

自·主·探·究

1. 理解弧度的意义，掌握弧度与角度的换算公式 .
2. 掌握弧长计算公式与扇形面积公式，并能运用它们解决一
些简单的实际问题 .

1. 度量角的单位制
( 1) 角度制
用度作为单位来度量角的单位制叫做角度制，规定 1

度的角等于 .
( 2) 弧度制
①弧度制的定义
长度等于 的弧所对的 叫做 1 弧度的
角，用符号 rad表示，读作弧度 .
以弧度作为单位来度量角的单位制叫做弧度制 .
②任意角的弧度数与实数的对应关系: 正角的弧度数
是一个 ; 负角的弧度数是一个 ; 零角
的弧度数是 .
③角的弧度数的计算
如果半径为 r的圆的圆心角 α 所对弧的长为 l，那么













 ，



数学·必修 4( 人教 A版)
Gɑozhongjingjiɑngjingliɑn 005

角 α的弧度数的绝对值是 |α | = ．
2. 角度制与弧度制的换算
( 1) 角度化弧度 弧度化角度

360° = rad 2π rad =

180° = rad π rad =

1° = rad≈ rad 1 rad = ≈

( 2) 一些特殊角的度数与弧度数的对应关系

度 0° 1° 30° 45° 60° 90° 120° 135° 150° 180° 270° 360°

弧
度

0 π
180

π
6

π
4

π
3

π
2

2
3 π

3
4 π

5
6 π π 3

2 π 2π

3. 扇形的弧长及面积公式
扇形的半径为 R，弧长为 l，α( 0 ＜ α ＜ 2π) 为其圆心角，则:

度量单位
类别

α为角度制 α为弧度制

扇形的弧长 l = l =

扇形的面积 S = S = =

【参考答案】

1. ( 1) 周角的 1
360 ( 2) ①半径 圆心角 ②正数 负数 0

③ l
r

2. ( 1) 2π 360° π 180° π
180 0. 017 45 180( )π °

57. 30°

3. πRα180 Rα παR2

360
1
2 lR 1

2 R2
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重·难·点·突·破

关于弧度制

( 1) 不管是以“弧度”还是以“度”为单位的角的大小都
是一个与半径的大小无关的定值 .

( 2) 用弧度为单位表示角的大小时，“弧度”二字可以省略
不写，这时弧度数在形式上虽是一个不名数，但我们应当把它
理解为名数，如 sin 2是指 sin( 2弧度) ，π = 180°是指 π弧度 =
180°;但如果以度( °) 为单位表示角时，度( °) 就不能省去 .

( 3) 用弧度为单位表示角时，常常把弧度写成多少 π 的

形式，若无特殊要求，不必把 π写成小数，如 45° = π4 弧度，不

必写成 45°≈0. 785 弧度，用弧度表示角时，不能与角度制混

用，例如 α = 2kπ + 30°( k∈Z) ，β = k·360° + 3
2 π( k∈Z) 都

是不正确的 .

角度制与弧度制的互化

例 1 将下列各角度与弧度互化:

( 1) 22. 5°; ( 2) 112°30'; ( 3) 9
4 π; ( 4) 2 rad.

［解析］ 本题主要考查角度与弧度的换算，直接套用公式即
可得出结果 .

［答案］ ( 1) 22. 5° = π180 rad × 22． 5 = π8 rad.

( 2) 112°30' = 112. 5° = π180 rad × 112． 5 = 5π8 rad.

( 3) 9
4 π = 9

4 × 180° = 405°.

( 4) 2 rad = 2 × 180( )π °≈57． 30° × 2 = 114． 60°.

［点评］ ( 1) 进行角度换算时，要抓住关系: π rad = 180°.

( 2) 两个换算公式要熟记: 度数 × π180 =弧度数; 弧度数

× 180( )π ° =度数 .

［借题发挥 1］ 将下列各角度与弧度互化:

( 1) 5
12π; ( 2) －

7
6 π; ( 3) － 157°30'.

例 2 把下列各角化成 2kπ + α( 0≤α ＜ 2π 且 k∈Z) 的形
式，并指出是第几象限角:

( 1) － 1 500°; ( 2) 236 π; ( 3) － 4.

［解析］ 本题主要考查角度与弧度的换算及象限角的判定 .

［答案］ ( 1) － 1 500° = － 1 800° + 300° = － 10π + 5
3 π，

∴ －1 500°与5π
3 终边相同，是第四象限角 .

( 2) 236 π = 2π + 11
6 π，∴

23
6 π与

11
6 π的终边相同 .

而11
6 π = 11

6 × 180° = 330°，是第四象限角，

故23
6 π是第四象限角 .

( 3) － 4 = － 2π + ( 2π － 4) ，
∴ － 4 与 2π － 4 终边相同，而 2π － 4 = ( 2π － 4 ) ×

180( )π °≈131°.

∴ － 4 为第二象限角 .

［点评］ 对于 － 1 500° = － 1 500 × π180 = － 25
3 π = － 10π
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5
3 π，不能写成 － 1 500° = － 10π + 300°，即单位制要统一 .

［借题发挥 2］ 设 0≤α ＜ 2π，将 － 1 485°表示成 2kπ + α
( k∈Z) 的形式 .

用弧度表示区间角问题

例 3 用弧度表示顶点在原点，始边重合于 x 轴的非负半
轴，终边落在阴影部分的角的集合( 如图，不包括边界) .

［解析］ 本题主要考查区间角的弧度表示，先在 0° ～ 360°内
找到满足条件的角化为弧度，然后写出与区间角终边相同的
角的集合 .
［答案］ ①中以 OB为终边的角为 330°，可看成 － 30°，化为

弧度，即 － 30° = － 30 × π180 = － π6 ，而 75° = 75 × π180 = 5π12.

∴ 终 边 落 在 阴 影 部 分 的 角 的 集 合 为

θ 2kπ － π6 ＜ θ ＜ 2kπ + 5
12π，k∈ }{ Z .

②中以 OB为终边的角为 225°，可看成是 － 135°，化成弧

度，即 － 135° = － 135 × π180 = － 3
4 π，而 135° = 3

4 π，

∴ 终 边 落 在 阴 影 部 分 的 角 的 集 合 为

θ 2kπ － 3π4 ＜ θ ＜ 2kπ + 3π4 ，k∈{ }Z .

［点评］ ( 1) 在表示角时，一定要使用统一单位，只能用角度
制或弧度制中的一种 .

( 2) 本题②中易出现错误如 {: θ 3
4 π + 2kπ ＜ θ ＜ 5

4 π

+ 2kπ，k∈ }Z .

［借题发挥 3］ 用弧度制表示图中顶点在原点，始边与 x轴的
非负半轴重合，终边落在阴影部分的角的集合( 不含边界) .

扇形面积、弧长公式的应用

例 4 一个扇形的面积为 1，周长为 4，求圆心角的弧度数 .
［解析］ 本题主要考查扇形面积、弧长公式的应用问题，解
答本题可先利用扇形的面积和周长公式求出半径和弧长，再
用弧长公式的变形公式求解 .
［答案］ 设扇形的半径为 R，弧长为 l，则 2R + l = 4，∴ l = 4 －

2R，根据扇形面积公式 S = 1
2 lR，得 1 = 1

2 ( 4 － 2R) ·R，∴ R

= 1，∴ l = 2，∴ α = l
R = 2

1 = 2，即扇形的圆心角为 2 rad.

［点评］ 涉及扇形的周长、弧长、圆心角、面积等的计算，关
键是先分析题目已知哪些量求哪些量，然后灵活运用弧长公
式、扇形面积公式直接求解或列方程( 组) 求解 .
［借题发挥 4］ 如图，已知扇形 AOB 的圆心角为 120°，半径
长为 6，求弓形 ACB的面积 .

例 5 若扇形的周长为定值 l，则该扇形的圆心角为多大时，
扇形面积最大? 并求出最大面积 .
［解析］ 本题主要考查扇形面积公式，圆心角及函数最值，
由已知条件列出扇形面积与半径之间的函数关系式，将其化
为二次函数最值问题处理 .
［答案］ 设扇形半径为 r，则扇形的弧长为 l － 2r，

∴ 扇形面积 S = 1
2 ( l － 2r) · r = － r2 + 1

2 lr = － ( r －

l
4 )

2 + 1
16 l

2.

∴ 当 r = l
4 时，扇形面积最大，最大为

1
16 l

2. 此时，圆心角

α = l － 2r
r = 2.

∴ 当扇形圆心角为 2 rad 时，扇形面积最大，最大面积为
1
16 l

2.

［点评］ 涉及到最值问题时，往往先建立函数关系，再求函
数的最值，这种函数思想，是解决最值问题的基本思想方法 .
［借题发挥 5］ 已知扇形的周长为 8 cm.

( 1) 若这个扇形的面积为 3 cm2，求圆心角的大小;
( 2) 当这个扇形的面积取得最大值时，求圆心角和弦长

AB的大小
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提·升·训·练

1. 把 － 495°表示成 2kπ + θ ( k∈Z) 的形式，其中使 | θ |最小
的 θ值是 ( )

A. － 3π4 B. － π4 C. π4 D. 3π
4

2. 若 α = － 3，则角 α的终边在 ( )
A. 第一象限 B. 第二象限
C. 第三象限 D. 第四象限

3. 已知集合 A = { x | 2kπ≤x≤2kπ + π，k∈Z}，B = { α | － 4≤
α≤4}，则 A∩B等于 ( )
A. 
B. { α | － 4≤α≤ － π}
C. { α | 0≤α≤π}
D. { α | － 4≤α≤ － π或 0≤α≤π}

4. 若 1 弧度的圆心角所对的弦长等于 2，则这个圆心角所对
的弧长等于 ( )

A. sin 1
2 B. π6 C. 1

sin 1
2

D. 2 sin 1
2

5. 扇形圆心角为 π3 ，半径长为 a，则扇形内切圆的面积与扇

形面积之比为 ( )
A. 1∶ 3 B. 2∶ 3 C. 4∶ 3 D. 4∶ 9

6. 下图中阴影部分表示的角的集合为 .

( 第 6 题)

7． 圆的一段弧长等于这个圆的内接正三角形的一条边长，那
么这段弧所对的圆心角是 rad.

8. 设集合 M = x x = kπ
2 + π4 ，k∈ }{ Z ，N = x x = kπ ± π4{ ，

k∈Z}，则 M，N之间的关系是 .

9. 已知 α = － 800°.
( 1) 把 α改写成 β + 2kπ( k∈Z，0≤β ＜ 2π) 的形式，并指出

α在第几象限;

( 2) 求角 γ，使 γ与 α角的终边相同，且 γ∈ － π2 ，
π( )2 .

10. 解答下列各题:
( 1) 已知扇形的周长为 10 cm，面积为 4 cm2，求扇形圆心
角的弧度数;

( 2) 已知一扇形的圆心角是 72°，半径等于 20 cm，求扇形
的面积;

( 3) 已知一扇形的周长为 40 cm，当半径和圆心角取什么
值时，才能使扇形的面积最大? 最大面积是多少?

11. 如图，已知一长为槡3 cm，宽为 1 cm 的长方形木块在桌面
上作无滑动的翻滚，翻滚到第四次时被一小木板挡住，使
木块底面与桌面成 30°的角，求点 A走过的路程及走过的
弧度所在扇形的面积 .

( 第 11 题)

12. 将一条绳索绕在半径为 40 cm 的轮圈上，绳索的下端 B
处悬挂着物体 W，如果轮子按逆时针方向每分钟匀速旋
转 6 圈，现想将物体W的位置向上提升 100 cm，需要多长
时间才能完成这一工作
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1. 2 任意角的三角函数

1. 2. 1 任意角的三角函数

自·主·探·究

1. 掌握任意角的正弦、余弦、正切的定义 .
2. 掌握正弦、余弦、正切函数的定义域和这三种函数值在各
象限的符号 .

3. 掌握公式一，会运用它们把求任意角的三角函数值，转化
为求 0 到 2π角的三角函数值 .

4. 掌握正弦线、余弦线、正切线，并能进行简单的应用 .

1. 如图，设 α是一个任意角，它的终边与单位圆交于 P( x，y)
点，那么:

( 1) y叫做 α的正弦，记作 ，即 .
( 2) x叫做 α的余弦，记作 ，即 .

( 3) y
x 叫做 α的正切，记作 ，即 .

当 α = π2 + kπ( k∈Z) 时，α 的终边在 轴上，此时

x等于 ，所以 无意义 .
2. 三角函数的值在各象限的符号 .

3. 如图，设角 α的终边与单位圆交于 P点，经过 P作 x轴的垂
线，垂足为 M;过点 A( 1，0) 作单位圆的切线与角 α 的终边
或其延长线交于 T点，原点为 O，则有向线段 MP叫角 α的

，OM叫角 α的 ，AT 叫角 α 的 ，
统称为 .

4. sin( α + 2kπ) = ，
cos( α + 2kπ) = ，
tan( α + 2kπ) = ( 其中 k∈Z) .

【参考答案】
1. ( 1) sin α sin α = y
( 2) cos α cos α = x

( 3) tan α tan α = y
x y 0 tan α = y

x
2. +，－，－ ; +，－，－，+ ; +，－，+，－ ( 按从第一象限到第
四象限顺序)

3. 正弦线 余弦线 正切线 三角函数线
4. sin α cos α tan
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重·难·点·突·破

1. 任意角的三角函数

( 1) 任意角的三角函数是在坐标系中定义的，角的范围

是使函数有意义的实数集 .
( 2) 任意角 α的三角函数值只与 α 有关，而与点 P 的位

置无关 .
( 3) 三角函数记号是一个整体，离开 α的 sin，cos，tan
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有意义的，它表示的是一个比值，而不是 sin与 α的乘积 .

2. 关于公式一

( 1) 终边相同的角的同名三角函数值相等 .
( 2) 当用弧度表示时，必须写成 k·2π，而不是 kπ 的形

式，其中 k∈Z.
( 3) 由公式一可知，在三角函数中，角和三角函数值的对

应关系是多值对应关系，如果给定一个角，其三角函数值是唯
一确定的( 不存在者除外) . 反过来，如果给定一个三角函数
值，却有无数多个角与之相对应 .

3. 三角函数线

在三角函数中，MP、OM、AT 都是有向线段，当角 α 的终
边与 x轴重合时，正弦线、正切线分别变成一个点，此时角 α
的正弦值和正切值都为 0;当角 α的终边与 y 轴重合时，余弦
线变成一个点，正切线不存在，此时角 α的正切值不存在 .

( 拓展) 我们可以利用角 α 终边上任意一点 P 的坐标定
义三角函数，如下:

设 α是一个任意角，α的终边上的任意一点 P( x，y) ，它

与原点的距离为 r( r = x2 + y槡 2 ＞ 0) ，则:

( 1) 比值 y
r 叫做 α的正弦，记作 sin α，即 sin α = y

r .

( 2) 比值 x
r 叫做 α的余弦，记作 cos α，即 cos α = x

r .

( 3) 比值 y
x 叫做 α的正切，记作 tan α，即 tan α = y

x .

三角函数的定义

例 1 已知角 α的终边经过点 P( － 4a，3a) ( a≠0) ，求 α的
各三角函数值 .
［解析］ 本题主要考查三角函数的定义和分类讨论思想，首
先求出点 P( － 4a，3a) ( a≠0) 到原点的距离 r，由于含参数 a，
要注意分类讨论 .

［答案］ r = ( 3a) 2 + ( － 4a)槡 2 = 5 | a | .
若 a ＞ 0，r = 5a，

∴ sin α = y
r = 3a

5a = 3
5 ，

cos α = x
r = － 4a

5a = － 4
5 ，

tan α = y
x = 3a

－ 4a = － 3
4 .

若 a ＜ 0，r = － 5a，

∴ sin α = y
r = 3a

－ 5a = － 3
5 ，

cos α = x
r = － 4a

－ 5a = 4
5 ，

tan α = y
x = 3a

－ 4a = － 3
4 .

［点评］ 三角函数值的大小与点 P 在角的终边上的位置无
关，只与角的大小有关 . 当角 α 的终边上点的坐标以参数形
式给出时，要根据问题的实际需要对参数进行分类讨论 .

［借题发挥 1］ 已知角 α 的终边在直线 y = －槡3 x 上，求
sin α、cos α、tan α的值 .

三角函数值在各象限的符号及有关问题

例 2 求函数 y = sin x
| sin x | +

| cos x |
cos x + tan x

| tan x |的值域 .

［解析］ 本题主要考查三角函数值的问题，分象限讨论各项
的值，即可求出值域 .
［答案］ 由题意知，角 x的终边不在坐标轴上 .

当 x在第一象限时，y = sin x
sin x +

cos x
cos x +

tan x
tan x = 3.

当 x在第二象限时，y = sin x
sin x +

－ cos x
cos x + tan x

－ tan x = － 1.

当 x在第三象限时，y = sin x
－ sin x +

－ cos x
cos x + tan x

tan x = － 1.

当 x在第四象限时，y = sin x
－ sin x +

cos x
cos x +

tan x
－ tan x = － 1.

∴ 函数 y = sin x
| sin x | +

| cos x |
cos x + tan x

| tan x |的值域为{ － 1，3} .

［点评］ 分象限讨论各三角函数值的符号是解决这类问题
的基本方法，注意讨论时不重不漏，所有可能情况考虑全面 .
［借题发挥 2］ 若 sin 2α ＞ 0，cos α ＜ 0，试确定 α 所在的象
限，并判断 sin α，tan α的符号．

利用公式一化简，求值

例 3 求下列各式的值:

( 1) cos 253 π + tan － 15
4( )π ;

( 2) sin 810° + tan 765° + tan 1 125° + cos 360°．
［解析］ 本题主要考查公式一的应用，先利用公式一化简，
再求值．

［答案］ ( 1 ) cos 25
3 π + tan － 15

4( )π = cos 8 π + π( )3 +

tan － 4π + π( )4 = cos π3 + tan π4 = 1
2 + 1 = 3

2 ．

( 2) 原式 = sin( 2 × 360° + 90°) + tan( 2 × 360° + 45°) +
tan ( 3 × 360° + 45°) + cos ( 0° + 360°) = sin 90° +
tan 45° + tan 45° + cos 0° = 4
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［点评］ 利用诱导公式一可把负角的三角函数化为 0 至 2π
间的三角函数，亦可把大于 2π 的角的三角函数化为 0 至 2π
之间的三角函数，即实现了“负化正，大化小”．

［借题发挥 3］ ( 1) 求值: m·sin 7
2 π + n·tan( － 4π) + p·

cos 5
2 π;

( 2) 证明: log2 ( 4sin 1 110°) = 1．

利用三角函数线解有关问题

例 4 在单位圆中画出适合下列条件的角 α的终边 .

( 1) sin α = 2
3 ; ( 2) cos α = － 3

5 ; ( 3) tan α = 2.

［解析］ 本题主要考查三角函数线的概念 . 对于( 1) ，设角
α的终边与单位圆交于 P( x，y) ，则 sin α = y，cos α = x. 所以

要作出满足 sin α = 2
3 的角的终边，只要在单位圆上找出纵坐

标为 2
3 的点，则点与原点的连线即为 α 的终边;对于( 2) ( 3)

可采用同样的方法进行作图 .

［答案］ ( 1) 作直线 y = 2
3 交单位圆于 P、Q 两点，则 OP 与

OQ为角 α的终边 . 如图①.

( 2) 作直线 x = － 3
5 交单位圆于 M、N两点，则 OM与 ON

为角 α的终边 . 如图②.
( 3) 在直线 x = 1 上截取 AT = 2，其中 A( 1，0) ，设直线 OT

与单位圆交于 C、D 两点，则 OC 与 OD 为角 α 的终边 . 如
图③.

［点评］ 三角函数线可以用来求出满足形如 f( α) = m 的三

角函数的角 α的终边，这是解三角不等式及求三角函数定义
域时常用到的 .
［借题发挥 4］ 在单位圆中画出适合下列条件的角 α终边的
范围，并写出角 α的集合 .

( 1) sin α = － 1
2 ; ( 2) sin α≥ －槡32 .

三角函数的定义域问题

例 5 求下列函数的定义域:

( 1) y = 2 cos x槡 － 1; ( 2) y = lg( 3 － 4 sin2x) ．
［解析］ 本题主要考查利用函数线求函数的定义域问题．解
答本题可首先作出单位圆，然后根据各问题的约束条件用三
角函数线画出角 x满足条件的终边范围．

［答案］ ( 1) ∵ 2 cos x － 1≥0，∴ cos x≥ 1
2 ，

角 x终边如图①所示，

∴ x∈ 2kπ － π3 ，2kπ + π[ ]3 ( k∈Z) ．

( 2) ∵ 3 － 4 sin2x ＞ 0，∴ sin2x ＜ 3
4 ，

∴ －槡32 ＜ sin x ＜槡32 ．

角 x终边如图②所示，

∴ x∈ 2kπ － π3 ，2kπ + π( )3 ∪ 2kπ + 2π3 ，2kπ + 4π( )3 ( k∈

Z) ．即 x∈ kπ － π3 ，kπ + π( )3 ( k∈Z) ．

［点评］ 求三角函数的定义域时，一般应转化为求不等式
( 组) 的解的问题，利用数轴或三角函数线是解三角不等式常
用的方法．

［借题发挥 5］ 求函数 y = sin槡 x + 1 － tan槡 x的定义域


































































．



数学·必修 4( 人教 A版)
Gɑozhongjingjiɑngjingliɑn 011

提·升·训·练

1. 不论角 α的终边位置如何，在单位圆中作三角函数线时，
下列说法中正确的是 ( )
A. 总能分别作出正弦线、余弦线、正切线
B. 总能分别作出正弦线、余弦线、正切线，但有可能不只
一条

C. 正弦线、余弦线、正切线都可能不存在
D. 正弦线、余弦线总存在，但正切线不一定存在

2. 已知 sin α ＞ sin β，那么下列命题成立的是 ( )
A. 若 α、β是第一象限角，则 cos α ＞ cos β
B. 若 α、β是第二象限角，则 tan α ＞ tan β
C. 若 α、β是第三象限角，则 cos α ＞ cos β
D. 若 α、β是第四象限角，则 tan α ＞ tan β

3. 已知 sin α = 4
5 ，cos α = 3

5 ，则角 2α所在的象限是 ( )

A. 第一象限 B. 第二象限
C. 第三象限 D. 第四象限

4. 角 α的终边经过点 P( － b，4) 且 cos α = － 3
5 ，则 b的值为

( )
A. 3 B. － 3 C. ± 3 D. 5

5. 下列各三角函数值中，负值的个数是 ( )
①sin( － 660°) ;②tan 160°;③cos( － 740°) ;④sin( － 420°)
·cos 570°．
A. 1 B. 2 C. 3 D. 4

6. 在( 0，2π)内使 sin x ＞ cos x成立的 x的取值范围是 ( )

A. π
4 ，
π( )2 ∪ π，5π( )4 B. π

4 ，( )π
C. π

4 ，
5π( )4 D. π

4 ，( )π ∪ 5π
4 ，

3π( )2

7. cos 9π4 + sin － 11
6( )π = .

8. 已知角 α的终边落在直线 y = － 3x( x ＜ 0) 上，则 | sin α |
sin α

－

| cos α |
cos α

= ．

9. 已知 α是第三象限角，则 sin( cos α) ·cos( sin α) 的符号为
. ( 填“正”或“负”)

10. ( 1) 设 90° ＜ α ＜ 180°，角 α 的终边上一点 P ( x，槡5 ) ，且

cos α =槡24 x，求 sin α与 tan α的值;

( 2) 已知角 θ的终边上有一点 P( x，－ 1) ( x≠0) ，且 tan θ
= － x，求 sin θ，cos θ．

11. 求下列函数的定义域．

( 1) y = － cos槡 x + sin槡 x;

( 2) y = 2 + log 1
2槡 x + tan x．

12. 若 α、β是关于 x的二次方程 x2 + 2( cos θ + 1) x + cos2θ = 0

的两根，且 |α － β |≤2槡2，求 θ的范围
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1. 2. 2 同角三角函数的基本关系

自·主·探·究

1. 理解同角三角函数的基本关系式 .
2. 灵活运用同角三角函数的关系解决求值、化简、证明等
问题 .

1. 平方关系: ，即 的正弦、余弦的平方

和等于 .
2. 商数关系: ，即 的正弦、余弦的商
等于 .

【参考答案】
1. sin2α + cos2α = 1 同一个角 α 1

2. sin α
cos α

= tan α 同一个角 α 角 α
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重·难·点·突·破

1. 同角三角函数的基本关系

( 1) 在理解同角三角函数的基本关系时，应突出“同角”两个

字，对同角应作广义的理解 . 例如 π3 与
π
3 、3α与 3α、5β + π6 与

5β + π6 也是同角 . 另外由公式一可知 π3 与
7π
3 等也为同角 .

( 2) 这些关系式都是对使它们有意义的那些角而言的，

如 tan α = sin α
cos α

，此时 α≠kπ + π2 ( k∈Z) .

( 3) 应用同角三角函数基本关系式，根据问题的需要，注
意如下变形 . 如 sin2α = 1 － cos2α，cos2α = 1 － sin2α，1 = sin2α
+ cos2α，sin α = tan αcos α等 .

2. 三角函数式的化简原则及思想方法

化简三角函数式，在题设要求下，首先应合理利用有关公
式，还要明确化简的基本要求:尽量减少角的数量，尽量减少
三角函数的种数，尽量化成同角、同名三角函数，能开方的尽
量开方，能求出值的尽量求出值等．常用的思想方法有:异次
化同次、高次化低次、化弦或化切、化和差为乘积、化乘积为和
差、特殊角三角函数值与特殊角的互化等．

3. 证明三角恒等式常用的方法

证明恒等式的过程就是通过转化和消去等式两边的差异
来促成统一的过程，证明方法常用如下几种:

( 1) 从不等式的一边证得它的另一边，一般从比较复杂
的一边开始化简到另一边，其依据是等式的传递性．

( 2) 综合法:由一个已知等式或公式恒等变形得到要证
明的等式，其依据是等价转化的思想．

( 3) 证明左、右两边都等于同一个式子( 或值) ，其依据是
等式的传递性．

( 4) 差比法: 证明“左边 － 右边 = 0”或“左边右边
= 1 ( 右边

≠0) ”．

求三角函数的值

例 1 已知 cos α = － 8
17，求 sin α，tan α的值 .

［解析］ 本题主要考查已知一个角的三角函数值，求其余的
三角函数值 . 先利用平方关系求出 sin α的值，再利用商数关
系求出 tan α的值 . 在求 sin α的值时注意分类讨论 .

［答案］ ∵ cos α = － 8
17 ＜ 0，

∴ α为第二或第三象限角 .
若 α为第二象限角，

则 sin α = 1 － cos2槡 α = 1 － － 8( )17槡
2

= 15
17，

tan α = sin α
cos α

=

15
17

－ 8
17

= － 15
8 ;

若 α为第三象限角，

则 sin α = － 1 － cos2槡 α = － 15
17，tan α = sin α

cos α
= 15

8 .

［点评］ 题中并未指出 α 所在的象限，则需由 cos α 推断 α
所在的象限，再分情况解答 .
［借题发挥 1］ 已知 tan α = m( m≠0) ，求 sin α和 cos α.

例 2 已知 tan α = 3，求下列各式的值．

( 1) 4sin α － cos α
3 sin α + 5cos α

; ( 2) sin
2α － 2sin αcos α － cos2α

4cos2α － 3sin2α
;

( 3) 3
4 sin2α + 1

2 cos2α．

［解析］ 本题主要考查同角三角函数的基本关系式． ( 1) 分
子、分母同除以 cos α; ( 2) 分子、分母同除以 cos2α; ( 3) 将分
母看成“1”，代换成 sin2α + cos2α，然后再将分子分母同除以
cos2α即可．
［答案］ ( 1) 原式分子、分母同除以 cos α( cos α≠0) ，

原式 = 4 tan α － 1
3 tan α + 5 = 4 × 3 － 1

3 × 3 + 5 = 11
14 ．

( 2) 原式的分子、分母同除以 cos2α( cos2α≠0) ，

原式 = tan2α － 2tan α － 1
4 － 3tan2α

= 9 － 2 × 3 － 1
4 － 3 × 32 = － 2

23 ．

( 3 ) 原 式 =

3
4 sin2α + 1

2 cos2α

sin2α + cos2α
=

3
4 tan2α + 1

2
tan2α + 1

=

3
4 × 9 + 1

2
9 + 1 = 29

40 ．

［点评］ 关于 sin α、cos α 的齐次式就是式子中的每一项都
是关于 sin α、cos α的式子且它们的次数之和相同，设为 n次，
解题时，可将分子、分母同除以 cos α的 n次幂，其式子可化为
关于 tan α的式子，再解决就简单多了．

［借题发挥 2］ 已知 tan α
tan α － 1 = － 1，求下列各式的值:

( 1) sin α － 3cos α
sin α + cos α

; ( 2) sin2α + sin α cos α + 2
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