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书书书

前　言

在半年之前，本编辑部曾推出过一套科普丛书，叫做
《科学目击者》，读者反应良好。然而，区区一部丛书怎能
将各种科学新知囊括其中？所未涉及者仍多。编辑部的
同仁们也有余兴未尽之意，于是就有了这套《探索未知》
丛书。

《科学目击者》和《探索未知》可以说是姊妹关系，也
可以说是父子关系。说它们是姊妹，是因为它们在方向
设定、内容选择上不分彼此，同是孕育于科学，同为中国
基础科普而诞生。说它们是父子，则是从它们的出版过
程考虑的。《科学目击者》的出版为我们编辑本套丛书提
供了丰富的经验，让我们能够更好的把握读者们的需求
与兴趣，得以将一套更为优秀的丛书呈献给读者。从这
个层面上讲，《科学目击者》的出版成就了《探索未知》的
诞生。

如果说《科学目击者》只是我们的第一个试验品，那
么《探索未知》就是第一个正式成品了。它文字精彩，选
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题科学，内容上囊括了数学、物理、化学、地理以及生物五
个部分的科学知识，涵盖面广，深度适中。对于对科学新
知有着浓厚兴趣的读者来说，在这里将找到最为满意的
答复。

有了《科学目击者》的成功经验，让我们得以取其优、
去其短，一直朝着尽善尽美的目标而努力。但如此繁杂
的知识门类，让我们实感知识面的狭窄，实非少数几人所
能完成。我们在编稿之时，尽可能地多汲取众多专家学
者的意见。然而，百密尚有一疏，纰漏难免，如果给读者
您的阅读带来不便，敬请批评指正。

编 者
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费马猜想的来源

认识费马

什么是费马猜想呢？这对于未接受丰富数学基础知
识的读者很难说清楚。要说清这个问题，我们得简单地
回忆一下它的历史。

费马是１７世纪最卓越的数学家之一，１６０１年８月
２０日出生在法国南部土鲁斯附近的博蒙－德洛马涅。
父亲是一位皮革商，１６６５年１月１２日逝世于土鲁斯或
卡斯特。

费马在大学里专攻法律，学成后回到家乡———土鲁
斯市做律师，以法律知识渊博、做事清廉而著称。他还是
土鲁斯议会议员，终身职业是律师，做了土鲁斯议会的
３０年法律顾问。

费马不仅是一位博览群书、见多识广的学者，又是精
通多种文字的语言学家。业余时间喜欢恬静生活，几乎
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全部精力花费在钻研数学和物理问题上。只是偶尔用希
腊文、拉丁文和西班牙文写诗作词，自我朗诵消遣。

虽然费马直到年近三十才认真注意数学，但他对数
论、几何、分析和概率等学科都做过深入的研究，并做出
了重大的贡献。他给出素数的近代定义，并且提出一些
重要命题；他又同笛卡儿分享着创立解析几何的荣誉；他
被公认为数学分析的先驱之一；他和帕斯卡等同是概率
论的开拓者。因此，他被誉为“业余数学家之王”，与同时
代的数学大师笛卡儿、莱布尼茨等齐名。现在，他的名字
几乎与数论是同义语。

费马谦虚谨慎、鄙薄名利，生前很少发表著作，他的
远见卓识出于他与同时代学者的信件和一批以手稿形式
传播的论文。他的崇拜者常常催促他发表著述，但都遭
到拒绝。他的很多论述，特别在数论方面的论述，从没有
正式发表过。费马死后，很多论述遗留在故纸堆里，或阅
读过的书的页边空白处，书写的年月无从查考；还有的保
留在他给朋友们的书信中。他的儿子Ｓ．费马将遗稿进
行了整理，汇编成册，共分两卷，分别于１６７０年和１６７９
年在土鲁斯出版。第一卷有丢番图的《算术》，带有校订
和注解；第二卷包括抛物形求面积法、极大极小及重心的
论述以及各类问题的解答———这些内容后来成为微积分
的一部分，还有球切面、曲线求长等。另外，还有他和同
时代的许多数学家和物理学家笛卡儿、帕斯卡和惠更斯
等的通讯函件。费马猜想以这种方式公布于世。
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费马猜想的提出

人们对于方程ｘ２＋ｙ２＝ｚ２的整数解的研究要追溯到
遥远的古代。

长期以来，中外许多数学家各自做出了不同的贡献。

但直到１７世纪初期，数学家才开始寻找方程ｘ３＋ｙ３＝

ｚ３，ｘ４＋ｙ４＝ｚ４等的正整数解。

古希腊数学家丢番图著《算术》一书，１６２１年，数学
家巴切将《算术》从希腊文译成拉丁文，在法国出版。费
马买到了它，对于其中的数论问题产生浓厚的兴趣。业
余之时，他对希腊数学家的一些问题进行研究和推广。
当他读到第Ⅱ卷第八命题“将一个平方数分为两个平方
数”时，灵感大发———他想到了更一般的问题。于是，他
在页边空白处用拉丁文写了如下一段话：“将一个立方数
分为两个立方数，一个四次幂分为两个四次幂，或者一般
地将一个高于二次的幂分为两个同次的幂，这是不可能
的。关于此，我确信已发现一种奇妙的证法，可惜这里的
空白太小，写不下。”这段叙述用现代数学语言来说，就是
当整数ｎ＞２时，方程ｘｎ＋ｙｎ＝ｚｎ（现将其称为式（１））没
有正整数解，这就是费马猜想。

写着这段笔录的书丢失了，但在１６７０年由他儿子

Ｓ．费马出版的费马著作中有此记载。迪克森的《数论
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史》第Ⅱ卷中说，费马的断言大约产生在１６３７年。理由
是费马家的皮革厂（１８８３年）提到费马给梅森的信，信中
写到，他希望找到两个立方数的和是一个立方数，两个四
次幂的和是一个四次幂。这封信的日期是１６３８年６月。
费马于１６４０年和１６５７年将同样内容推荐给一些数学
家，但都没有提到他找到的奇妙的证明。

费马猜想，又叫做费马问题，但更多地叫做费马最后
定理，我们把它简记为ＦＬＴ。中国为了区别费马小定
理，一般把它叫做费马大定理。

从费马研究丢番图的书到他逝世有３０年的时间，在
这种情况下，方程ｘｎ＋ｙｎ＝ｚｎ的解的定理无疑不是他的
最后定理。为什么这样叫呢？数学家们解释说，名字的
来源很大可能是费马提出很多数论命题，后来的数学家
经过长期努力，证明大部分是正确的，只有一个是错误
的。到１８４０年左右，只剩下ＦＬＴ没有被人证明，因此称
为最后定理。

费马猜想的难处

因为丢番图的《算术》仅论及有理数，所以费马的意
思是不存在有理数ｘ、ｙ、ｚ使式（１）成立。

如果ｘ、ｙ、ｚ可以取无理数，那么对于数对ｘ、ｙ，得到

ｚ＝
ｎ
ｘｎ＋ｙ槡 ｎ，即容易证明ＦＬＴ不成立。但是，如果式
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（１）存在有理数解，那么式（１）存在整数解，这是十分清楚
的。众所周知，如果有理数ｘ、ｙ、ｚ适合方程式（１），ｄ是
它们分母的最小公倍数，那么ｘｄ，ｙｄ，ｚｄ都是整数，并且

（ｘｄ）ｎ＋（ｙｄ）ｎ ＝（ｘ　ｎ ＋ｙ　ｎ）ｄ　ｎ ＝（ｚｄ）ｎ

因此，整数ｚｄ的ｎ次幂是两个整数ｘｄ与ｙｄ的ｎ次
幂的和。

此外，丢番图和费马都论及正数（在费马时期，负数
和零仍被怀疑）。因此，ｘ或ｙ为零的情况不言而喻也被
排除（例如，２５＋０５＝２５自然与ＦＬＴ相违）。当式（１）的
解ｘ，ｙ，ｚ中有零时，则称此解为平凡解。

现在，我 们 对 方 程 式 （１）做 一 些 讨 论。如 果
（ｘ，ｙ）＝ｄ，那么ｚ能被ｄ整除。

设ｘ＝ｄｘ１，ｙ＝ｄｙ１，ｚ＝ｄｚ１，则式（１）可写成
（ｄｘ１）ｎ＋（ｄｙ１）ｎ＝（ｄｚ１）ｎ

约去ｄｎ，得
ｘ１ｎ＋ｙ１ｎ＝ｚ１ｎ

其中ｘ１，ｙ１，ｚ１是正整数，并且（ｘ１，ｙ１）＝（ｘ１，ｚ１）＝
（ｙ１，ｚ１）＝１。其中，括号表示其中两数的公约数，例如
（８，６）＝２。因此，在式（１）中可假设ｘ，ｙ，ｚ两两互素。式
（１）的两两互素解，称为原始解。

如果对于正整数ｍ定理成立，并且ｎ＝ｌｍ，其中ｌ是
正整数，那么对于ｎ定理也成立。否则，如果ｘ，ｙ，ｚ是非
零整数，并且ｘｎ＋ｙｎ＝ｚｎ，那么（ｘ１）ｍ＋（ｙ１）ｍ＝（ｚ１）ｍ，同
假设矛盾。

设ｎ是一个大于２的整数。当ｎ为奇数时，ｎ一定
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能被一个奇素数整除。
当ｎ为偶数时，则ｎ＝２ｍ，其中ｍ是正整数；若ｍ是

奇数，ｍ必被一个奇素数整除，若 ｍ是偶数，则ｎ＝２ｍ
被４整除。由上述讨论可以得出结论：任何一个大于２
的整数ｎ，或是４的倍数，或是一个奇素数的倍数。

因此，证明ＦＬＴ，实际上只需证明：

ｘ４＋ｙ４＝ｚ４和ｘｐ＋ｙｐ＋＝ｚｐ，
其中ｐ是奇素数。若是两式都没有正整数解便可。

前者无解是容易证明的，后者无解的证明却是异常困
难的。

为了证明的方便，经常把ＦＬＴ分为下列两种情形：
第一种情形对于素指数ｐ，不存在整数ｘ，ｙ，ｚ，使

ｘｙｚ能被ｐ整除，且ｘｐ＋ｙｐ＝ｚｐ。
第二种情形对于素指数ｐ，不存在整数ｘ，ｙ，ｚ，使

ｘｙｚ能被ｐ整除，且ｘｐ＋ｙｐ＝ｚｐ。

３００多年过去了，费马猜想仍没有最后得到解决，它
难住了所有数学家，成为数学著名难题之一。
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最初的尝试

费马的错误

费马的遗著发表了，人们很想从中知道费马是怎样
证明ＦＬＴ的，但查遍了他所有的著作，结果使人们大失
所望。关于他的“奇妙的证明”，人们有各种猜测：有人认
为他根本没有给出证明；相反，有人却认为他给出过证
明，不过证明中有错误。前者认为，长期实践证明，用费
马时期的数学知识没法给出证明。后者的理由有四条：

从费马的品德和才智来说，他不会自我欺骗，并能给
出证明，这是其一。

其二，费马在同本书上还写了几个研究结果，如：

１．任何形如４ｎ＋１的素数可以唯一地表示成两个整
数的平方和，而４ｎ－１型素数则不能。

２．对于整数ｎ和素数ｐ，ｎ不能被ｐ整除，那么

ｎｐ－ｎ可以被ｐ整除，即费马小定理。
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３．ｘ２＋２＝ｙ３只有一个整数解ｘ＝５，ｙ＝３。这些结
论费马都没有写出证明，后来，数学家证明它们都是正
确的。

其三，费马自己证明了ｎ＝４情形的ＦＬＴ，使用的是
他发现的“无穷递降法”。后来发现无穷递降法对一般情
形不适用。从而得出结论：费马可能在这方面犯了错误，
而误认为发现了“奇妙的证明”。

最后，在数论的历史上，就是大数学家也难免犯错
误。正是“智者千虑，必有一失”。费马也不例外，他也曾
有过错误的猜想。例如，形如Ｆｎ＝２２ｎ＋１，＝０，１，２，…
的数叫费马数。１６４０年，费马验证了 Ｆ０＝３，Ｆ１＝５，
Ｆ２＝１７，Ｆ３＝２５７，Ｆ４＝６５５３７是素数后，就猜想：ｎ≥０
时，Ｆｎ都是素数，１７３２年欧拉证明

Ｆ５＝２２　３＋１＝６４１×６７００４１７
即６４１能被Ｆ５整除，从而否定了这个猜想。
总之，各种猜测虽说法不一，但共同点是一个，都认

为费马没有给出ＦＬＴ的证明。现在看来，论证这个历史
悬案对我们并不重要，而现代人的任务是如何解决
ＦＬＴ。自此，科学家踏上了征服ＦＬＴ的漫长且艰难的
历程。

备受关注

ＦＬＴ开始并没有引起人们瞩目，在一些著名数学家
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受挫后，才普遍引起人们的重视。许多知名数学家都研
究过它，他们中有欧拉、勒让德、高斯、阿贝尔、狄利克雷、
拉梅、柯西和库麦等，有的人为此献出毕生精力，早期的
库麦和近代的范迪弗就是其中的两位。据说林德曼在
１８８２年证明π是超越数（人们把不是代数数的数称为超
越数，至于代数数的定义将在后文论及）后，也终身从事
ＦＬＴ的研究。

数学家继往开来，不畏劳苦，奋勇攻坚，在解决ＦＬＴ
上取得了很大成绩，并且发现了一些新方法和新理论，数
学家也从中得到了磨练和启迪。

费马在给朋友卡卡维的信中说，他已用无穷递降法
证明了ｎ＝４情形。但信中没有给出证明的细节。

１６７６年，贝西在费马的少量提示下，也给出这个情
形的证明，论文刊在他死后出版的《论直角三角形的数学
性质》一书中。

所谓无穷递降法，这里必须作一下粗略地解释：假设
某一个方程ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）＝０有整数解ａ，ｂ，ｃ，并且ｃ＞０，方
法正是求另外的整数解ａ′，ｂ′，ｃ′，使０＜ｃ′＜ｃ，多次重复
这个过程，得到解ａ″，ｂ″，ｃ″，并且０＜ｃ″＜１。这是不合理
的。无穷递降法不是别的，只不过是自然数的良序原理
也叫最小数原理，其内容为自然数列中任意一个非空子
列必有最小数（也叫最小数原理，其内容为自然数列中任
意一个非空子列必有最小数）。莱布尼茨（１６７８年）和欧
拉（１７３８年）也给出了这种情形的证明。

ｎ＝３的情形，早在９７２年阿拉伯人胡坚迪已经知

—９—



费
马
猜
想

道，但他的证明有缺陷。１７７０年欧拉首先给出这个特例
的证明，不过这个证明不是很完全。他引进了一种形如

槡ａ＋ｂ －３（ａ，ｂ是整数）的数。这种数与整数有许多相
似性质。欧拉发挥巨大想象力和创造力，用类别的方法，

它假定整数的一些性质对 槡ａ＋ｂ －３型数也成立，从而
推出ｎ＝３时ＦＬＴ成立。

问题就出在这个假设上。大家知道，在整数中素因
数唯一分解定理成立，即任何大于１的整数，如果不计素
因数的次序，有且只有一种方法分解成素因数的乘积。
由此可以推出，当两个互素的整数的乘积是某一个数的
ｎ次幂时，只有当其中每一个整数都是ｎ次幂才行。欧

拉假定这种性质对于 槡ａ＋ｂ －３也成立，再由此进行推
理，最终做出证明。

事实上，整数与 槡ａ＋ｂ　５－３型数虽然有着许多相同
的性质，但还有许多不同的性质，这就是欧拉的假定不够
慎重的地方。但是，对于ｎ＝３情形，只要作些修补，实质
上欧拉还是证明了ＦＬＴ。

欧拉的方法对以后的研究有很大启发性。稍后一些
时候，数学家们致力于证明的基础研究，得到了一些有益
成果。高斯给出了ｎ＝３情形的另外一个证明。

１９世纪２０年代，许多法国和德国数学家试图证明
ＦＬＴ。１８２３年，７１岁高龄的勒让德给出ｎ＝５情形的证
明。１８２５年，年仅２０岁的狄利克雷宣读一篇论文，他试
图证明ｎ＝５情形。事实上，他的证明不完全，这一点被
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