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内容提要

本书通过对线性代数中的行列式、n 维向量、矩阵、线性方程组、相似矩阵
及二次型、线性空间与线性变换等内容的 180 道典型例题进行分析和求解，揭
示了线性代数的解题方法与技巧． 每章之后还精选了一份目标测试题作为自
我检查之用，使学生通过练习提高基本运算、推理及应试能力． 本书是高等学
校理工科及经济管理类各专业学生学习线性代数课程的学习指导书，也可作
为考研及自学考试的复习参考资料，并可供高等学校数学教师及科技工作者
作参考．
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前 言

线性代数是高等学校理工科和经济管理类学科等有关专业的一门重要基
础课，它不但是其他数学课程的基础，也是物理、力学、电路、运筹学等课程的
基础．此外，由于计算机的飞速发展和广泛应用，使许多实际问题可以通过离
散化的数值计算得到定量的解决，于是作为处理离散问题的线性代数，已成为
从事科学研究和工程计算的科技人员必备的数学基础．

本书是按照教育部“线性代数课程的基本要求”和“全国工学、经济学硕士
研究生数学考试大纲”的要求而编写的，通过对线性代数中的行列式、n 维向
量、矩阵、线性方程组、相似矩阵及二次型、线性空间与线性变换等内容的 180
道典型例题进行分析和求解，揭示了线性代数的解题方法与技巧．其中一部分
例题选自全国硕士研究生入学考试数学试题，并在每道题前面标明了试题的
年份及类别，尤其是对近五年的数学考研试题进行了分析，并给出了详细的解
题过程．每章之后还精选了一份目标测试题作为自我检查之用，使学生通过练
习提高基本运算、推理及应试能力．

全书共分 6 章，参加编写工作的有刘二根、胡新根、廖国勇、邓黎、宋庆华、
周凤麒，由刘二根对全书进行审稿和统稿．

本书是高等学校理工科和经济学科等有关专业学生学习线性代数课程的
学习指导书，也可作为考研及自学考试的复习参考资料，并可供大专院校数学
教师及其他有关人员作参考．

由于编者水平有限，缺点错误在所难免，恳请读者批评指正．

编 者
2010 年 5 月

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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第一章

行 列 式

内容提要

●行列式概念

n阶行列式: n阶行列式是用特定的符号

Dn =

a11 a12 … a1n

a21 a22 … a2n

an1 an2 … a
………………

nn

表示由 n × n个数 aij ( i，j = 1，2，…，n) 确定的一个数．其中数 aij称为行列式的
第 i行、第 j列元素． a11，a22，…，ann形成行列式的主对角线，a1n，a2，n－1，…，an1形
成另一条对角线．从 Dn 中划去第 i行第 j列后，剩下的( n － 1) × ( n － 1) 个元
素组成的 n － 1阶行列式称为 aij的余子式，记为Mij ．而Aij = ( － 1) i +jMij称为 aij

的代数余子式． n阶行列式 Dn 的值由下面的归纳法定义，即:
当 n = 1 时，D1 = | a11 | = a11 ;
假定 n － 1阶行列式的值已经定义，则Mij的值随之确定，且 n阶行列式 Dn

的值为
Dn = a11M11 － a12M12 + … + ( － 1) 1+ja1jM1j + … + ( － 1) 1+na1nM1n，

或 Dn = a11A11 + a12A12 + … + a1jA1j + … + a1nA1n ．
对角行列式:对角线以外的元素全为零的行列式称为对角行列式，其形式

为
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a11 0 … 0

0 a22 … 0

0 0 … a
………………

nn

和

0 … 0 a1n

0 … a2，n－1 0

an1 …
…………………

0 0

．

三角形行列式:对角线以下( 上) 的元素全为零的行列式称为上( 下) 三角
行列式，其形式为

a11 a12 … a1n

0 a22 … a2n

0 0 … a
………………

nn

和

a11 0 … 0

a21 a22 … 0

an1 an2 … a
………………

nn

;

a11 … a1，n－1 a1n

a21 … a2，n－1 0

an1 …
…………………

0 0

和

0 … 0 a1n

0 … a2，n－1 a2n

an1 … an，n－1 a
…………………

nn

．

转置行列式:将行列式 D的行列互换所得到的行列式称为 D 的转置行列
式，记为 D' 或 DT．

●行列式性质

性质 1 行列式与它的转置行列式相等;
性质 2 互换行列式的两行( 列) ，行列式的值变号;
性质 3 如果行列式有两行( 列) 完全相同，则行列式的值为零;
性质 4 行列式的某一行( 列) 中所有元素都乘以同一个数 k，等于用数 k

乘以该行列式;
性质 5 行列式的某一行( 列) 中所有元素的公因子可以提到行列式符号

之外;
性质 6 如果行列式中有两行( 列) 对应元素成比例，则行列式的值为零;
性质 7 如果行列式的某一行( 列) 的所有元素都是两个数之和，则该行

列式可写成两个行列式之和，即
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a11…( a1i + a'
1i) …a1n

a21…( a2i + a'
2i) …a2n

an1…( ani + a'
ni) …a

…………………

nn

=

a11…a1i…a1n
a21…a2i…a2n

an1…ani…a
…………

nn

+

a11…a'
1i…a1n

a21…a'
2i…a2n

an1…a'
ni…a

…………

nn

;

性质 8 行列式的某一行( 列) 各元素乘以同一个数加到另一行( 列) 的
对应元素上去，行列式的值不变，即

………………
ai1 ai2 … ain

………………
aj1 aj2 … ajn

………………

=

………………………………………
ai1 + kaj1 ai2 + kaj2 … ain + kajn

………………………………………
aj1 aj2 … ajn

………………………………………

．

行列式按行( 列) 展开定理:行列式等于它的任一行( 列) 的各元素与其对
应的代数余子式乘积之和．

行列式任意一行( 列) 的各元素与另一行( 列) 的对应元素的代数余子式
乘积之和为零．即

∑
n

k = 1
aikAjk = D i = j，

0 i≠{ j．

∑
n

k = 1
akiAkj = D i = j，

0 i≠{ j．

●克莱姆法则

设线性方程组
a11x1 + a12x2 + … + a1nxn = b1，

a21x1 + a22x2 + … + a2nxn = b2，

an1x1 + an2x2 + … + annxn = bn

………………………………










．

若其系数行列式

D =

a11 a12 … a1n

a21 a22 … a2n

an1 an2 … a
………………

nn

≠ 0，
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则线性方程组有且只有唯一解，其解为

x1 =
D1

D，x2 =
D2

D，…，xn =
Dn

D ．

其中 Dj ( j = 1，2，…，n) 是将系数行列式 D中第 j列的元素用常数项 b1，b2，…，
bn 代替后所得到的行列式，即

Dj =

a11 … a1，j －1 b1 a1，j +1 … a1n

a21 … a2，j －1 b2 a2，j +1 … a2n

an1 … an，j －1 bn an，j +1 … a
……………………………………

nn

．

齐次线性方程组
a11x1 + a12x2 + … + a1nxn = 0，

a21x1 + a22x2 + … + a2nxn = 0，

an1x1 + an2x2 + … + annxn = 0
………………………………










．

有非零解的充分必要条件是其系数行列式 D = 0．

●特殊行列式的计算

上( 下) 三角形行列式:

a11 a12 … a1n

0 a22 … a2n

0 0 … a
………………

nn

= a11a22…ann，

a11 0 … 0

a21 a22 … 0

an1 an2 … a
………………

nn

= a11a22…ann ．

a11 … a1，n－1 a1n

a21 … a2，n－1 0

an1 …
…………………

0 0

= ( － 1)
( n－1) n

2 a1na2，n－1…an1，
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0 … 0 a1n

0 … a2，n－1 a2n

an1 … an，n－1 a
…………………

nn

= ( － 1)
( n－1) n

2 a1na2，n－1…an1 ．

准三角行列式:
a11 … a1n 0 … 0

an1 … ann 0 … 0

c11 … c1n b11 … b1m

cm1 … cmn bm1 … b

……………………

……………………

mm

=
a11 … a1n

an1 … a
………

nn

·
b11 … b1m

bm1 … b
………

mm

，

a11 … a1n c11 … c1m

an1 … ann cn1 … anm

0 … 0 b11 … b1m

0 … 0 bm1 … b

……………………

……………………

mm

=
a11 … a1n

an1 … a
………

nn

·
b11 … b1m

bm1 … b
………

mm

．

c11 … c1m a11 … a1n

cn1 … cnm an1 … ann

b11 … b1m 0 … 0

bm1 … bmm 0 …

…………………

…………………
0

= ( － 1) mn

a11 … a1n

an1 … a
……

nn

·
b11 … b1m

bm1 … b
………

mm

，

0 … 0 a11 … a1n

0 … 0 an1 … ann

b11 … b1m c11 … c1n

bm1 … bmm cm1 … c

…………………

…………………

mn

= ( － 1) mn

a11 … a1n

an1 … a
……

nn

·
b11 … b1m

bm1 … b
………

mm

．
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范德蒙行列式:
1 1 1 … 1
x1 x2 x3 … xn

x21 x22 x23 … x2n

xn－1
1 xn－1

2 xn－1
3 … xn－1

…………………………

n

= ∏
1≤j ＜ i≤n

( xi － xj ) ．

例题分析

例 1 写出下列行列式中元素 a11，a23，a33 的余子式及代数余子式．

( 1)
1 － 1 2
3 － 1 0

－ 2 2 4
; ( 2)

1 － 1 2 3
3 － 1 0 4

－ 2 2 4 1
1 7 8 － 2

．

解 ( 1) 元素 a11，a23，a33 的余子式分别为

M11 = － 1 0
2 4

， M23 = 1 － 1
－ 2 2

， M33 = 1 － 1
3 － 1

．

相应的代数余子式分别为
A11 = M11， A23 = － M23， A33 = M33 ．

( 2) 元素 a11，a23，a33 的余子式为

M11 =
－1 0 4
2 4 1
7 8 －2

， M23 =
1 －1 3

－2 2 1
1 7 －2

， M33 =
1 －1 3
3 －1 4
1 7 －2

．

相应的代数余子式分别为
A11 = M11， A23 = － M23， A33 = M33 ．

例 2 用行列式定义计算下列行列式．

( 1)
1 2 3
3 1 2
2 3 1

; ( 2) Dn =

0 1 0 … 0
0 0 2 … 0

0 0 0 … n － 1
n 0 0 …

…………………

0

．
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解 ( 1) 由行列式的定义，得
1 2 3
3 1 2
2 3 1

= 1 × 1 2
3 1

－ 2 × 3 2
2 1

+ 3 × 3 1
2 3

= 1 × ( － 5) － 2 × ( － 1) + 3 × 7
= 18．

( 2) 由行列式的定义，得

Dn = ( － 1) 1+2 × 1 ×

0 2 … 0

0 0 … n － 1
n 0 …

………………

0

= ［( － 1) 1+2］2 × 2! ×

0 3 … 0

0 0 … n － 1
n 0 …

………………

0
= ……

= ［( － 1) 1+2］n－2 × ( n － 2) ! 0 n － 1
n 0

= ( － 1) n－1n! ．
例 3 已知 104、143、377 均能被 13 整除，不计算行列式的值，

试用行列式的性质证明:
1 0 4
1 4 3
3 7 7

能被 13 整除．

分析 因为 104 = 1 × 100 + 0 × 10 + 4，143 = 1 × 100 + 4 × 10 + 3，377
= 3 × 100 + 7 × 10 + 7及行列式元素的特点，所以可将第一列乘以100、第二列
乘以 10 加到第三列，则第三列的三个元素分别为 104，143，377，于是利用行列
式的性质便可得到结论．

证 因为
1 0 4
1 4 3
3 7 7

=
1 0 104
1 4 143
3 7 377

= 13
1 0 8
1 4 11
3 7 29

，

又因为右端行列式的元素皆为整数，由行列式定义知其值为整数，故原行列式
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能被 13 整除．

例 4 设 D =

2 1 1 7
1 1 1 2

－ 1 2 3 5
7 9 － 1 4

，

( 1) 求 A44 ; ( 2) 利用( 1) 的结果求∑
4

k = 1
A4k ．

解 ( 1) A44 = ( － 1) 4+4
2 1 1
1 1 1

－ 1 2 3
=

r1－r2
1 0 0
1 1 1

－ 1 2 3
= 1．

( 2) 因为行列式的第二行的元素分别乘以第四行对应元素的代数余子式
相加，得

A41 + A42 + A43 + 2A44 = 0，
所以 A41 + A42 + A43 + A44 = － A44 = － 1．

例 5 设 D =

1 2 3 4 5
2 2 2 1 1
3 1 2 4 5
1 1 1 2 2
4 3 1 5 0

= 27，

求 A41 + A42 + A43 和 A44 + A45 ．
分析 如果先求出 A41，A42，A43 然后再相加求出 A41 + A42 + A43，则要计算

3 个四阶行列式，比较麻烦，本例可利用行列式第二行、第四行元素的特点及行
列式展开定理得到关于 A41 + A42 + A43 及 A44 + A45 的两个方程，通过解方程得
到所求的值．

解 由行列式展开定理，得
A41 + A42 + A43 + 2( A44 + A45 ) = 27，

2( A41 + A42 + A43 ) + A44 + A45 = 0{ ．
解上述方程组得

A41 + A42 + A43 = － 9，A44 + A45 = 18．
例 6 ( 2001．Ⅳ) 设行列式
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D =

3 0 4 0
2 2 2 2
0 － 7 0 0
5 3 － 2 2

，

求第四行各元素余子式之和．
解 以 Mij 表示 D中元素 aij 的余子式，考虑行列式

D1 =

3 0 4 0
2 2 2 2
0 － 7 0 0

－ 1 1 － 1 1

，

因为 D1 中第四行元素的余子式M41，M42，M43，M44 也是 D中第四行相应元素的
余子式 M41，M42，M43，M44，将 D1 按第四行展开，得
D1 = ( － 1) 4+1 ( － 1) M41 + ( － 1) 4+2M42 + ( － 1) 4+3 ( － 1) M43 + ( － 1) 4+4M44

= M41 + M42 + M43 + M44，
于是 D中第四行各元素余子式之和等于 D1 ．

不难求得 D1 = － 28，所以
M41 + M42 + M43 + M44 = － 28．

例 7 设 f( x) =
1 x － 1 2x － 1
1 x － 2 3x － 2
1 x － 3 4x － 3

，证明: 存在 ξ ∈ ( 0，1) ，使得

f '( ξ) = 0．
分析 要证明存在 ξ∈ ( 0，1) ，使得 f '( ξ) = 0，只要证明 f( x) 在区间

［0，1］上满足罗尔定理的条件．
证 因为 f( x) 为关于 x的二次多项式，故在区间［0，1］上连续，在区间

( 0，1) 内可导，又因为

f( 0) =
1 － 1 － 1
1 － 2 － 2
1 － 3 － 3

= 0， f( 1) =
1 0 1
1 － 1 1
1 － 2 1

= 0，

即有 f( 0) = f( 1) ．
由罗尔定理，可知存在 ξ∈ ( 0，1) ，使得 f '( ξ) = 0．
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例 8 计算行列式 D4 =

2 3 2 1
1 4 － 6 1
2 1 7 1

－ 1 0 1 2

．

解 方法 1 ( 化三角形行列式)

D4 =
r1r4

－

－ 1 0 1 2
1 4 － 6 1
2 1 7 1
2 3 2 1

=

r2+r1
r4－r3

r3+2r1
－

－ 1 0 1 2
0 4 － 5 3
0 1 9 5
0 2 － 5 0

=
r2r3

－ 1 0 1 2
0 1 9 5
0 4 － 5 3
0 2 － 5 0

=
r3－4r2

r4－2r2

－ 1 0 1 2
0 1 9 5
0 0 － 41 － 17
0 0 － 23 － 10

=
r3－2r4

－ 1 0 1 2
0 1 9 5
0 0 5 3
0 0 － 23 － 10

=
r4+4r3

－ 1 0 1 2
0 1 9 5
0 0 5 3
0 0 － 3 2

=
r3+2r4

－ 1 0 1 2
0 1 9 5
0 0 － 1 7
0 0 － 3 2

=
r4－3r3

－ 1 0 1 2
0 1 9 5
0 0 － 1 7
0 0 0 － 19

= － 19．
方法 2 ( 逐次降阶法)

D4 =
c3+c1

c4+2c1

2 3 4 5
1 4 － 5 3
2 1 9 5

－ 1 0 0 0

= ( － 1) × ( － 1) 4+1
3 4 5
4 － 5 3
1 9 5
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