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内 容 简 介
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前　　言

微积分是一门历史悠久的学科，是所有科学技术的基础，也是公民数学素

养中的基本素养之一，自然也就成为大学教育的基础内容．
近十几年来，中国的高等教育有了飞速的发展，无论是在校生规模，还是办

学模式都有非常大的改观．规模的扩大，办学层次的多元化就必然造成在校大

学生数学基础有非常大的差异，因材施教的特色教学就成为大学高等数学教学

的必须，而有特色的高质量的高等数学教材就自然而然地成为最迫切的需求．
本书就是根据编者近几年在全日制民办高校教学经验总结编写而成，从编写原

则、理论体系、概念的引入、定理的证明、实例和习题的选择、解题思路及计算的

处理，都既考虑到基础较差的学生，又兼顾希望考研的学生，使其既便于教师

教，也便于不同层次的学生学．本书可作为非重点全日制公办高校，全日制民办

高校及成人高校的工科专业高等数学教材．
本教材内容包括一元函数微分学，一元函数积分学，微分方程初步．全书共

６章：第１章：函数、极限与连续，由万细仔、张新文执笔；第２章：导数与微分，由

商晓阳执笔；第３章：微分中值定理与导数的应用，由邓炳茂、周志轩执笔；第４
章：不定积分，由王祥玲执笔；第５章：定积分及其应用，由蒋春玲执笔；第６章：

微分方程，由田检执笔．
本教材得到广州大学华软软件学院“精品课程”和“高等数学教学团队建

设”两个项目的资助，华软软件学院领导、广东道锋文化发展有限公司和北京邮

电大学出版社为本书的出版给予了大力的支持和帮助，在此一并表示感谢．
由于编者的经验和水平有限，教材中缺点和错误总是难免的，敬请专家和

读者不吝指正．

编　者
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第１章　函数、极限与连续

学 习 目 标

了解反函数、函数单调性、奇偶性、有界性、周期性的概念；无穷小、无穷大的概念；闭区
间上连续函数的性质；

理解函数、基本初等函数、复合函数、初等函数、分段函数的概念；函数极限的定义；无穷
小的性质；函数在一点连续、函数在区间上连续的概念；初等函数的连续性．掌握相同函数的
判断；复合函数的复合过程；复合函数的分解；反函数的求法；极限的四则运算法则；

会用函数关系描述实际问题；会对无穷小进行比较；
会用两个重要极限求极限；

会判断间断点的类型；会求连续函数和分段函数的极限．

函数是被广泛应用于自然科学、工程技术以及经济生活中的数学概念之一，其重要意义
远远超出了数学范围．函数作为相关变量之间的关系式，是运用数学模型研究实际问题的重
要手段．极限概念是研究变量在某一过程中的变化趋势时引出的，它是有限运算（初等数学）

过渡到无限运算（高等数学）的桥梁，是微积分的基础．微积分学中的重要概念———导数和积
分都是用极限表述的；微积分学中的很多定理也是用极限方法推导出来的．

１．１　函　　数

一、函数的概念

１．常量与变量

在日常生活、生产活动和经济活动中，经常遇到各种不同的量，例如：身高、气温、面积、

产量、收入、成本等等．这些量可分为两类，一类量在考查过程中不发生变化，只取一个固定
的值，我们把它称作常量，例如：圆周率π永远是个不变的量，飞机上的乘客数在飞行过程中
不会发生变化，一个国家的国土面积在一段时间内是固定不变的；光在真空中的传播速度也
是一个固定的量，这些都是常量；另一类量在考查过程中是变化的，可以取不同的数值，我们

·１·



称之为变量，例如：一天中的气温，飞机飞行过程中离地面的高度，离出发地、目的地的距离，

陨石下落过程中的速度等都是在不断变化的，它们都是变量．
在理解常量与变量时，应注意下面几点：
（１）常量变量依赖于所研究的过程，同一个量，在某个过程中可认为是常量，而在另一

个过程中则可能是变量，反过来也是同样的．例如：利率在一定时期内是固定的，而从长远来
看是变化的．

（２）从几何意义上讲，常量对应着实数轴上的定点，变量则对应着实数轴上的动点．
（３）一个变量所能取的数值的集合称作这个变量的变动区域．
有一类变量，如人数、货币数量，它们取有限或可数个点ｘ１，ｘ２，ｘ３，…，ｘｎ，…，我们称这

类变量为离散变量；还有一类变量，例如气温、时间，它们的取值可介于两个实数之间的任意
实数值，称作连续变量，连续变量的变动区域常用区间表示．

习惯上我们用ｘ，ｙ，ｚ，ｕ，ｖ，ｗ表示变量，用ａ，ｂ，ｃ，ｄ表示常量．

２．函数的概念

【例１－１－１】　某产品专卖店，场租和人工为１００　０００元，每件产品的进货价为３００元／件，

则该专卖店销售量ｘ（件）与总成本ｙ（元）之间有下面关系式：

ｙ＝１００　０００＋３００ｘ　（ｘ∈Ｎ）
显然，销售量ｘ取任何一个合理值，总成本ｙ就有一个确定值与它对应，我们说总成本

ｙ是销售量ｘ的函数．
【例１－１－２】　根据《税法》，广州市居民个人月收入ｘ（元）与其应纳个人所得税税额Ｔ

（元）之间的关系为：

Ｔ（ｘ）＝

０ ｘ≤３　５００
０．０３（ｘ－３　５００） ３　５００＜ｘ≤５　０００

０．１（ｘ－３　５００）－１０５　 ５　０００＜ｘ≤８　０００
０．２（ｘ－３　５００）－５５５　 ８　０００＜ｘ≤１２　５００
０．２５（ｘ－３　５００）－１　００５　 １２　５００＜ｘ≤３８　５００
０．３（ｘ－３　５００）－２　７５５　 ３８　５００＜ｘ≤５８　５００
０．３５（ｘ－３　５００）－５　５０５　 ５８　５００＜ｘ≤８３　５００
０．４５（ｘ－３　５００）－１３　５０５　 ｘ＞

烅

烄

烆 ８３　５００
居民的月收入ｘ取任意的值，其应纳个人所得税税额Ｔ就完全由ｘ 确定，我们说应纳

个人所得税税额Ｔ是个人月收入ｘ的函数．
上面两个例子有一个共同特点：就是两个变量之间存在一个对应关系式．
定义１－１－１　设ｘ和ｙ是两个变量，若变量ｘ在非空数集Ｄ 内任取一数值时，变量依照

某一规则ｆ总有一个确定的数值ｙ与之对应，则称变量ｙ为变量ｘ的函数，记作ｙ＝ｆ（ｘ），
这里，ｘ称作自变量，ｙ称作因变量或函数，ｆ是函数符号，它表示ｙ与ｘ 的对应规则．有时
函数符号也可以用其他字母来表示，如ｙ＝ｇ（ｘ）或ｙ＝Ｑ（ｘ）等．

集合Ｄ称作函数的定义域，相应的ｙ值的集合：Ｒ（ｆ）＝ ｆ（ｘ）ｘ∈｛ ｝Ｄ 称作函数的
值域．

当自变量ｘ在其定义域内取定某确定值ｘ０ 时，因变量ｙ按所给函数关系ｙ＝ｆ（ｘ）求出
·２·
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的对应值ｙ０ 称作当ｘ＝ｘ０ 时的函数值（或函数在ｘ０ 处的值），记作ｆ（ｘ０）或ｆ（ｘ）ｘ＝ｘ０．

【例１－１－３】　设ｆ（ｘ）＝ ７＋ｘ槡 ２，求ｆ（０），ｆ（３），ｆ（－３），ｆ（－ｘ）．

解： ｆ（０）＝ ７＋０槡 ２　＝槡７

ｆ（３）＝ ７＋３槡 ２　＝ 槡１６＝４

ｆ（－３）＝ ７＋（－３）槡 ２　＝ 槡１６＝４

ｆ（－ｘ）＝ ７＋（－ｘ）槡 ２ ＝ ７＋ｘ槡 ２ ＝ｆ（ｘ）

３．函数的表示

我们通常采用分析法（或称解析法、公式法）、图示法及表格法三种方法表示函数．
（１）分析法，两个变量之间的函数关系，通过公式或分析式子给出。如例１－１－１、

例１－１－２中的函数关系式．
（２）图示法，用坐标平面的曲线表示两个变量间函数关系的方法称作图示法．如气象站

用自动温度记录仪记录下来的某地一昼夜气温变化曲线就是气温与时间函数关系的图示法
表示．同样医疗仪器记录的脑电波、心电图也是用图示法表示用于诊断的变量之间的函数关
系式．

（３）表格法，用表格列出自变量中的一系列值与其对应的函数值的表示方法称作表格
法．如水稻种植中产量与施肥量的函数关系可通过试验中不同施肥量与对应产量的表格来
表示．

４．函数的定义域及相同的函数

实际中的函数往往指定了自变量的取值范围，即给定了定义域。但从数学上考虑，对给
定的函数表达式，使式子有意义ｘ 的取值范围可能大于实际问题中的ｘ 取值范围，如
例１－１－１中，实际问题中的ｘ必须是非负整数，而数学式子：ｙ＝１００　０００＋３００ｘ则对所有ｘ∈
Ｒ都有意义．

定义１－１－２　使函数表达式ｙ＝ｆ（ｘ）有意义的ｘ的最大取值范围称作函数ｙ＝ｆ（ｘ）的
自然定义域．

从定义知，求一个函数的自然定义域，就是将实轴去掉函数没有意义的点，即满足下述
条件点的交集：（１）分式中使分母不为零的点；（２）开偶数次方中，使根式内式子为非负的点；
（３）对数函数中使真数大于零的点；（４）ａｒｃｓｉｎ　ｕ，ａｒｃｃｏｓ　ｕ中使 ｕ ≤１的点；（５）ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）中
使式子有意义且ｆ（ｘ），ｇ（ｘ）不同时为零的点．

【例１－１－４】　函数ｙ＝５ｌｎ（ｘ２＋ｘ－２）－２ａｒｃｓｉｎ２ｘ－１３
的自然定义域为Ｄ＝ ．

解：Ｄ由满足下述二个条件的点组成：

ｘ２＋ｘ－２＞０
２ｘ－１
３ ≤

烅
烄

烆 １

即Ｄ＝（１，２］故填上（１，２］即可．
定义１－１－３　设函数ｙ＝ｆ（ｘ），ｚ＝ｇ（ｕ）是两个分别定义在Ｄ１，Ｄ２ 上的函数，如果Ｄ１＝

Ｄ２，且对任意ｘ∈Ｄ１＝Ｄ２，都有ｆ（ｘ）＝ｇ（ｘ），则称两个函数是相同的．
从定义不难看出，两个相同的函数具有相同的定义域和相同的对应法则．因而要判断两

·３·

第１章　函数、极限与连续



个函数是否相同，首先检验它们的定义域是否相同，其次再看它们的对应法则是否一致（对
解析式进行恒等变形，看看表达式是否一致）．

【例１－１－５】　下列函数对中，表示相同函数的是（　　）．

（Ａ）ｆ（ｘ）＝ｘ与ｇ（ｘ）＝ ｘ槡 ４

ｘ

（Ｂ）ｆ（ｘ）＝ｘ与ｇ（ｘ）＝ ｘ槡 ２

（Ｃ）ｆ（ｘ）＝ｘ与ｇ（ｘ）＝（槡ｘ）
２

（Ｄ）ｆ（ｘ）＝ｘ＋ １＋ｘ槡 ２与ｇ（ｘ）＝ １
１＋ｘ槡 ２－ｘ

解：正确的选择是Ｄ，故在括号中填Ｄ．

（Ａ）ｆ（ｘ）＝ｘ的定义域为Ｄ１＝（－∞，＋∞），而ｇ（ｘ）＝ ｘ槡 ４

ｘ
的定义域为Ｄ２＝（－∞，

０）∪（０，＋∞），定义域不同，故两个函数不同．

（Ｂ）ｆ（ｘ）＝ｘ与ｇ（ｘ）＝ ｘ槡 ２的定义域相同，都是（－∞，＋∞）但ｇ（ｘ）＝（ ｘ槡 ２）＝
ｘ ，当ｘ＜０时ｆ（ｘ）≠ｇ（ｘ），对应法则不同，故两个函数也不同．

（Ｃ）ｆ（ｘ）＝ｘ的定义域Ｄ１＝（－∞，＋∞），而ｇ（ｘ）＝（槡ｘ）
２ 的定义域为Ｄ２＝［０，

＋∞），故两个函数还是不同．

（Ｄ）因为ｘ２＋１＞０，且 ｘ２槡 ＋１－ｘ≠０故ｆ（ｘ），ｇ（ｘ）的定义域都是（－∞，＋∞），对

ｇ（ｘ）的分母进行有理化有：

ｇ（ｘ）＝ １
ｘ２槡 ＋１－ｘ

＝ ｘ２槡 ＋１＋ｘ
（ｘ２槡 ＋１－ｘ）（ｘ２＋１＋槡 ｘ）

＝ ｘ２槡 ＋１＋ｘ＝ｆ（ｘ），因而Ｄ是正

确的选择．
【例１－１－６】　下列函数对中，表示不同的函数的是（　　）．
（Ａ）ｆ（ｘ）＝１与ｇ（ｘ）＝ｓｉｎ２　ｘ＋ｃｏｓ２　ｘ
（Ｂ）ｆ（ｘ）＝ｘ与ｇ（ｕ）＝ｌｎ　ｅｕ

（Ｃ）ｆ（ｘ）＝π２
与ｇ（ｘ）＝ａｒｃｓｉｎ　ｘ＋ａｒｃｃｏｓ　ｘ

（Ｄ）ｆ（ｘ）＝ｌｎ　ｓｅｃ　ｘ＋ｔａｎ　ｘ 与ｇ（ｘ）＝－ｌｎ　ｓｅｃ　ｘ－ｔａｎ　ｘ
解：正确的选择应为Ｃ，故在括号中填Ｃ．
（Ａ）由三角恒等式易知ｆ（ｘ）＝ｇ（ｘ）．
（Ｂ）显然ｆ（ｘ）＝ｘ与ｇ（ｕ）＝ｌｎ　ｅｕ 的定义域都是（－∞，＋∞），而对任意ｘ∈（－∞，

＋∞），有：ｇ（ｘ）＝ｌｎ　ｅｘ＝ｘｌｎ　ｅ＝ｘ＝ｆ（ｘ），故ｆ（ｘ）＝ｇ（ｘ）．

（Ｃ）显然ｆ（ｘ）＝π２
的定义域都是（－∞，＋∞），而ｇ（ｘ）＝ａｒｃｓｉｎ　ｘ＋ａｒｃｃｏｓ　ｘ的定义域

为：Ｄ＝［－１，１］，由此得ｆ（ｘ）≠ｇ（ｘ），故Ｃ是正确的选择．
（Ｄ）由三角恒等式：ｓｅｃ２　ｘ－ｔａｎ２　ｘ＝１，易得ｆ（ｘ）＝ｇ（ｘ）．

５．分段函数

对例１－１－２中给出的个税函数，个税额Ｔ与个人收入ｘ的表达式不能用一个统一的式
·４·
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子来表示，而必须根据ｘ的八个不同范围用八个不同的式子来表示．我们称这种将定义域
分成若干部分，对不同部分范围的ｘ，函数关系由不同的式子分段表达的函数称为分段
函数．

注：分段函数是由几个关系式合起来表示一个函数，而不是几个函数，对自变量ｘ在定
义域内的某个值，则有唯一个对应规则确定对应的ｙ值，分段函数的定义域是各段自变量
取值集合的并集．

【例１－１－７】　对例１－１－２中的税收函数，求：
（１）若某居民２０１３年８月份的应税收入为１０　０００元，则其应交个人所得税是多少？
（２）若某居民２０１３年８月份交个人所得税５　０００元，则其该月应税收入是多少？
（３）函数的定义域．
解：（１）由ｘ＝１０　０００，８　０００＜ｘ＝１０　０００＜１２　５００
故Ｔ（１０　０００）＝０．２（１０　０００－３　５００）－５５５＝７４５（元）
（２）因为Ｔ（１２　５００）＝０．２（１２　５００－３　５００）－５５５＝１　２４５＜５　０００，故居民月收入ｘ＞

１２　５００，而Ｔ（３８　５００）＝０．２５（３８　５００－３　５００）－１　００５＝７　７４５＞５　０００，故居民月收入ｘ＜
３８　５００，所以：５　０００＝Ｔ（ｘ）＝０．２５（ｘ－３　５００）－１００５，解得：ｘ＝２７　５２０（元）．

（３）Ｄ＝［０，３　５００］∪（３　５００，５　０００］∪（５　０００，８　０００］∪…∪（８３　５００，＋∞）＝［０，＋∞）

二、函数的基本性态

我们比较感兴趣的几种函数基本性态是：有界性、单调性、奇偶性和周期性．

１．函数的有界性

定义１－１－４　设函数ｙ＝ｆ（ｘ）在集合Ｄ 上有定义，如果存在一个正数 Ｍ，对于所有的

ｘ∈Ｄ，恒有 ｆ（ｘ）≤Ｍ，则称函数ｆ（ｘ）在Ｄ 上是有界的．如果不存在这样的正数Ｍ，则称

ｆ（ｘ）在Ｄ上是无界的．

图１－１－１

例如，ｙ＝３ｓｉｎ　ｘ－２ｃｏｓ　ｘ＋４在其定义域（－∞，＋∞）内，都有

３ｓｉｎ　ｘ－２ｃｏｓ　ｘ＋４ ≤３ｓｉｎ　ｘ ＋２ｃｏｓ　ｘ ＋４≤９
所以ｙ＝３ｓｉｎ　ｘ－２ｃｏｓ　ｘ＋４在（－∞，＋∞）内是有界的．

函数ｙ＝１ｘ
在（０，＋∞）内是无界的．

函数ｙ＝ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］有界的几何意义是：曲线ｙ＝
ｆ（ｘ）在区间［ａ，ｂ］内部分限制在ｙ＝－Ｍ 和ｙ＝Ｍ 两条直
线之间（如图１－１－１所示）。函数在（ａ，ｂ）无界的几何意义
是：不管多大的Ｍ，在直线ｙ＝－Ｍ，ｙ＝Ｍ 外都有曲线ｙ＝
ｆ（ｘ）上的点（ｘ０，ｆ（ｘ０）），其中，ｘ０∈（ａ，ｂ）．

对函数的有界性，要注意以下两点：
（１）当函数ｙ＝ｆ（ｘ）在区间［ａ，ｂ］内有界时，正数 Ｍ

的取法不是唯一的．如在（－∞，＋∞）内有界的函数ｙ＝
３ｓｉｎ　ｘ－２ｃｏｓ　ｘ＋４，Ｍ 可取９，也可取任意大于９的实数；

（２）有界性是依赖于区间的。例如ｙ＝１ｘ
在（０，＋∞）
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内是无界的，但在（１，＋∞）内则是有界的．

２．函数的单调性

定义１－１－５　设函数ｙ＝ｆ（ｘ）在数集Ｄ上有定义，如果对Ｄ上任意两点ｘ１，ｘ２ 满足ｘ１＜

ｘ２，都有ｆ（ｘ１）＜ｆ（ｘ２）（或ｆ（ｘ１）＞ｆ（ｘ２））则称ｆ（ｘ）在Ｄ上是单调增加（或单调减少）．
函数ｆ（ｘ）在数集Ｄ上单调增加，单调减少统称为函数ｆ（ｘ）在数集Ｄ 上单调，如果Ｄ

是区间，则称该区间为ｆ（ｘ）的单调区间．
单调增加函数的图形是沿ｘ轴的正向上升的曲线（图１－１－２），单调减少函数的图形是

沿ｘ轴正向下降的曲线（图１－１－３）．

图１－１－２

　　　

图１－１－３

【例１－１－８】　讨论函数ｙ＝２ｘ２＋１的单调性．
解：令ｆ（ｘ）＝２ｘ２＋１，则ｆ（ｘ）的定义域为（－∞，＋∞）

对任意ｘ１＜ｘ２≤０，有ｆ（ｘ１）＝２ｘ２１＋１＞２ｘ２２＋１＝ｆ（ｘ２），所以ｆ（ｘ）＝２ｘ２＋１在（－∞，

０］内单调减少．
对任意０≤ｘ１＜ｘ２，有ｆ（ｘ１）＝２ｘ２１＋１＜２ｘ２２＋１＝ｆ（ｘ２），所以ｆ（ｘ）＝２ｘ２＋１在（０，

＋∞）内单调增加．
注：利用ｙ＝２ｘ２＋１的图像很容易观察出上述结论．

３．函数的奇偶性

定义１－１－６　如果数集 Ｄ 满足：对任意ｘ∈Ｄ，都有－ｘ∈Ｄ，且函数ｆ（ｘ）满足：

ｆ（－ｘ）＝－ｆ（ｘ）（或ｆ（－ｘ）＝ｆ（ｘ））则称ｆ（ｘ）是数集Ｄ上的奇函数（或偶函数）．
【例１－１－９】　下列函数中，不是奇函数的是（　　）．

（Ａ）ｆ（ｘ）＝ １
ｅｘ＋１－（ ）１２ ｃｏｓｘ （Ｂ）ｆ（ｘ）＝ １－ ２

ｅｘ（ ）＋１
（１＋ｘ２）

（Ｃ）ｆ（ｘ）＝ １
ｅｘ＋１－（ ）１２ ｓｉｎ　ｘ （Ｄ）ｆ（ｘ）＝ｌｎ　 ｘ２槡 ＋１＋（ ）ｘ

解：正确的选择应为Ｃ，故在括号填Ｃ．

对于（Ａ）ｆ（－ｘ）＝ １
ｅ－ｘ＋１－（ ）１２ ｃｏｓ（－ｘ）＝ ｅｘ

ｅｘ＋１－（ ）１２ ｃｏｓ　ｘ＝ （ｅｘ＋１）－１
ｅｘ＋１ －［ ］１２ ｃｏｓｘ

＝ １
２－

１
ｅｘ（ ）＋１ｃｏｓ　ｘ＝－

１
ｅｘ＋１－（ ）１２ ｃｏｓ　ｘ＝－ｆ（ｘ）

所以ｆ（ｘ）为奇函数。同理可验证（Ｂ）、（Ｄ）中ｆ（ｘ）的也是奇函数，只有（Ｃ）是正确的选择．
【例１－１－１０】　下列函数中，是偶函数的是（　　）．
·６·
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（Ａ）ｆ（ｘ）＝１２
（ｅｘ－ｅ－ｘ） （Ｂ）ｆ（ｘ）＝ １

ｅｘ＋１－（ ）１２ ｓｉｎｘ
（Ｃ）ｆ（ｘ）＝（１＋ｘ２）ｅ

ｘ－１
ｅｘ＋１

（Ｄ）ｆ（ｘ）＝ ｘ２槡 ＋１＋ｘ

解：正确的选择应为Ｂ，故在括号填Ｂ．
对于（Ｂ）中的ｆ（ｘ）有

ｆ（－ｘ）＝ １
ｅ－ｘ＋１

－（ ）１２ ｓｉｎ（－ｘ）
＝ ｅｘ

ｅｘ＋１
－（ ）１２ （－ｓｉｎ　ｘ）＝

（ｅｘ＋１）－１
ｅｘ＋１

－［ ］１２ （－ｓｉｎ　ｘ）

＝ １
２－

１
ｅｘ＋（ ）１ （－ｓｉｎ　ｘ）＝ １

ｅｘ＋１
－（ ）１２ ｓｉｎ　ｘ＝ｆ（ｘ）

故ｆ（ｘ）是偶函数．
可以直接验证（Ａ）、（Ｃ）中的ｆ（ｘ）为奇函数，而（Ｄ）中的ｆ（ｘ）为非奇非偶函数，只有

（Ｂ）是正确的选择．
奇函数的图像关于原点对称（图１－１－４），偶函数的图像关于ｙ轴对称（图１－１－５）．

图１－１－４

　　　

图１－１－５

４．函数的周期性

定义１－１－７　设函数ｙ＝ｆ（ｘ）在Ｄ 上有定义，如果存在正数Ｔ，使得对任意ｘ∈Ｄ，有
ｘ＋Ｔ∈Ｄ，且ｆ（ｘ＋Ｔ）＝ｆ（ｘ）恒成立，则称函数ｆ（ｘ）为周期函数，满足等式ｆ（ｘ＋Ｔ）＝
ｆ（ｘ）的最小正数Ｔ称为函数的周期．

例如：ｙ＝ｓｉｎ　ｘ，ｙ＝ｃｏｓ　ｘ是周期为２π的周期函数，ｙ＝ｔａｎ　ｘ，ｙ＝ｃｏｔ　ｘ是周期为π的周
期函数．

定理１－１－１　设函数ｙ＝ｆ（ｘ）是Ｄ 上周期为Ｔ 的周期函数，则函数Ｆ（ｘ）＝ｆ（ａｘ＋ｂ）

（其中：ａ，ｂ为常数，且ａ≠０）是周期为 Ｔａ
的周期函数．

根据定理，我们易知ｙ＝５ｓｉｎ（２ｘ－１）－６是周期为Ｔ＝２π２＝π
的周期函数．

三、复合函数与反函数

１．复合函数

引例：设某厂生产某种产品，产品销售收入ｙ是产量ｑ的函数，即ｙ＝Ｒ（ｑ）；而产量ｑ又
·７·
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是生产工时ｔ的函数，即ｑ＝ｑ（ｔ），则该厂销售收入是生产工时的函数，即：ｙ＝Ｒ［ｑ（ｔ）］．
定义１－１－８　设函数ｙ＝ｆ（ｕ）是 Ｄ１上的函数ｕ＝φ（ｘ）是 Ｄ２上的函数，如果 Ｄ＝

ｘ∈Ｄ｛ ２ φ（ｘ）∈Ｄ１ ≠｝，则任意ｘ∈Ｄ，ｘ→ｆ［φ（ｘ）］，就是定义在Ｄ 上的一个函数，称作

ｙ＝ｆ（ｕ）与ｕ＝φ（ｘ）的复合函数．记作ｙ＝ｆ［φ（ｘ）］，其中ｘ称作自变量，ｕ称为中间变量．
求两个函数ｙ＝ｆ（ｘ）与ｙ＝φ（ｘ）的复合函数ｙ＝ｆ［φ（ｘ）］，就是将ｕ＝φ（ｘ）代入ｙ＝

ｆ（ｕ）中．
【例１－１－１１】　设ｆ（ｘ）＝３ｘ＋２，φ（ｘ）＝ｘ

２－３，求（１）ｆ［φ（ｘ）］；（２）φ［ｆ（ｘ）］．
解：（１）将ｕ＝φ（ｘ）＝ｘ

２－３代入ｆ（ｕ）＝３ｕ＋２中得：

ｆ［φ（ｘ）］＝３φ（ｘ）＋２＝３（ｘ
２－３）＋２＝３ｘ２－７

（２）将ｕ＝ｆ（ｘ）＝３ｘ＋２代入φ（ｕ）＝ｕ
２－３中得：

φ［ｆ（ｘ）］＝ ［ｆ（ｘ）］
２－３＝ （３ｘ＋２）２－３＝９ｘ２＋１２ｘ＋１

从上例中可以看出，复合函数ｆ［φ（ｘ）］与φ［ｆ（ｘ）］不一定是相同函数．
实际问题中，有时会出现下面一类问题，就是已知ｕ＝φ（ｘ）和ｙ＝ｆ［φ（ｘ）］＝ｇ（ｘ），要

求出ｙ＝ｆ（ｘ）的表达式的问题．

【例１－１－１２】　已知ａ≠０，ｆ　ｘ＋
１（ ）ａｘ ＝ａ２　ｘ２＋１ｘ２

，则ｆ（ｘ）＝ ．

解：等价于：已知ｕ＝φ（ｘ）＝ｘ＋
１
ａｘ
和ｆ［φ（ｘ）］＝ａ

２　ｘ２＋１ｘ２
，求ｆ（ｘ）的问题．将

ｆ［φ（ｘ）］＝ａ
２　ｘ２＋１ｘ２＝ａ

２　 ｘ＋１（ ）ａｘ
２

－２［ ］ａ ＝ａ２φ
２（ｘ）－２ａ表示成φ（ｘ）的函数，再用ｕ代替

φ（ｘ）得：ｆ（ｕ）＝ａ
２　ｕ２－２ａ将自变量ｕ换成ｘ得

ｆ（ｘ）＝ａ２　ｘ２－２ａ

练习　（１）已知ｆ　ｘ－
１
２（ ）ｘ ＝４ｘ２＋１ｘ２

，则ｆ（ｘ）＝ ；

（２）已知ｆ　ｘ＋
２（ ）ｘ ＝１４ｘ

２＋１ｘ２
，则ｆ（ｘ）＝ ．

【例１－１－１３】　已知ａ≠０，ｆ（ｘ＋ａ）＝ｘ２＋２ｂｘ＋ｃ，则ｆ（ｘ）＝ ．
解：等价于：已知ｕ＝φ（ｘ）＝ｘ＋ａ和ｆ［φ（ｘ）］＝ｘ

２＋２ｂｘ＋ｃ，求ｆ（ｘ）的问题．
因为ｕ＝φ（ｘ）＝ｘ＋ａ，易得：ｘ＝ｕ－ａ，代入ｆ［φ（ｘ）］中有：

ｆ（ｕ）＝ （ｕ－ａ）２＋２ｂ（ｕ－ａ）＋ｃ
＝ｕ２－２ａｕ＋ａ２＋２ｂｕ－２ｂａ＋ｃ＝ｕ２＋２（ｂ－ａ）ｕ＋ｃ＋ａ２－２ｂａ

所以 ｆ（ｘ）＝ｘ２＋２（ｂ－ａ）ｘ＋ｃ＋ａ２－２ｂａ
练习　已知ｆ（ｘ＋２）＝ｘ２＋４ｘ＋２０，则ｆ（ｘ）＝ ．
在后面的函数求导时，经常需要将一个复杂的函数表示成若干个简单函数的复合，我们

称这一过程为复合函数的分解．
【例１－１－１４】　将下列复合函数分解：（１）ｙ＝ｓｉｎ２　ｘ；（２）ｙ＝ｅｓｉｎ

２ｘ．
解：（１）令ｕ＝ｓｉｎ　ｘ则ｙ＝ｓｉｎ２　ｘ是由ｙ＝ｕ２，ｕ＝ｓｉｎ　ｘ复合而成．
（２）ｙ＝ｅｓｉｎ

２ｘ是由ｙ＝ｅｕ，ｕ＝ｖ２，ｖ＝ｓｉｎ　ｘ复合而成．

２．反函数

引例：设某商品的市场需求量Ｑ与商品的价格Ｐ 之间存在关系：Ｑ＝３０　０００－５０Ｐ（需求
·８·
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