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前　言 １　　　　

前　言

　　为适应高等职业教育发展的新形势，按照“在基础课的教学中，要求以应

用为目的，以必需够用为度”的原则，我们认真总结了高等职业教育数学课教

改的经验并吸取国内同类教材的优点，组织编写了这套适用于高等职业院校

的《高等数学》教材．
在编写过程中，我们充分考虑到高等职业教育的特点及对人才培养目标

的要求，为了使教师好用，学生好学，特别在以下几个方面作了一定的努力：

１．强调概念、定理的背景分析和直观解释，不追求严格的论证和推导，代

之以几何说明、合情推理．

２．精选例题、习题和复习题．每节后的习题以反映基本概念、基本运算和

基本方法的题目为主，每章后的复习题以判断、选择、填空等客观性题目和较

综合的题目为主．

３．每章后配有本章小结，旨在帮助学生掌握基本要求，突破重点难点．

４．为提高学生利用计算机解决数学问题的能力，还增加了“ＭＡＴＬＡＢ使

用入门”一章，供教学时参考．
全书内容包括函数、极限与连续，导数与微分，导数的应用，不定积分，定

积分及其应用，常微分方程，多元函数微分学及其应用，无穷级数，行列式，概

率论基础和 ＭＡＴＬＡＢ使用入门．书后附有初等数学常用公式，常用平面曲

线，常用积分表，常用分布表及习题参考答案．本书标有＊号的内容为选学内容．
参加本书编写的有陕西邮电职业技术学院姚红梅（第一、二、三、五章），陕

西财经职业技术学院张拓（第四、九、十章），陕西工业职业技术学院高汝林（第

六、十一章），西安科技大学付巧峰（第七章），陕西经济管理职业技术学院张力

（第八章）．全书编写大纲及框架结构安排由姚红梅、张拓承担．另外，高汝林、

付巧峰和张力也承担了部分的统稿工作．
本书除可作为高等职业院校的教材外，也可作为成人高等学校、本科院校

的二级职业技术学院的《高等数学》教材，还可供工程技术人员参考．
由于编者水平有限，加之时间仓促，错误和疏漏之处在所难免，恳请使用

者批评指正，以便再版时进一步修订完善．

编　者

２０１０年夏
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第一章 　 函数、极限与连续 １　　　　

　　 初等数学的研究对象基本上是不变的量，而高等数学则以变量为研究对象 ．函数
是同一自然现象或技术过程中变量依从关系的反映．极限方法则是研究变量的一种基
本方法，是微积分学的重要工具．本章将在复习和加深函数有关知识的基础上，讨论函
数的极限和函数的连续性等问题．

§１．１　 函 　 数

一、函数的概念

１．函数的定义
在同一个自然现象或技术过程中，往往同时有几个变量在变化着，这几个变量并不是孤

立地在变，而是相互联系并遵循着一定的变化规律．
例如，在自由落体运动中，假定开始下落的时刻为ｔ＝０，那么下落时间ｔ与下落的距离ｓ之

间的相依关系由公式ｓ＝１２ｇｔ
２给定，其中ｇ是重力加速度，假定物体着地的时刻为Ｔ，那么变量

ｔ在闭区间［０，Ｔ］上任意取定一个数值时，由上式就可以确定下落距离ｓ这个变量的相应数值．
上例中变量ｔ与ｓ之间的这种依从关系就是我们将要讨论的函数．
定义１　 设有两个变量ｘ和ｙ，若当变量ｘ在实数的某一范围Ｄ 内，任意取定一个数值

时，变量ｙ按照某一对应法则ｆ，都有惟一确定的值与之对应，则称ｙ是ｘ的函数，记作

ｙ＝ｆ（ｘ），ｘ∈Ｄ
其中ｘ称为自变量，ｙ称为函数（或因变量）．自变量的取值范围Ｄ称为函数的定义域 ．当ｘ０
∈Ｄ时，与ｘ０对应的ｙ值称为函数ｙ＝ｆ（ｘ）在点ｘ０处的函数值，记作ｆ（ｘ０）．当ｘ取遍Ｄ
的各个数值时，对应的函数值全体组成的集合叫做函数的值域．

函数可以用解析式（公式）、图像或表格表示 ．今后，如无特别说明我们讨论的函数皆指
用解析式表示的函数．

在考虑实际问题时，应根据问题的实际意义来确定函数的定义域 ．如上例中函数的定义
域就是Ｄ＝ ［０，Ｔ］．当只给函数的解析式而没有实际背景时，其定义域就是指使解析式有意
义的自变量能取的一切实数值构成的集合．

例１　 求函数ｙ＝ １
４－ｘ２＋

ｘ＋槡 ２的定义域．

解 　 要使函数有意义，必须

４－ｘ２ ≠０且ｘ＋２≥０
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即ｘ≠±２且ｘ≥－２．因此，该函数的定义域为（－２，２）∪ （２，＋∞）．
两个函数当且仅当它们的定义域和对应法则都相同时，这两个函数才被认为是相同的．

例如，函数ｙ＝ｘ
２－１
ｘ－１

与ｙ＝ｘ＋１，由于它们的定义域不同，所以它们是不同的函数．

定义域和对应法则是确定函数的两个要素．
需要强调的是求函数值的关键在于弄清对应法则 ．对于一个已知函数必须会找它的对

应法则 ．如函数ｙ＝ｆ（ｘ）＝ｅ
ｘ＋ｅ－ｘ

ｅｘ－ｅ－ｘ
的对应法则为

ｆ（）＝ｅ
（　）＋ｅ－（　）

ｅ（　）－ｅ－（　）

２．分段函数
分段函数是指在自变量的不同取值范围内，用不同的表达式表示的函数 ．应特别注意，

用几个表达式表示的分段函数是一个函数，而不是几个函数 ．求分段函数的函数值时，应把
自变量的值代入相应的表达式中去计算．

例如，绝对值函数

ｙ＝ ｘ ＝
ｘ， ｘ≥０
－ｘ， ｘ＜｛ ０

符号函数

ｙ＝ｓｇｎｘ＝
１， 当ｘ＞０
０， 当ｘ＝０
－１， 当ｘ＜
烅
烄

烆 ０
及取整函数ｙ＝ ［ｘ］，其中［ｘ］表示不超过ｘ的最大整数，都是分段函数．

例２　 已知函数ｆ（ｘ）＝ 槡ｘ， ｘ≥０
－ｘ， ｘ＜
烅
烄

烆 ０
，求ｆ（４）和ｆ（－３）．

解 　 当ｘ≥０时ｆ（ｘ）＝槡ｘ，所以ｆ（４）＝槡４＝２，
当ｘ＜０时ｆ（ｘ）＝－ｘ，所以ｆ（－３）＝－（－３）＝３．

二、函数的几种特性

１．有界性
设函数ｆ（ｘ）的定义域为Ｄ，数集ＩＤ，如果存在一个正数Ｍ，对于Ｉ内的任一ｘ总有

ｆ（ｘ）≤Ｍ，则称ｆ（ｘ）在数集Ｉ上有界．

如ｆ（ｘ）＝ｓｉｎｘ在（－∞，＋∞）内有界，而ｇ（ｘ）＝ １ｘ
在（０，１）内无界，但在［１２

，＋∞）

内有界．
２．单调性
设函数ｆ（ｘ）的定义域为Ｄ，区间ＩＤ，若对于区间Ｉ内任意两点ｘ１，ｘ２，当ｘ１＜ｘ２时，

恒有ｆ（ｘ１）＜ｆ（ｘ２），则称ｆ（ｘ）在Ｉ上单调增加，区间Ｉ称为单调增区间 ．若恒有ｆ（ｘ１）＞
ｆ（ｘ２），则称ｆ（ｘ）在Ｉ上单调减少，区间Ｉ称单调减区间．

３．奇偶性
设函数ｆ（ｘ）的定义域Ｄ关于原点对称，若对于任意ｘ∈Ｄ，都有ｆ（－ｘ）＝ｆ（ｘ），则称
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ｆ（ｘ）为偶函数；若都有ｆ（－ｘ）＝－ｆ（ｘ），则称ｆ（ｘ）为奇函数．
４．周期性
函数ｆ（ｘ）的定义域为Ｄ，若存在不为零的数Ｔ，使得对于任一ｘ∈Ｄ，有（ｘ＋Ｔ）∈Ｄ且

ｆ（ｘ＋Ｔ）＝ｆ（ｘ）恒成立 ．则称ｆ（ｘ）为周期函数 ．通常说的函数的周期是指它的最小正周期．
注意 　 常值函数无最小正周期．

三、反函数

定义２　 设函数ｙ＝ｆ（ｘ）的定义域为Ｄ，值域为Ｗ，如果对于Ｗ 中的任一ｙ，由ｙ＝
ｆ（ｘ）能解出惟一的ｘ（ｘ＝φ（ｙ）），这时ｙ成了自变量，而ｘ成了因变量，我们称ｘ＝φ（ｙ）是

ｙ＝ｆ（ｘ）的反函数，ｆ（ｘ）称为直接函数 ．它们两者的图像显然是重合的．
习惯上自变量用ｘ表示，因变量用ｙ表示 ．因此常常把ｘ＝φ（ｙ）改写成ｙ＝φ（ｘ），称

ｙ＝φ（ｘ）为ｙ＝ｆ（ｘ）的反函数 ．这时它们的图像关于直线ｙ＝ｘ对称．

四、初等函数

１．基本初等函数
常值函数、幂函数、指数函数、对数函数、三角函数和反三角函数皆称为基本初等函数．

它们的定义域、值域、图像和特性如下页基本初等函数表（表中没有列出正割和余割函数，它
们的图像参见附录二）所示．
２．复合函数
定义３　 设ｙ是ｕ的函数ｙ＝ｆ（ｕ），ｕ是ｘ的函数ｕ＝φ（ｘ），而且当ｘ在φ（ｘ）的定义

域或该定义域的一部分取值时，所对应的ｕ的值使ｙ＝ｆ（ｕ）有定义，则称ｙ＝ｆ［φ（ｘ）］是ｘ
的复合函数，称ｕ为中间变量．

注意 　 不是任何两个函数都可以构成一个复合函数，例如ｙ＝ａｒｃｓｉｎｕ和ｕ＝２＋ｘ２就
不可能复合成一个复合函数 ．因为对于ｕ＝２＋ｘ２的定义域内的任何ｘ值所对应的ｕ值都使

ｙ＝ａｒｃｓｉｎｕ没有意义．
对于一个给定的复合函数，必须会分析清楚它的复合过程（即会将复合函数进行分解）．

掌握这种分析复合过程的方法，对将来求函数的导数和积分会带来很多方便．
例３　 指出下列复合函数的复合过程：

（１）ｙ＝
４
１＋ｘ槡 ２　　　　（２）ｙ＝ｃｏｓ２　ｘ　　　　（３）ｙ＝ｅａｒｃｔａｎ

１
槡ｘ

解 　 （１）ｙ＝
４
１＋ｘ槡 ２ 是由ｙ＝

４
槡ｕ与ｕ＝１＋ｘ２ 复合而成．

（２）ｙ＝ｃｏｓ２　ｘ是由ｙ＝ｕ２ 与ｕ＝ｃｏｓｘ复合而成．

（３）ｙ＝ｅａｒｃｔａｎ
１
槡ｘ 是由ｙ＝ｅｕ，ｕ＝ａｒｃｔａｎｖ和ｖ＝ １

槡ｘ
复合而成．

３．初等函数
由基本初等函数经过有限次的四则运算和有限次的复合步骤构成的并能用一个解析式

子表示的函数称为初等函数．

例如，ｙ＝ｃｏｓ（ｘ２＋２ｘ＋３）和ｔ＝ ｌｇ（ｘ２＋１槡 ）＋ｅ槡ｘ 都是初等函数．
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基本初等函数表

函数 定义域 值域 简单性质 图像

幂
函
数

ｙ＝ｘα

ｙ＝ｘ２　 Ｒ　 ｙ≥０
偶函数

ｘ＞０，递增
ｘ＜０，递减

ｙ＝ｘ３　 Ｒ　 Ｒ
奇函数
单调递增

ｙ＝ １ｘ ｘ≠０ ｙ≠０

奇函数
在区间
（－∞，０）
和（０，＋∞）
分别单调递减

ｙ＝槡ｘ　 ｘ≥０ ｙ≥０
非奇非偶
单调递增

指
数
函
数

ｙ＝ａｘ

（ａ＞０，
ａ≠１）

ａ＞１ Ｒ Ｒ＋
单调递增
过（０，１）

０＜ａ＜１ Ｒ Ｒ＋
单调递减
过（０，１）

对
数
函
数

ｙ＝ｌｏｇａｘ
（ａ＞０，
ａ≠１）

ａ＞１ Ｒ＋ Ｒ
单调递增
过（１，０）

０＜ａ＜１ Ｒ＋ Ｒ
单调递减
过（１，０）

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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　　 续表

函数 定义域 值域 简单性质 图像

三
角
函
数

ｙ＝ｓｉｎｘ　 Ｒ ［－１，１］
奇函数
有界
周期２π

ｙ＝ｃｏｓｘ　 Ｒ ［－１，１］
偶函数
有界
周期２π

ｙ＝ｔａｎｘ

ｘ∈Ｒ且
ｘ≠ｋπ＋
π
２

（ｋ∈Ｚ）

Ｒ
奇函数
周期π

ｙ＝ｃｏｔ　ｘ
ｘ∈Ｒ且
ｘ≠ｋπ
（ｋ∈Ｚ）

Ｒ
奇函数
周期π

反
三
角
函
数

ｙ＝ａｒｃｓｉｎｘ ［－１，１］
［－ π２

，

π
２
］

奇函数
单调递增
有界

ｙ＝ａｒｃｃｏｓｘ ［－１，１］ ［０，π］
单调递减
有界

ｙ＝ａｒｃｔａｎｘ　 Ｒ （－ π２
，π
２
）

奇函数
单调递增
有界

ｙ＝ａｒｃｃｏｔ　ｘ　 Ｒ （０，π）
单调递减
有界
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五、函数关系举例

例４　 有一个长方形铁皮，它两边的长为ａ和ｂ，从它的四个角截去相同的小方块，折成
一个无盖的盒子（如图１．１），求它的容积ｖ与高ｘ之间的函数关系．

解 　设截去的小方块的边长为ｘ，则折成的盒子的高为ｘ，底面长为ａ－２ｘ，宽为ｂ－２ｘ，
这时它的容积为

ｖ＝ （ａ－２ｘ）（ｂ－２ｘ）ｘ＝４ｘ３－２（ａ＋ｂ）２　ｘ２＋ａｂｘ

图１．１

　　　　　　　

图１．２

例５　 电脉冲发生器发出一个三角形的脉冲波（如图１．２）求电压ｕ（伏）和时间ｔ（微秒）
之间的函数关系．

解　在０到１０（微秒）这段时间内，电压ｕ由０直线上升到１５（伏），由图像知这条线段方
程是

ｕ＝１５１０ｔ＝１．５ｔ
，　　ｔ∈ ［０，１０］

在１０到２０（微秒）这段时间内，电压ｕ由１５（伏）直线下降到０，这条线段方程是

ｕ＝－１５１０ｔ＋３０＝－１．５ｔ＋３０
，　　ｔ∈ ［１０，２０］

归纳上面讨论的结果，函数ｕ＝ｕ（ｔ）可表示成下面的分段函数形式：

ｕ＝
１．５ｔ， ０≤ｔ＜１０
－１．５ｔ＋３０， １０≤ｔ≤｛ ２０

最后介绍后面几章要用到的δ－邻域的概念．
以ｘ０ 为中心，长度为２δ（δ＞０）的开区间（ｘ０－δ，ｘ０＋δ）称为ｘ０的δ邻域，可用不等式

ｘ－ｘ０ ＜δ来表示．ｘ０叫做邻域的中心，δ叫做邻域的半径 ．当ｘ０的δ邻域去掉中心ｘ０后，
称为ｘ０ 的δ空心邻域，可用不等式０＜ ｘ－ｘ０ ＜δ表示．

【习题１．１】

１．求下列函数的定义域

（１）ｙ＝ｌｇ（ｌｇｘ）　　　　　　　　　　　　　　 （２）ｙ＝ １
１－ｘ＋

ａｒｃｓｉｎｘ２

（３）ｙ＝ ３－槡 ｘ＋ａｒｃｔａｎ１ｘ
（４）ｙ＝ ｘ２－４

ｘ－槡 ２

２．指出下列函数的最小正周期

（１）ｙ＝ｓｉｎｘｃｏｓｘ （２）ｙ＝１＋ｃｏｔ　ｘ
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（３）ｙ＝ｓｉｎ２　ｘ （４）ｙ＝ｓｉｎｘ＋ｃｏｓｘ

３．设

ｆ（ｘ）＝

－（ｘ＋１）， ｘ≤－１

１－ｘ槡 ２， －１＜ｘ≤１，

０， ｘ＞
烅
烄

烆 １

求ｆ（－２），ｆ（０），ｆ（２）．

４．设ｆ（ｘ）＝ （ｘ－１）２，ｇ（ｘ）＝ １
ｘ＋１

，求

（１）ｆ［ｇ（ｘ）］ （２）ｇ［ｆ（ｘ）］

（３）ｆ（ｘ２） （４）ｇ（ｘ－１）

５．设Ｆ（ｘ）＝ｅｘ，证明：

（１）Ｆ（ｘ）·Ｆ（ｙ）＝Ｆ（ｘ＋ｙ） （２）Ｆ
（ｘ）
Ｆ（ｙ）＝

Ｆ（ｘ－ｙ）

６．指出下列函数的复合过程

（１）ｙ＝ｔａｎ　 １　＋槡 ｘ （２）ｙ＝ｓｉｎ２（１＋２ｘ）

（３）ｙ＝ ［ａｒｃｓｉｎ（１－ｘ２）］３

７．在半径为Ｒ的球内作内接圆柱体，试将圆柱体体积表示为高的函数，并求此函数的定义域 ．

８．已知鸡蛋收购价为每公斤３元时，每月能收购５０００公斤．若将收购价每公斤提高０．１元，则每月收购

量可以增加５００公斤，试求鸡蛋的线性供给函数 ．

§１．２　 极限的概念

一、数列的极限

例１　 考察下列几个数列：

（１）｛ｘｎ｝＝ １｛ ｝ｎ ，即数列１，１２
，１
３
，…，１

ｎ
，…

（２）｛ｘｎ｝＝ ｎ
ｎ　＋｛ ｝１ ，即数列１２，２３，…，ｎｎ＋１，…

（３）｛ｘｎ｝＝ （－１）ｎ－｛ ｝１ ，即数列１，－１，…，（－１）ｎ－１，…
（４）｛ｘｎ｝＝ ｎ２　＋｛ ｝３ ，即数列４，７，…，ｎ２＋３，…
可以发现，随着ｎ的无限增大，各数列的通项ｘｎ 的变化趋势可以分成两种情形 ．第一种

情形是：当ｎ无限增大时，通项｛ｘｎ｝无限地接近于某一常数 ．例如，在（１）中，随着ｎ的无限增

大，通项ｘｎ＝１ｎ
无限地趋近于零；在（２）中，随着ｎ的无限增大，通项ｘｎ＝ ｎ

ｎ＋１
无限趋近于

１．另一种情形是：当ｎ无限增大时，通项ｘｎ 不趋近于任意常数 ．例如，在（３）中，数列通项

ｘｎ ＝（－１）ｎ－１ 总是在１和－１之间振动；在（４）中，随着ｎ的增大，其通项ｘｎ ＝ｎ２＋３无限增
大，它们都不趋近于任何常数．

为了从数学上描述上面（１）和（２）两个数列所具有的共同性质，我们给出了数列极限的
概念：

定义１　给定数列｛ｘｎ｝，如果当ｎ无限增大时，其通项ｘｎ无限地趋近于某一个常数Ａ，则
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称数列｛ｘｎ｝以Ａ为极限，记作

ｌｉｍ
ｎ→∞
ｘｎ ＝Ａ，或者ｘｎ →Ａ（ｎ→ ∞）

当数列｛ｘｎ｝以Ａ为极限时，称数列｛ｘｎ｝收敛于Ａ，此时称｛ｘｎ｝为收敛数列 ．如果数列
｛ｘｎ｝不趋近于任何常数，即｛ｘｎ｝没有极限，则称数列｛ｘｎ｝发散．

由此可见，并不是所有数列都有极限 ．求数列极限时，对于一些简单的情形，可以通过观
察得到数列的极限，如例１中的（１）、（２）；有些稍为复杂的情形，可以先对数列的通项进行恒
等变形加以简化，然后再观察它的极限．

例２　 设有数列ｘｎ ＝１＋ｑ＋ｑ２＋…＋ｑｎ（其中ｑ是常数，满足 ｑ ＜１），求ｌｉｍ
ｎ→∞
ｘｎ．

解 　 我们知道ｘｎ＝１＋ｑ＋ｑ２＋…＋ｑｎ＝１－ｑ
ｎ＋１

１－ｑ
，由于 ｑ ＜１，根据指数函数的性质

可知，当ｎ无限增大时，ｑｎ＋１ 无限趋近于零，所以１－ｑ
ｎ＋１

１－ｑ
无限趋近于 １

１－ｑ
，因此ｌｉｍ

ｎ→∞
ｘｎ ＝

１
１－ｑ

．

二、函数的极限

对于函数的极限，根据自变量变化的过程，分两种情形讨论．
１．当ｘ→ ∞ 时，函数ｆ（ｘ）的极限
对于函数来说，ｘ→ ∞ 可包含以下两种情况：
（１）ｘ取正值，无限增大，记作ｘ→＋∞．
（２）ｘ取负值，它的绝对值无限增大，记作ｘ→－∞．
反过来，如果ｘ→＋∞ 和ｘ→－∞ 两种情况都存在，则可以合并写成ｘ→ ∞．

讨论函数ｙ＝ １ｘ
当ｘ → ∞ 时的变化趋势（如图１．３）．由图可知，当ｘ→＋∞ 和ｘ→

－∞（即ｘ的绝对值无限增大）时，ｙ＝１ｘ
的图像越来越和ｘ轴靠近，即１ｘ

的值越来越趋近于

零．

图１．３

和数列极限类似，下面我们给出函数ｆ（ｘ）当ｘ→ ∞ 时的极限
定义．

定义２　如果当 ｘ 无限增大（ｘ→∞）时，函数ｆ（ｘ）无限地趋
近于一个确定的常数Ａ，那么常数Ａ就叫做当ｘ→∞时，函数ｆ（ｘ）
的极限 ．记作

ｌｉｍ
ｘ→∞
ｆ（ｘ）＝Ａ，或者ｆ（ｘ）→Ａ（ｘ→ ∞）．

按照此极限定义，上例即可表示为：

ｌｉｍ
ｘ→∞

１
ｘ ＝０．

类似地，如果当ｘ→＋∞（或ｘ→－∞）时，函数ｆ（ｘ）无限地趋近于一个常数Ａ，那么数

Ａ就叫做当ｘ→＋∞（或ｘ→－∞）时函数ｆ（ｘ）的极限，记作

ｌｉｍ
ｘ→＋∞
ｆ（ｘ）＝Ａ （或ｌｉｍ

ｘ→－∞
ｆ（ｘ）＝Ａ）．
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定理１　ｌｉｍ
ｘ→∞
ｆ（ｘ）＝Ａ的充分必要条件是ｌｉｍ

ｘ→＋∞
ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→－∞
ｆ（ｘ）＝Ａ．

图１．４

例３　作出函数ｙ＝（１２
）ｘ和ｙ＝２ｘ的图像，并判断下列极限：

（１）ｌｉｍ
ｘ→＋∞

（１
２
）ｘ　　　　　　　（２）ｌｉｍ

ｘ→－∞
２ｘ

解 　 分别作出函数ｙ＝ （１２
）ｘ 和ｙ＝２ｘ 的图像（如图１．４）．

由图像可以看出：

（１）ｌｉｍ
ｘ→＋∞

（１
２
）ｘ ＝０　　　　　（２）ｌｉｍ

ｘ→－∞
２ｘ ＝０

例４　 作出函数ｙ＝ａｒｃｔａｎｘ的图像，并求极限ｌｉｍ
ｘ→－∞
ａｒｃｔａｎｘ及ｌｉｍ

ｘ→＋∞
ａｒｃｔａｎｘ，且判断极限

ｌｉｍ
ｘ→∞
ａｒｃｔａｎｘ是否存在．

解 　 函数ｙ＝ａｒｃｔａｎｘ的图像如图１．５．

图１．５　　　　　　　　　　　　　　 图１．６

由图像可以看出：ｌｉｍ
ｘ→＋∞
ａｒｃｔａｎｘ＝ π２

，而ｌｉｍ
ｘ→－∞
ａｒｃｔａｎｘ＝－π２

，所以ｌｉｍ
ｘ→∞
ａｒｃｔａｎｘ不存在．

２．当ｘ→ｘ０ 时，函数ｆ（ｘ）的极限

考察函数ｆ（ｘ）＝２ｘ＋１和函数ｆ（ｘ）＝ｘ
２－１
ｘ－１

（如图１．６），当ｘ→１时的函数值变化情

况 ．　
由图可以看出，当ｘ从１的左右两侧同时趋近于１时，函数ｆ（ｘ）＝２ｘ＋１的值越来越接

近于３；对函数ｆ（ｘ）＝ｘ
２－１
ｘ－１

来说，尽管它在ｘ＝１处没有定义，但当ｘ从１的左右两侧趋近

于１时，它的值越来越趋近于２，对于函数的这种变化趋势，有下面定义：
定义３　 设函数ｆ（ｘ）在ｘ０ 点的某一邻域内有定义（ｘ０ 可除外），如果当ｘ无限趋近于

ｘ０（但ｘ≠ｘ０）时，函数ｆ（ｘ）值无限接近于一个确定的常数Ａ，则称Ａ为函数ｆ（ｘ）当ｘ→ｘ０
时的极限 ．记作：

ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
ｆ（ｘ）＝Ａ，或ｆ（ｘ）→Ａ（当ｘ→ｘ０ 时）

上面的极限分别记为ｌｉｍ
ｘ→１
（２ｘ＋１）＝３和ｌｉｍ

ｘ→１

ｘ２－１
ｘ－１ ＝

２．

由上面极限的定义及函数的图像，可得出下面结论：
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ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
ｃ＝ｃ　　　　　　ｌｉｍ

ｘ→ｘ０
ｘ＝ｘ０

有时，当ｘ从ｘ０的左右两侧趋近于ｘ０时，函数ｆ（ｘ）的变化趋势完全不同或ｆ（ｘ）仅在点

ｘ０的某一侧（左侧或右侧）有定义 ．这时，我们就需要考察ｘ从左右两侧趋近于ｘ０时ｆ（ｘ）的
变化趋势，这就产生了左极限和右极限的概念．

定义４　 如果当ｘ→ｘ－０ 即从ｘ０的左侧趋近于ｘ０（或ｘ→ｘ＋０ 即从ｘ０右侧趋近于ｘ０）时，
函数ｆ（ｘ）无限接近于一个确定的常数Ａ，则称Ａ为函数ｆ（ｘ）当ｘ→ｘ０时的左极限（或右极
限），记作

ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

－
ｆ（ｘ）＝Ａ（或ｌｉｍ

ｘ→ｘ０
＋
ｆ（ｘ）＝Ａ）

左极限和右极限统称为单侧极限．ｘ０ 点的左极限也可记为ｆ（ｘ０－０），右极限也可记为ｆ（ｘ０
＋０）．

定理２　ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
ｆ（ｘ）＝Ａ 的充分必要条件是ｌｉｍ

ｘ→ｘ０
－
ｆ（ｘ）＝ ｌｉｍ

ｘ→ｘ０
＋
ｆ（ｘ）＝Ａ．

例５　 设函数

ｆ（ｘ）＝
ｘ＋１， －∞ ＜ｘ＜０
ｘ２， ０≤ｘ＜１，

２－ｘ， １≤ｘ＜＋∞
烅
烄

烆
试分别讨论当ｘ→０和ｘ→１时ｆ（ｘ）的极限．

图１．７

解 　 函数ｆ（ｘ）的图像如图１．７所示 ．从图容易看出

ｌｉｍ
ｘ→０－
ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→０－
（ｘ＋１）＝１，　ｌｉｍ

ｘ→０＋
ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→０＋
ｘ２ ＝０

因为ｌｉｍ
ｘ→０－
ｆ（ｘ）≠ｌｉｍ

ｘ→０＋
ｆ（ｘ），由定理２可知ｌｉｍ

ｘ→０
ｆ（ｘ）不存在；

　　ｌｉｍ
ｘ→１－
ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→１－
ｘ２ ＝１，

　　ｌｉｍ
ｘ→１＋
ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→１＋
（２－ｘ）＝１

由定理２可知，ｌｉｍ
ｘ→１
ｆ（ｘ）＝１．

三、极限的性质

性质１（有界性）　 若ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
ｆ（ｘ）＝Ａ，那么存在着ｘ０ 的某一空

心邻域，在这一空心邻域内，函数ｆ（ｘ）有界．
性质２（保号性）　若ｌｉｍ

ｘ→ｘ０
ｆ（ｘ）＝Ａ且Ａ＞０（或Ａ＜０），那么存在着ｘ０的某个空心邻域，

当ｘ在该邻域内时，就有ｆ（ｘ）＞０（或ｆ（ｘ）＜０）．

【习题１．２】

１．（口答）当数列项数无限增加时，观察下列各数列的变化趋势 ．

（１）１，１
槡２
，１
槡３
，１
槡４
，１
槡５
…

（２）－ １２
，１
４
，－ １８

，１
１６
，－ １３２

…

（３）ｃｏｓπ２
，ｃｏｓ２π２

，ｃｏｓ３π２
，ｃｏｓ４π２

，ｃｏｓ５π２
…
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