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第一章 计 数 原 理

1． 1 分类加法计数原理与分步乘法计数原理

自·主·探·究

1. 理解分类加法计数原理和分步乘法计数原理．
2. 会用分类加法计数原理和分步乘法计数原理分析和解决
一些简单的实际问题．

1. 分类加法计数原理
( 1) 分类加法计数原理: 完成一件事有两类不同方案，在第

1 类方案中有 m 种不同的方法，在第 2 类方案中有 n
种不同的方法，那么完成这件事共有 N = 种
不同的方法．

( 2) 推广到一般: 完成一件事有 n类不同方案，在第 1 类方
案中有 m1 种不同的方法，在第 2 类方案中有 m2 种不

同的方法……在第 n类方案中有 mn 种不同的方法，那
么完成这件事共有 N = 种不同的
方法．

2. 分步乘法计数原理
( 1) 分步乘法计数原理: 完成一件事需要两个步骤，做第 1
步有 m种不同的方法，做第 2 步有 n 种不同的方法，
那么完成这件事共有 N = 种不同的方法．

( 2) 推广到一般: 完成一件事需要 n 个步骤，做第 1 步有
m1 种不同的方法，做第 2 步有 m2 种不同的方
法……做第 n步有 mn 种不同的方法，那么完成这件事
共有 N = 种不同的方法．

【参考答案】
1. ( 1) m + n ( 2) m1 + m2 +… + mn

2. ( 1) m × n ( 2) m1 × m2 ×… × m
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重·难·点·突·破

1. 对两个计数原理的理解

( 1) 分类加法计数原理中各类方法相互独立，各类中的
各种方法也相互独立，用任何一类中的任何一种方法都可以
单独完成这件事，这也是判断分类加法计数原理的关键所在．

( 2) 分步乘法计数原理是完成一件事要分为若干个步
骤，各个步骤相互依存，完不成任何一步就不能完成这件事，
只有当各个步骤都完成后，才能完成该事件，这也是判断分
步乘法计数原理的关键所在．

2. 两个计数原理的区别与联系

( 1) 共同点: 两个原理都是把一个原始事件分解成若干
个事件来完成．

( 2) 不同点: 两个计数原理的条件和结论互不相同，分类
加法计数原理与分类有关，计数方式是求和，分步乘法计数
原理与分步有关，计数方式是求积． 应用分类加法计数原理
时，“类”与“类”之间是独立和并列的，彼此之间交集为空集，
并集为全集;应用分步乘法计数原理时，“步”与“步”之间是
连续的，彼此之间具有相继性．

3. 用两个计数原理解决问题时应注意的问题

( 1) 在解决简单问题时，首先要弄清是“分类”还是“分
步”．判断的主要方法是结合题目中的条件、结论，研究题中
涉及到的方法能否独立完成任务，若能独立完成，则用分类加
法计数原理解决，在此种方法中应注意各类方法不重不漏;若
所涉及方法不能单独完成任务，则用分步乘法计数原理解决，
在此方法中要合理设计步骤、顺序，各步互不干扰．最后利用
分类加法计数原理或分步乘法计数原理的计数公式解决
即可．

( 2) 对一些较复杂的题目，我们可以根据题意恰当地画
出示意图或者列出表格，使问题的实质直观地显现出来，然后
利用分类加法计数原理或分步乘法计数原理解决．

分类加法计数原理的应用

例 1 在所有的两位数中，个位数字比十位数字大的有多
少个?
［解析］ 本题可以按照个位数字进行分类．可分为个位数字
为 9，8，7，6，5，4，3，2 共 8 类．对应的每一类分别有 8，7，6，5
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4，3，2，1 种方法，且每一种方法都能独立完成“找到符合要求
的一个两位数”这件事，根据分类加法计数原理知，本题可以
用这一原理进行解答．
［答案］ 分析个位数字，可分以下几类:

个位数字是 9，则十位数字可以是 1，2，3，…，8 中的一
个，共有 8 个;

个位数字是 8，则十位数字可以是 1，2，3，…，7 中的一
个，共有 7 个;

个位数字是 7，则十位数字可以是 1，2，3，…，6 中的一
个，共有 6 个;

……
个位数字是 2，则十位数字只能为 1，共有 1 个．
由分类加法计数原理可知，满足条件的两位数有:
1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 = 36( 个) ．

［点评］ 所谓“完成一件事有几类方法”，这里是指完成这件
事的所有方法的一个分类．分类时，首先要根据问题的特点确
定一个适合它的分类标准，然后在这个标准下进行分类;其次
分类时要注意满足一个基本要求:完成这件事的任何一种方法
必须属于某一类，并且分别属于不同类的两种方法是不同的方
法，只有满足这些条件，才可以用分类加法计数原理．
［借题发挥 1］ 将正整数 n表示成 k个正整数的和( 不计各数
次序) ，称为正整数 n分为 k部分的一个划分，两个划分中，如
果各加数不全相同，则称为不同的划分，将正整数 n 分成 k 部
分的不同划分的个数记为 P( n，k) ，则 P( 10，3) 等于 ( )

A． 15 B． 10 C． 8 D． 3

分步乘法计数原理的应用

例 2 已知集合 M = { － 3，－ 2，－ 1，0，1，2}，P( a，b) 表示平
面上的点( a，b∈M) ，问:

( 1) P可表示平面上多少个不同的点?
( 2) P可表示平面上多少个第二象限的点?
( 3) P可表示多少个不在直线 y = x上的点?

［解析］ 完成“确定点 P”这件事需依次确定横、纵坐标，应
用分步乘法计数原理．
［答案］ ( 1) 确定平面上的点 P( a，b) 可分两步完成: 第 1 步
确定 a的值，共有 6 种确定方法;第 2 步确定 b的值，也有6 种
确定方法． 根据分步乘法计数原理，得到平面上不同点的个
数是 6 × 6 = 36．

( 2) 确定第二象限的点，可分两步完成: 第 1 步确定 a，由
于 a ＜ 0，故有 3 种确定方法; 第 2 步确定 b，由于 b ＞ 0，故有
2 种确定方法．由分步乘法计数原理，得到第二象限点的个数
是 3 × 2 = 6．

( 3) 点 P( a，b) 在直线 y = x上的充要条件是 a = b，因此 a
和 b必须在集合 M中取同一元素，共有 6 种取法，即在直线 y
= x上的点有 6 个．由( 1) 得不在直线 y = x上的点共有 36 － 6
= 30( 个) ．
［点评］ 利用分步乘法计数原理解决问题: ( 1 ) 要按事件发
生的过程合理分步，即分步是有先后顺序的; ( 2) 各步中的方
法互相依存，缺一不可，只有各个步骤都完成才算完成这
件事．

［借题发挥 2］ 计划在 4 个体育馆举办排球、篮球、足球 3 个
项目的比赛，每个项目的比赛只能安排在一个体育馆进行，则
在同一个体育馆比赛的项目不超过两项的安排方案共有

( )
A． 24 种 B． 36 种 C． 42 种 D． 60 种

两个计数原理的综合应用

例 3 现有高一四个班学生共 34 人，其中一、二、三、四班各
有 7 人、8 人、9 人、10 人，他们自愿组成数学课外小组．

( 1) 选其中一人为负责人，有多少种不同的选法?
( 2) 每班选一名组长，有多少种不同的选法?
( 3) 推选二人作总结发言，这二人需来自不同的班级，有

多少种不同的选法?
［解析］ ( 1 ) 是从四个班的 34 人中选一人，应分类求解;
( 2) 是从各班中选一人，共选 4 人，应分步求解; ( 3) 是先根据
不同班级分类，再分步从两个班级中各选 1 人．
［答案］ ( 1) 分四类: 第 1 类，从一班学生中选 1 人，有 7 种
选法;第 2 类，从二班学生中选 1 人，有 8 种选法; 第 3 类，从
三班学生中选 1 人，有 9 种选法; 第 4 类，从四班学生中选
1 人，有 10 种选法，由分类加法计数原理，得不同的选法有
N = 7 + 8 + 9 + 10 = 34( 种) ．

( 2) 分四步，第一、二、三、四步分别从一、二、三、四班学
生中选一人任组长，由分步乘法计数原理，得不同的选法有
N = 7 × 8 × 9 × 10 = 5 040( 种) ．

( 3) 分六类，每类又分两步，从一、二班学生中各选 1 人，
有 7 ×8种不同的选法;从一、三班学生中各选 1 人，有 7 × 9 种
不同的选法;从一、四班学生中各选 1 人，有 7 × 10 种不同的
选法;从二、三班学生中各选 1 人，有 8 × 9 种不同的选法;
从二、四班学生中各选 1 人，有 8 × 10 种不同的选法;从三、四
班学生中各选 1人，有 9 × 10 种不同的选法，∴ 共有不同的选
法 N =7 ×8 +7 ×9 +7 ×10 +8 ×9 +8 ×10 +9 ×10 =431( 种) ．
［点评］ 对于复杂问题，不能只用分类加法计数原理或分步
乘法计数原理解决时，可以综合应用两个原理，可以先分类，
在某一类中再分步，也可以先分步，在某一步中再分类．
［借题发挥 3］ 如图，将四棱锥 S － ABCD的每个顶点染上一
种颜色，并使同一棱上的两端异色，如果只有 5 种颜色可供使
用，求不同的染色方法的总数．
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提·升·训·练

1. 某班有男生 26 人，女生 24 人，从中选一位同学为数学课
代表，则不同选法的种数是 ( )
A. 50 B. 26 C. 24 D. 624

2. 某商场共有 4 个门，购物者若从一个门进，则必须从另一
个门出，则不同走法的种数是 ( )
A. 8 B. 7 C. 11 D. 12

3. 已知 x∈{ 2，3，7}，y∈{ － 31，－ 24，4}，则 xy可以表示不同
的值的个数是 ( )
A. 1 + 1 = 2 B. 1 + 1 + 1 = 3
C. 2 × 3 = 6 D. 3 × 3 = 9

4. 已知两条异面直线 a、b上分别有 5 个点和 8 个点，则这 13
个点可以确定不同平面的个数为 ( )
A. 40 B. 16 C. 13 D. 10

5. 若一系列函数的解析式相同，值域相同，但其定义域不同，
则称这些函数为“同族函数”，那么函数解析式为 y = x2，值
域为{ 1，4}的“同族函数”共有 ( )
A． 7 个 B． 8 个 C． 9 个 D． 10 个

6. 用 0 ～ 9 这 10 个数字，可以组成没有重复数字的三位偶数
的个数为 ( )
A． 324 B． 328 C． 360 D． 648

7. 已知函数 y = ax2 + bx + c，其中 a、b、c∈{ 0，1，2，3，4}，则不
同的二次函数的个数为 ( )
A. 125 B. 15 C. 100 D. 10

8. 如图，一环形花坛分成 A、B、C、D四块，现有 4 种不同的花
供选种，要求在每一块里只种 1 种花，且相邻 2 块种不同
的花，则不同的种法有 ( )

( 第 8 题)

A. 96 种 B. 84 种 C. 60 种 D. 48 种
9. 有不同颜色的上衣 5 件，裤子 3 件，从中选一件送予他人，
则有 种不同的选法; 若从中选出一套送予他人，
则有 种不同的选法．

10. 椭圆 x2
m + y2

n = 1 的焦点在 y 轴上，且 m∈{ 1，2，3，4，5}，

n∈ { 1，2，3，4，5，6，7 }，则满足题意的椭圆的个数
为 ．

11. 如图，已知图中每一个开关都有闭合与不闭合两种可能，
因此 5 个开关的闭合情况有 25 种可能，在这 25 种可能
中，电路从 P到 Q接通的情况有 种．

( 第 11 题)

12. 将 3 个不同的小球放入编号分别为 1，2，3，4，5，6 的盒子
内，6 号盒子中至少有一个球的放法有 种．

13. 已知 a∈{ 3，4，6}，b∈{ 1，2，7，8}，r∈{ 8，9}，则方程( x －
a) 2 + ( y － b) 2 = r2 可表示多少个不同的圆?

14. 某城市提供甲、乙、丙、丁四个企业给该市某高中三年级
三个班的学生进行社会实践活动，其中企业甲是市明星
企业，必须有班去企业甲进行社会实践，所有不同的安排
社会实践的方案有多少种?

15. 有 n种不同颜色供下列两块广告牌着色，要求①②③④
四个区域中相邻 ( 有公共边界) 的区域不能使用同一种
颜色:

( 第 15 题)

( 1) 若 n = 6，则甲着色共有多少种不同方法?
( 2) 若为乙着色共有 120 种不同方法，求
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1． 2 排列与组合

1． 2． 1 排 列

自·主·探·究

1. 通过实例理解排列的概念．
2. 能用列举法、树形图列出排列．
3. 能用计数原理推导排列数公式，并能解决简单的实际
问题．

4. 从列举过程中体会排列数与计数原理的关系，体会将实际
问题化归为计数问题的方法．

1. 排列与排列数
( 1) 从 n个不同的元素中，任取 m( m≤n) 个元素，按照一
定的 排成一列，叫做从 n 个不同元素中取出
m个元素的一个排列．

( 2) 两个排列相同，当且仅当两个排列的元素完全相同，且
元素的 也相同．

( 3) 从 n个不同元素中取出 m( m≤n) 个元素的所有不同排
列的个数叫做从 n个不同元素中取出 m个元素的排列
数，用符号 表示，其中 m、n∈N* 且 m≤n．

2. 排列数公式
Am

n = n( n － 1) …( n － m + 1) = ( n、m∈N* ，且 m
≤n) ．

3. 全排列
n个不同元素全部取出的一个排列，叫做 n 个元素的一个
全排列，全排列数公式为 An

n = ．
4. 阶乘
正整数 1到 n的连乘积，叫做 n的阶乘，用 表示．故
全排列数公式可写为 An

n = ，规定 0! = ．
注意: ( 1) 对有限制条件的排列问题要考虑全面，否则，求解
时极易造成重复或遗漏．

( 2) 含有排列数的方程都是在正整数范围内求解．
【参考答案】
1. ( 1) 顺序 ( 2) 排列顺序 ( 3) Am

n

2. n!
( n － m) !

3. n × ( n － 1) × ( n － 2) ×… × 3 × 2 × 1
4. n! n!
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重·难·点·突·破

1. 对排列的定义的理解

( 1) 排列的定义包括两个基本内容: 一是“取出元素”;二
是“按照一定的顺序排成一列”．研究的 n个元素是互不相同
的，取出的 m个元素也是互不相同的．

( 2) 从定义知，只有当元素完全相同，并且元素的排列顺
序也完全相同时，才是同一个排列．元素完全不同，或元素部
分相同，或元素完全相同而顺序不同的排列都不是同一排列．

( 3) 判断一个具体问题是否为排列问题，就看取出元素时
是有序的还是无序的，而检验它是否有序的依据就是变换元素
的位置( 这里的位置应视具体问题的性质和条件来决定) ，看
其结果是否有变化，有变化就是有序，无变化就是无序．

2. “排列数”与“一个排列”的区别

“一个排列”是指“从 n 个不同元素中取出 m 个元素，按
照一定的顺序排成一列”，它不是一个数，是一件事; “排列
数”是指“从 n个不同元素中取出 m 个元素的所有排列的个

数”，这是一个正整数．
例如，从 a、b、c中任取 2 个排列有 ab、ba、ac、ca、bc、cb，其

中每一个都叫做一个排列，共有 6 个，6 就是从 a、b、c 中任取
2 个的排列数．

3. 有限制条件的排列问题

解决有限制条件的排列问题常用的方法有“直接法”和
“间接法”( 又称排除法) ，当问题的正面分类较多或计算较复
杂而问题的反面分类较少或计算更简便时往往使用“间接
法”．而用“直接法”解有限制条件的排列问题的基本方法有:
元素分析法———即以元素为主，优先考虑特殊元素，再考虑其
他元素; 位置分析法———即以位置为主，优先考虑特殊位置，
再考虑其他位置．

( 1) “捆绑”排列问题
排列问题中诸如将某些元素必须安排在一起 ( 如相邻)

的问题，我们称之为“捆绑”排列问题，也称为“集团排列”问
题，即先排“集团内部”的元素，再把它们看成一个整体作为
一个大“元素”，与其他元素一起排列






















 ．
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( 2) 间隔排列问题———“插空法”
我们把排列中部分元素不能相邻的排列问题称为间隔

排列问题，解决间隔排列问题的常用方法是“插空法”，也就
是先排不需要间隔( 可以相邻) 的元素，再将需要间隔的元素
用插空方式插入排列即可．

( 3) 某些元素顺序确定的排列问题
在某些排列问题中，某些元素的前后顺序是固定的( 不

一定相邻) ，解决这类问题的基本方法是整体法，即若有 m +
n个元素排成一列，其中有 m个元素之间的顺序固定不变，将
这 m + n个元素任意排成一列，共有 Am + n

m + n种不同的排法，其中
顺序不变的 m个元素在任意排列时有 Am

m 种不同的排法，而

这 m个元素的排列顺序固定不变只有一种，故共有
Am + n

m + n

Am
m
种不

同的排法．

排列数公式的应用

例 1 求解下列问题:
( 1) 用排列数表示( 55 － n) ( 56 － n) …( 69 － n) ( n∈N*

且 n ＜ 55) ;

( 2) 计算:
2A5

8 + 7A
4
8

A8
8 － A5

9
;

( 3) 解方程: A4
2x + 1 = 140A

3
x ．

［解析］ ( 1) 由于 Am
n = n( n － 1) …( n － m + 1) ，( 55 － n) ( 56

－ n) …( 69 － n) 共有 15 个因式相乘，故( 55 － n) ( 56 － n) …
( 69 － n) = A15

69 － n ; ( 2) 主要用排列数公式转化为连乘积再化
简计算; ( 3) 由排列数公式先转化为关于 x 的方程，再由隐含

条件
2x + 1≥4，
x≥3，x∈N{ * 可解方程．

［答案］ ( 1) ∵ 55 － n，56 － n，…，69 － n 中的最大数为 69 －
n，且共有 69 － n － ( 55 － n) + 1 = 15( 个) 数，

∴ ( 55 － n) ( 56 － n) …( 69 － n) = A15
69 － n ．

( 2)
2A5

8 + 7A
4
8

A8
8 － A5

9

= 2 × 8 × 7 × 6 × 5 × 4 + 7 × 8 × 7 × 6 × 5
8 × 7 × 6 × 5 × 4 × 3 × 2 × 1 － 9 × 8 × 7 × 6 × 5

= 8 × 7 × 6 × 5 × ( 8 + 7)
8 × 7 × 6 × 5 × ( 24 － 9) = 1．

( 3) 根据题意 x 应满足
2x + 1≥4，
x≥3，x∈N*{ ，

解得 x≥ 3，

x∈N* ．
根据排列数公式，原方程化为( 2x + 1) ·2x·( 2x － 1) ·

( 2x － 2) = 140x·( x － 1) ( x － 2) ．
∵ x≥3，两边同除以 4x( x － 1) ，
得( 2x + 1) ( 2x － 1) = 35( x － 2) ．

即 4x2 － 35x + 69 = 0，解得 x = 3 或 x = 5 3
4 ( ∵ x为整数，

∴ 应舍去) ．
∴ 原方程的解为 x = 3．

［点评］ 注意 Am
n 中隐含了 3 个条件: n、m∈N* ，n≥m，Am

n

的运算结果为正整数．在解与排列数有关的方程或不等式时，
应先求出未知数的取值范围，再利用排列数公式化简方程或
不等式，最后得出问题的解．
［借题发挥 1］ 求解下列问题:

( 1) 计算:
Am － 1

n － 1·An － m
n － m

An － 1
n － 1

;

( 2) 解不等式: Ax
9 ＞ 6A

x － 2
9 ．

无限制条件的排列问题

例 2 ( 1) 8 个人排成一排，共有多少种不同的排法?
( 2) 8 个人排成两排，前后两排各 4 人，共有多少种不同

的排法?
( 3) 8 个人排成两排，前排 3 人，后排 5 人，共有多少种不

同的排法?
［解析］ ( 1)由排列的定义，知共有 A8

8 种不同的排法; ( 2) 8人
排成前后两排，相当于排成一排，从中间分成两部分，其排列
数等于 8 人排成一排的排列法．也可以分步进行，第 1 步: 从
8 人中任选 4 人放在前排共有 A4

8 种排法，第 2 步:剩下的4 人
放在后排共有 A4

4 种排法，由分步乘法计数原理，知共有 A4
8 ×

A4
4 = A8

8 ( 种) 排法．同理可得出问题( 3) 的排法．
［答案］ ( 1) A8

8 种． ( 2) A4
8 × A4

4 = A8
8 ( 种) ． ( 3) A3

8 × A5
5 =

A8
8 ( 种) ．
［点评］ 无限制条件的排列问题，主要根据排列数的定义及
分步乘法计数原理解决问题． n 个人排队或 n 个元素排成若
干排的问题( 无限制条件排列问题) ，可采用统一排成一排的
方法，也可用分步乘法计数原理分步进行．
［借题发挥 2］ 某合唱团有 6 名成员，排成三排，第一排 1
人，第二排 2 人，第三排 3 人，共有多少种排法



































































?



006 高中精讲精练
Gɑozhongjingjiɑngjingliɑn

有限制条件的排列问题

例 3 甲、乙等 6 人按下列要求站成一排，分别有多少种不
同站法?

( 1) 甲不站在最左边，也不站在最右边;
( 2) 甲、乙不相邻;
( 3) 甲、乙之间恰好相隔 2 人;
( 4) 甲不站在最左边，乙不站在最右边．

［解析］ 对于“人站队”问题，由于有顺序，所以是排列问题;
又由于安排甲、乙时有限制，所以这又是有限制条件的排列
问题，应先考虑特殊元素甲、乙或特殊位置左、右两边，再考虑
其他的情况．
［答案］ ( 1) 方法一( 位置分析法) : ∵ 甲不站在最左边，也
不站在最右边，而其余 5 人站队时无约束条件，故分两步
完成:

第 1 步，先从除甲以外的 5 人中选 2 人站在最左边与最
右边，有 A2

5 种站法;
第 2 步，再让剩下的 4 人( 含甲) 站在剩下的 4 个不同的

位置上，有 A4
4 种站法．

由分步乘法计数原理，共有 A2
5A

4
4 = 480( 种) 不同的站法．

方法二( 元素分析法) : 分两步完成:
第 1 步，先让甲站在除最左边、最右边之外的任一位置

上，有 A1
4 种站法;

第 2 步，再让其余 5 人站在剩下的 5 个位置上，有 A5
5 种

站法．
由分步乘法计数原理，共有 A1

4·A5
5 = 480( 种) 不同站法．

方法三( 插入法) : 分两步完成:
第 1 步，先让除甲以外的 5 人站队，有 A5

5 种不同站法;
第 2 步，让甲插入这 5 个人之间的 4 个空当中，有 A1

4 种
插法．

由分步乘法计数原理，共有 A5
5·A1

4 = 480( 种) 不同站法．
方法四( 间接法) : 甲、乙等 6 人在无约束条件下排队的

排列数为 A6
6，其中甲站在最左边或最右边的排列数为 2A5

5，
∴ 共有A6

6 － 2A
5
5 = 480( 种) 不同站法．

( 2) 方法一( 插入法) : 分两步完成:
第 1 步，先让除甲、乙以外的 4 人站队，有 A4

4 种站法;
第 2 步，将甲、乙 2 人插入 4 个站好队的人形成的 5 个空

当中( 含最左、最右的 2 个位置) ，有 A2
5 种插法．

由分步乘法计数原理，共有 A4
4·A2

5 = 480( 种) 不同站法．
方法二( 间接法) : 甲、乙等 6 人在无约束条件下排队的

排列数为 A6
6，其中甲、乙相邻的排列数可以这样计算: 将甲、

乙看作一个整体 ( 即捆绑) ，作为一个元素与另外的 4 人站
队，有 A5

5A
2
2 种站法，∴ 共有 A6

6 － A5
5A

2
2 = 480( 种) 不同站法．

( 3) 方法一: 分三步完成:
第 1 步，从除甲、乙之外的 4 人中选 2 人站在甲、乙之间，

有 A2
4 种站法;
第 2 步，甲、乙两人自身站队有 A2

2 种站法;
第 3 步，将甲、乙及中间 2 人看作一个元素与余下的 2 人

站队，有 A3
3 种站法． 由分步乘法计数原理，共有 A2

4A
2
2A

3
3 =

144( 种) 不同站法．

方法二( 插入法) : 分两步完成:
第 1 步，先让除甲、乙之外的 4 人站队，有 A4

4 种站法;

第 2 步，自左向右按条件插入甲、乙或乙、甲，有 3A2
2 种

插法．
由分步乘法计数原理，共有 A4

4·3A2
2 = 144 ( 种) 不同

站法．
( 4) 方法一( 直接法) : 从元素甲的位置进行考虑，可分

两类:
第 1 类，甲站在最右边只有 1 种站法，其余 5 人的站法有

A5
5 种;
第 2 类，甲站在中间的 4 个位置之一，这时分三步完成，

第 1 步，先让甲站队，有 A1
4 种站法;第 2 步，让乙站队，乙不站

在最右边，有 A1
4 种站法;第 3 步，让余下的 4 人站队，有 A4

4 种
站法．第 2 类共有 A1

4·A1
4·A4

4 种站法．

由分类加法计数原理，共有 A5
5 + A1

4·A1
4·A4

4 = 504 ( 种)
站法．

方法二( 间接法) : 甲、乙等 6 人在无约束条件下排队的
排列数为 A6

6，其中不符合要求的分别为: 甲站在最左边时有
A5

5 种，乙站在最右边时有 A5
5 种，而甲站在最左边且乙站在最

右边时有 A4
4 种，故共有 A6

6 － 2A5
5 + A4

4 = 504 ( 种) 不同的
站法．
［点评］ “在”与“不在”，“相邻”与“不相邻”是常见的有约
束条件的排列问题．“在”一般用直接法，既可以从元素入手，
也可以从位置入手，方法是:谁“特殊”谁优先;“不在”常采用
间接法，转化为“在”求解，要注意，有重复多减的要将多减的
部分补回来，也可以用直接法分类求解．“相邻”问题常用“捆
绑法”，即把它们看作一个元素来处理，要注意它们自身的排
列问题;“不相邻”问题常用“插空法”．
［借题发挥 3］ ( 1) 8 名学生和 2 位老师站成一排合影，2 位
老师不相邻的排法共有 ( )

A. A8
8A

2
9 种 B. A10

10种
C. A8

8A
2
7 种 D. A8

8A
2
2 种

( 2) 一排七个座位，甲、乙两人就座，要求甲与乙之间至
少有一个空位，则不同的坐法有 ( )

A． 30 种 B． 28 种 C． 42 种 D． 16 种
例 4 用 0，1，2，3，4，5 这六个数字:
( 1) 能组成多少个无重复数字的四位偶数?
( 2) 能组成多少个无重复数字且为 5 的倍数的五位数?
( 3) 能组成多少个比 1 325 大的四位数?

［解析］ 该题目中特殊元素为 0，特殊位置为首位，根据先特
殊后一般的原则，可将问题分解为几个易求解的简单问题．
［答案］ ( 1) 符合要求的四位偶数可分为三类:

第 1 类: 0 在个位时，有 A3
5 个;

第 2 类: 2 在个位时，先排首位，因为不能排 0，只能从 1，
3，4，5 中选，有 A1

4 种，再排十位和百位，有 A2
4 种，于是有

A1
4A

2
4 个;

第 3 类: 4 在个位时，与第 2 类同理，也有 A1
4A

2
4 个．

由分类加法计数原理得，共有 A3
5 + A1

4 A
2
4 + A1

4 A
2
4 =

156( 个)
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( 2) 为 5 的倍数的五位数可分为两类:
第 1 类: 个位上为 0 的五位数有 A4

5 个;
第 2 类: 个位数上为 5 的五位数有 A1

4A
3
4 个．

故满足条件的五位数共有 A4
5 + A1

4A
3
4 = 216( 个) ．

( 3) 比 1 325 大的四位数可分为三类:

第 1 类: 形如 2 ，3 ，4 ，

5 的四位数共有 A1
4A

3
5 个;

第 2 类: 形如 14 ，15 的四位数共有

A1
2A

2
4 个;

第 3 类:形如 134 ，135 的四位数共有 A1
2A

1
3 个．

由分类加法计数原理可得，比 1 325 大的四位数共有:
A1

4A
3
5 + A1

2A
2
4 + A1

2A
1
3 = 270( 个) ．

［点评］ 数字排列问题是排列问题的重要题型，解题时要着
重注意从附加限制条件入手分析，找出解题的思路． 常见的
附加限制条件有: ( 1) 首位不能为 0; ( 2) 有( 或无) 重复数字;
( 3) 奇( 或偶) 数; ( 4) 某数的倍数; ( 5) 大于( 或小于) 某数．
［借题发挥 4］ 由 1，2，3，4，5，6 组成没有重复数字且1，3都
不与 5 相邻的六位偶数的个数是 ( )

A． 72 B． 96
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C． 108 D． 144

提·升·训·练

1.
A6

7 － A5
6

A4
5
等于 ( )

A. 12 B. 24
C. 30 D. 36

2. 信号兵用 3 面不同颜色的旗子按从上到下的顺序挂在旗
杆上表示信号，每次打出 3 面，最多能打出不同的信号有

( )
A. 1 种 B. 3 种
C. 6 种 D. 27 种

3. 设 x∈N* 且 x ＜ 23，则( 23 － x) ( 24 － x) ·…·( 30 － x) 可
化简为 ( )
A. A8

23 － x B. A23 － x
30 － x

C. A7
30 － x D. A8

30 － x

4. 在 1，2，3，4 的排列 a1，a2，a3，a4 中，满足 a2 ＞ a3 的排列有

( )
A. 10 种 B. 12 种
C. 24 种 D. 26 种

5. 由 0，1，2，3，4，5 这六个数字组成的无重复数字的六位数
中，不出现“135”与“24”的六位数的个数为 ( )
A. 582 B. 504
C. 490 D. 486

6. 某教师一天上 3 个班级的课，每班一节，如果一天共 9 节
课，上午 5 节、下午 4 节，并且教师不能连上 3 节课( 第 5
节和第 6 节不算连上) ，那么这位教师一天课的所有排
法有 ( )
A. 474 种 B. 77 种
C. 462 种 D. 79 种

7. 某会议室第一排共有 8 个座位，现有 3 人就座，若要求每
人左右均有空位，那么不同的坐法种数为 ( )
A. 12 B. 16
C. 24 D. 32

8. 摄影师要为 5 名学生和 2 位老师拍照，要求排成一排，2 位
老师相邻且不排在两端，不同的排法共有 种．

9. 由 0，1，2，…，9 这十个数字组成的、无重复数字的四位数
中，个位数字与百位数字之差的绝对值等于 8 的个数为

个．
10. 安排 7 位工作人员在 10 月 1 日到 10 月 7 日值班，每人值
班一天，其中甲、乙两人都不能安排在 10 月 1 日和 10 月
2 日，不同的安排方法共有 种．

11. 由 1，3，4，6，x 五个数字组成没有重复数字的五位数，所
有这些五位数各位数字之和为 2 640，则 x = ．

12. 有 A、B、C、D、E五位学生参加网页设计比赛，决出了第一
到第五的名次． A、B 两位学生去问成绩，教师对 A 说: 你
的名次不知道，但肯定没得第一名; 又对 B 说: 你是第三
名．请你分析一下，这五位学生的名次排列共有
种不同的可能． ( 用数字作答)

13. 计算下列各题:
( 1) A2

15 ;
( 2) 1! + 2·2! + 3·3! +… + n·n! ;

( 3) 1
2! +

2
3! +

3
4! +… + n － 1

n!
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14. 一条铁路线原有 n个车站，为了适应客运需要，新增加了
m个车站( m ＞ 1) ，客运车票增加了 62 种，问原有多少个
车站? 现有多少个车站?

15. 3 名男生，4 名女生，按照不同的要求排队，求不同的排队
方案的方法种数．
( 1) 全体站成一排，其中甲只能在中间或两端;
( 2) 全体站成一排，其中甲不在最左端，乙不在最右端;
( 3) 全体站成一排，男、女各站在一起;
( 4) 全体站成一排，男生不能排在一起
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．

1． 2． 2 组 合

自·主·探·究

1. 理解组合及组合数的定义．
2. 掌握组合数公式，并会应用求值．
3. 理解掌握组合数的两个性质，并能用性质进行求值、化简
和证明有关问题．

4. 应用组合知识解决简单的实际问题．

1. 组合
( 1) 一般地，从 n 个不同元素中取出 m ( m≤ n ) 个元素

，叫做从 n个不同元素中取出 m 个元素的一
个组合．

( 2) 组合与元素的顺序无关，只要两个组合中的元素相同，
不论元素的 如何，都是相同的组合．

( 3) 排列与组合的异同:排列与组合的相同点是，两者都是
从 n个不同元素中取出 m( m≤n) 个元素; 不同点是，
排列与元素的顺序有关，而组合与元素的顺序无关，故
与元素顺序有关的属于排列问题，与元素的顺序无关
的属于 问题．

2. 组合数
( 1) 组合数的定义:从 n个不同元素中取出 m( m≤n) 个元
素的所有不同 ，叫做从 n 个不同元素中取出
m个元素的组合数，用符号 Cm

n 表示，其中 m、n∈N* ，
并且 m≤n．

( 2) 组合数公式:

Cm
n =

Am
n

Am
m
= n( n － 1) ( n － 2) …( n － m + 1)

m! = ．

规定 C0
n = 1，这里 m、n∈N* ，m≤n．

( 3) 组合数的两个性质:
①Cm

n = ;②Cm
n + 1 = ．

变式: Cm
n = n

m Cm － 1
n － 1，C

m
n = n

n － mCm
n － 1，C

m
n = m + 1

n － mCm + 1
n ，

Cm
n = m + 1

n + 1 C
m + 1
n + 1，C

m
n = n － m + 1

m Cm － 1
n 等．

【参考答案】
1. ( 1) 合成一组 ( 2) 顺序 ( 3) 组合

2. ( 1) 组合的个数 ( 2 ) n!
m! ( n － m) ! ( 3 ) ①Cn － m

n ②Cm
n

+ Cm － 1
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重·难·点·突·破

1. 对组合定义的理解

( 1) 组合的定义中包括两个基本内容: 一是“取出元素”，
二是“并成一组”．“并成一组”即表示与顺序无关．如果两个
组合中的元素完全相同，不管它们的顺序如何，都是相同的
组合的特征．

( 2) 区分某一问题是组合问题还是排列问题的关键是看
取出的元素有无顺序，有顺序是排列问题，无顺序是组合问
题．如数的运算中，加法、乘法是组合问题，减法、除法是排列
问题;火车票是排列问题，而票价是组合问题;写信是排列问
题，握手是组合问题，等等．判定取出的元素是否有顺序的方
法是:将元素取出来，看“交换元素的顺序对结果有无影响”，
有影响就是有顺序，无影响就是无顺序．

2. 组合数的两个性质

( 1) 性质 1: Cm
n = Cn － m

n

注意:①该性质反映了组合数的对称性，其意义是: 从 n
个不同的元素中取出 m个元素后，就剩下 n － m个元素，因此
从 n个不同元素中取出 m 个元素的方法与从 n 个元素中取
出 n － m个元素的方法是一一对应的，也就是说是一样多的．
因此，从 n 个不同的元素中取出 m 个元素的每一个组合，都
对应着从 n个不同的元素中取出 n － m 个元素的唯一的一个
组合，反过来也一样，故 Cm

n = Cn － m
n ．

②当 m ＞ n
2 时，直接计算 Cm

n 较麻烦，通常改为计

算 Cn － m
n ．
( 2) 性质 2: Cm

n + 1 = Cm
n + Cm － 1

n

证法一: Cm
n +Cm －1

n = n!
m! ( n －m) ! +

n!
( m －1) ! ［n － ( m －1)］!

= n! ( n － m + 1) + n! m
m! ( n － m + 1) !

= n! ( n － m + 1 + m)
m! ( n － m + 1) !

= ( n + 1) !
m! ［( n + 1) － m］! = Cm

n + 1，

故 Cm
n + 1 = Cm

n + Cm － 1
n ．

证法二: 可以根据组合的定义与分类加法计数原理得出，
从 a1，a2，…，an +1这 n +1 个不同的元素中取出 m个元素的组
合数是 Cm

n +1，这些组合可以分为两类，一类含有 a1，一类不含
a1 ．含有 a1 的组合是从 a2，a3，…，an +1这 n个不同的元素中取
出 m －1个元素与 a1 组成的，共有 Cm －1

n 个;不含 a1 的组合是
从 a2，a3，…，an +1这 n个不同的元素中取出 m个元素组成的，

共有 Cm
n 个．根据分类加法计数原理，得 Cm

n +1 = C
m
n + Cm －1

n ．
注意:①公式特点:左端下标为 n + 1，右端下标为 n，相差

1; 左端上标与右端的一个上标一样，比右端的另一个上标
多 1．

②要注意公式 Cm
n + 1 = Cm

n + Cm － 1
n 的正用、逆用、变形运用:

正用( 即顺用) 是将一个组合数拆成两个; 逆用是“合二为
一”;变形为对 Cm － 1

n = Cm
n + 1 － Cm

n 的使用，为某些前后项相互
抵消带来方便，在解题中注意灵活运用．

组合数的两个性质的应用

例 1 求解下列问题:
( 1) 解方程: Cx2 + 3x + 2

16 = C5x + 5
16 ;

( 2) 求值: C3
3 + C3

4 + C3
5 +… + C3

20 ．
［解析］ ( 1) 关键是将原方程转化为一元二次方程，由题意
及组合数性质 Cm

n = Cn － m
n ( n、m∈N* ，且 m≤n) 得 x2 + 3x + 2

= 5x + 5 或( x2 + 3x + 2 ) + ( 5x + 5 ) = 16． 求出一元二次方程
的解后，要代入原方程检验，要满足 x2 + 3x + 2 和 5x + 5 都是
自然数且都小于或等于 16;

( 2) 关键是将 C3
3 化为 C4

4，然后依次连续使用组合数性质
Cm

n + Cm － 1
n = Cm

n + 1 ．

［答案］ ( 1) ∵ Cx2 + 3x + 2
16 = C5x + 5

16 ，∴ x2 + 3x + 2 = 5x + 5 或( x2

+ 3x + 2) + ( 5x + 5) = 16，即 x2 － 2x － 3 = 0 或 x2 + 8x － 9 = 0，
∴ x = － 1 或 x = 3 或 x = － 9 或 x = 1．经检验，x = 3 和 x = － 9
不符合题意，舍去，故原方程的解为 x1 = － 1，x2 = 1．

( 2) 原式 = C4
4 + C

3
4 + C

3
5 +… + C3

20 = C
4
5 + C3

5 +… + C3
20 =…

= C4
20 + C3

20 = C4
21 = 5 985．

［点评］ ( 1) 解含有组合数的方程或不等式的步骤为: ①化
简:先用组合数的性质进行化简;②转化:利用组合数公式构
建常见方程或不等式，要注意根据式子的结构特点灵活选择
公式;③求解:对不等式或方程求解;④验根:结合组合数自身
的条件限制对所求根进行检验;⑤作答:得出正确答案．

( 2) 要注意性质 Cm
n + 1 = Cm

n + Cm － 1
n 的正用、逆用、变形用．

正用是将一个组合数拆成两个，逆用则是“合二为一”． 变形
为 Cm － 1

n = Cm
n + 1 － Cm

n 的使用，另外，结合 Am
n = Cm

n A
m
m，可以实现

组合数与排列数的转化，为某些项抵消提供了方便，在解题中
要注意灵活运用．
［借题发挥 1］ 计算下列各题:

( 1) C97
98 + 2C

96
98 + C95

98 ;
( 2) C2

2 + C2
3 + C2

4 +… + C2
10 ;

( 3) C17 － n
2n + C3n

13 + n ( n∈N* )






























































．



010 高中精讲精练
Gɑozhongjingjiɑngjingliɑn

组合应用题

例 2 “抗震救灾，众志成城”，在 5·12 抗震救灾中，某医
院从 10 名医疗专家中抽调 6 名奔赴救灾前线，这 10 名医疗
专家中有 4 名是外科专家．问:

( 1) 抽调的 6 名专家中恰有 2 名是外科专家的抽调方法
有多少种?

( 2) 抽调的 6 名专家中至少有 2 名是外科专家的抽调方
法有多少种?

( 3) 抽调的 6 名专家中至多有 2 名是外科专家的抽调方
法有多少种?
［解析］ 本题是组合问题，解答本题应首先分清“恰有”“至
少”“至多”的含义，正确地分类或分步解决．
［答案］ ( 1) 分两步解决:首先从 4 名外科专家中任取 2 名，
有 C2

4 种选法，再从除去外科专家的 6 名专家中任取 4 名，有
C4

6 种选法，所以共有 C2
4C

4
6 = 90( 种) 抽调方法．

( 2) 方法一( 直接法) :按选取的外科专家的人数分类:
①选 2 名外科专家，共有 C2

4C
4
6 种选法;

②选 3 名外科专家，共有 C3
4C

3
6 种选法;

③选 4 名外科专家，共有 C4
4C

2
6 种选法．

根据分类加法计数原理，共有 C2
4C

4
6 + C3

4C
3
6 + C4

4C
2
6 =

185( 种) 抽调方法．
方法二( 间接法) : 不考虑是否有外科专家，共有 C6

10种选
法．考虑选取 1 名外科专家参加，有 C1

4C
5
6 种选法;考虑没有外

科专家参加，有 C6
6 种选法，所以共有 C6

10 － C1
4C

5
6 － C6

6 =
185( 种) 抽调方法．

( 3) “至多 2 名”包括“没有”“有 1 名”“有 2 名”三种情
况，分类解答:

①没有外科专家参加，共有 C6
6 种选法;

②有 1 名外科专家参加，共有 C1
4C

5
6 种选法;

③有 2 名外科专家参加，共有 C2
4C

4
6 种选法．

所以共有 C6
6 + C1

4C
5
6 + C2

4C
4
6 = 115( 种) 抽调方法．

［点评］ 解答有限制条件的组合问题的基本方法有“直接
法”和“间接法( 排除法) ”:用直接法求解时，应依据“特殊元
素优先考虑”的原则，即优先安排特殊元素，再安排其他元
素;选择间接法的原则是“正难则反”，也就是若正面问题分
类较多、较复杂或计算较大时，不妨从反面考虑，特别是涉及
“至多”“至少”等组合问题时更是如此．
［借题发挥 2］ 某校开设 A类选修课 3 门，B类选修课 4 门，
一位同学从中选 3 门．若要求两类课程中各至少选一门，则不
同的选法共有 ( )

A． 30 种 B． 35 种 C． 42 种 D． 48 种

组合在几何中的应用

例 3 过三棱柱任意两个顶点的直线共 15 条，其中异面直
线有 ( )

A． 18 对 B． 24 对
C． 30 对 D． 36 对

［解析］ 此题可以使用“间接法”，从 15 条直线中任选两条

共 C2
15种，再减去共面的( 即平行或相交的情况) ;也可以使用

“直接法”，即直接分类求解．
方法一:采用排除法，15 条直线中任选两条，有 C2

15 =
105( 对) 直线; 其中每个侧面都有 C2

6 对共面直线，每个底面
上都有 C2

3 对共面直线，另外，每个顶点处由底面上的棱和侧
面的对角线( 不在同一个侧面或底面上) 可组成 3 对相交直
线，∴ 共有 C2

15 － 3C
2
6 － 2C

2
3 － 3 × 6 = 36( 对) 异面直线，故选 D．

方法二:直接分类讨论，上、下底面的棱可以构成 6 对异
面直线;侧棱不能构成异面直线;侧面的对角线相互可以构成
6 × 2
2 = 6( 对) 异面直线; 底面上的棱与侧棱可以构成 6 对异

面直线;底面上的棱与侧面的对角线 ( 不在同一个侧面或底
面上) 可以构成 6 × 2 = 12 ( 对) 异面直线; 侧棱与侧面的对角
线可以构成 3 × 2 = 6( 对) 异面直线．于是共可以构成 6 + 6 + 6
+ 12 + 6 = 36( 对) 异面直线，故选 D．
［答案］ D
［点评］ 解几何组合应用题首先应注意应用组合问题的常
规方法解决问题;其次应注意从不同类型的几何问题抽象出
一个组合模型加以处理;第三，必须注意几何问题本身的限制
条件，如共线、共面、交点等，要注意分清对应关系;第四，图形
多少的问题通常是组合问题，要注意共线、共点、共面、异面等
情形，防止重复，可用“直接法”，也可用“间接法”．
［借题发挥 3］ 四面体的顶点和各棱的中点共有 10 个点，在
其中取 4 个不共面的点，不同的取法共有多少种?

排列组合的综合应用

例 4 登山运动员 10 人，平均分为两组，其中熟悉道路的有
4 人，每组都需要 2 人，那么不同的分配方法有 ( )

A． 30 种 B． 60 种 C． 120 种 D． 240 种
［解析］ 本题是分组与分配问题，解答本题应首先分清“分
组”与“分配”的含义，正确理解“分组”与顺序无关，“分配”
与顺序有关
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按照“先分后排”的原则，先将 4 个熟悉道路的人平均分

成两组有
C2

4·C2
2

A2
2
种，再将余下的 6 人平均分成两组有

C3
6·C3

3

A2
2

种，然后这四个组自由搭配还有 A2
2 种，故最终分配方法有

C2
4·C2

2

A2
2
·

C3
6·C3

3

A2
2
·A2

2 = 60( 种) ．

［答案］ B
［点评］ “分组分配”问题是一种典型的排列组合综合题，解
这类问题的关键在于分组，“分组”又分“平均分组”与“非平
均分组”，“平均分组”与顺序无关，“非平均分组”与顺序有

关．若要平均分成 m组，则分法 =取法m! ．

［借题发挥 4］ 将 6 位志愿者分成 4 组，其中两个组各 2 人，
另外两个组各 1 人，分赴世博会的四个不同场馆服务，不同的
分配方案有 种． ( 用数字作答)
例 5 有 4 个不同的小球，4 个不同的盒子，现要把球全部
放进盒子内．

( 1) 恰有 1 个盒子不放球，共有多少种方法?
( 2) 恰有 2 个盒子不放球，共有多少种方法?

［解析］ 恰有 1 个空盒，说明必定有 1 个盒子要放入 2 个球，
先分组再排列计算;恰有 2 个空盒，4 个球放在 2 个盒子内要
注意分类计数．
［答案］ ( 1) 确定 1 个空盒有 C1

4 种方法;选 2 个球捆在一起
有 C2

4 种方法;把捆在一起的 2 个小球看成一个整体，则意味
着将 3 个球分别放入 3 个盒子内，有 A3

3 种方法． 故共有
C1

4C
2
4A

3
3 = 144( 种) ．
( 2) 确定 2 个空盒有 C2

4 种方法，4 个球放进 2 个盒子可
分成( 3，1) 、( 2，2) 两类，第一类有序不均匀分组有 C3

4C
1
1A

2
2 种

方法;第二类有序均匀分组有
C2

4C
2
2

A2
2
A2

2 种方法．故共有:

C2
4 C3

4C
1
1A

2
2 +

C2
4C

2
2

A2
2
A2( )2 = 84( 种) ．

［点评］ 排列组合综合题目，一般是将符合要求的元素取出
( 组合) 或进行分组，再对取出的元素或分好的组进行排列．
其中分组时，要注意“平均分组”与“不平均分组”的差异及分
类的标准．
［借题发挥 5］ 有 6 名男医生，4 名女医生，从中选 3 名男医
生，2 名女医生到 5 个不同的地区巡回医疗，但规定男医生甲
不能到地区 A，共有多少种不同的分派方法
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提·升·训·练

1. 若 A3
n = 12C

2
n，则 n等于 ( )

A. 8 B. 5 或 6
C. 3 或 4 D. 4

2. 若 C7
n + 1 － C7

n = C8
n，则 n等于 ( )

A. 12 B. 13
C. 14 D. 15

3. 从 5 位同学中选派 4 位同学在星期五、星期六、星期日参
加公益活动，其中要求每人一天，星期五有 2 人参加，星期
六、星期日各有 1 人参加．则不同的选派方法共有 ( )
A. 40 种 B. 60 种
C. 100 种 D. 120 种

4. 已知集合 A = { 5}，B = { 1，2}，C = { 1，3，4}，从这三个集合
中各取一个元素构成空间直角坐标系中点的坐标，则确定
的不同点的个数为 ( )
A. 33 B. 34
C. 35 D. 36

5. 设 m、n都是不大于 6 的自然数，则方程 Cm
6 x

2 － Cn
6 y

2 = 1 表
示双曲线的个数是 ( )

A. 6 B. 12
C. 16 D. 15

6. 从 0，1，2，3，4，5 这六个数字中任取两个奇数和两个偶数，
组成没有重复数字的四位数的个数为 ( )
A. 300 B. 216
C. 180 D. 162

7. 我国部分地区由于遭遇雪灾，电煤库存吃紧． 为了支援这
部分地区抗灾救灾，国家统一部署，加紧从某采煤区调运
电煤．某铁路货运站对 6 列电煤货运列车进行编组调度，
决定将这 6 列列车编成两组，每组 3 列，且甲与乙两列列
车不在同一小组．如果甲所在小组 3 列列车先开出，那么
这 6 列列车先后不同的发车顺序共有 ( )
A. 36 种 B. 108 种
C. 216 种 D. 432 种

8. 从正方体的八个顶点中任取三个点为顶点作三角形，其中
直角三角形的个数为 ( )
A. 56 B. 52
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9. 如图，如果一个凸多面体是 n 棱锥，那么这个凸多面体的
所有顶点所确定的直线共有 条．这些直线中共有
f( n) 对异面直线，则 f ( 4 ) = ; f ( n) = ．
( 答案用数字或 n的解析式表示) ．

( 第 9 题)

10. 由 4 个不同的数字 1，4，5，x( x≠0) 组成没有重复数字的
所有的四位数的各位数字之和为 288，则 x = ．

11. 为预防和控制流感，某学校医务室欲将 23 个相同的温度
计分发到高三年级 10 个班级中，要求分发到每个班级的
温度计不少于 2 个，则不同的分发方式共有 种．

12. 计算:
( 1) C38 － n

3n + C3n
21 + n ;

( 2) C3n
13 + n + C3n － 1

12 + n + C3n － 2
11 + n +… + C17 － n

2n ．

13. 有 8 名男生和 5 名女生，从中任选 6 人．
( 1) 有多少种不同的选法?
( 2) 其中有 3 名女生，有多少种不同的选法?
( 3) 其中至多有 3 名女生，有多少种不同的选法?
( 4) 其中有 2 名女生，4 名男生，分别负责 6 种不同的工
作，共有多少种不同的分工方法?

14. 某市有 7 条南北向街道，5 条东西向街道( 如图所示) ．
( 1) 图中共有多少个矩形?
( 2) 从 A点走到 B点最短路线的走法有多少种?

( 第 14 题
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1． 3 二项式定理

自·主·探·究

1. 掌握二项式定理及二项展开式的通项公式．
2. 能运用二项式定理展开某些二项式，会求某些特定项．

3. 会逆用二项式定理．
4. 了解杨辉三角，会用杨辉三角求二项式乘方次数不大时的
各项二项式系数．

5. 了解二项式系数的性质，并灵活运用





 ．
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1. 二项式定理
( a + b) n = C0

na
n + C1

na
n － 1b +… + Ck

na
n － k bk +… + Cn

nb
n ( n∈

N* ) ，这个公式叫做二项式定理，它是一个恒等式，右边的
多项式叫做( a + b ) n 的二项展开式，其中各项的系数

叫做二项式系数．
2. 二项展开式的通项
二项展开式的第 项 Ck

na
n － k bk 叫做二项展开式的

通项，用 Tk + 1表示，即通项为展开式的第 k + 1 项: Tk + 1 =
Ck

na
n － kbk ( 其中 0≤k≤n，k∈N，n∈N* ) ，利用二项展开式

的通项公式可以求出展开式中任意指定的项( 或系数) ，如
常数项、系数最大的项、有理项等．

3. 二项式系数的性质
( 1) 对称性: 在二项展开式中，与首末两端“等距离”的两
个二项式系数 ，即 C0

n = Cn
n，C

1
n = Cn － 1

n ，…，C
r
n

= Cn － r
n ．这实际上反映了组合数的性质 Cm

n = Cn － m
n ．

( 2) 增减性与最大值:二项式系数 Ck
n，当 k ＜ n + 1

2 时，二项

式系数逐渐增大; 当 k ＞ n + 1
2 时，二项式系数逐渐

．当 n是偶数时，展开式中间一项 T n
2 + 1的二

项式系数最大;当 n是奇数时，展开式中间两项 Tn + 1
2
与

Tn + 1
2 + 1的二项式系数相等且最大．

( 3) 各二项式系数的和:二项展开式中各个二项式系数的
和为 2n，即 C0

n + C1
n + C2

n +… + Cn
n = ，并且奇

数项的二项式系数之和等于偶数项的二项式系数之
和，且都等于 2n － 1 ．即 C0

n + C2
n + C4

n +… = C1
n + C3

n + C5
n

+… = 2n － 1 ．
【参考答案】
1. Ck

n ( k∈{ 0，1，2，…，n} )
2. k + 1
3. ( 1) 相等 ( 2) 减小 ( 3) 2
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重·难·点·突·破

1. 对二项式定理的理解

( 1) 二项式( a + b) n 的展开式有 n + 1 项，是和的形式，各
项的幂指数规律是:①各项的次数都等于二项式的幂指数 n．
②字母 a按降幂排列，从第一项起，次数由 n逐项减 1 直到 0;
字母 b按升幂排列，从第一项起次数由 0 逐项加 1 直到 n．

( 2) 二项式定理中的 a、b 不能交换，即 ( a + b) n 与( b +
a) n 的展开式是有区别的( 虽然结果相同) ，二者的展开式中
项的排列顺序是不同的．

( 3) 二项式定理表示一个恒等式，对于任意的 a、b，该等
式都成立．通过对 a、b取不同的特殊值，可给某些问题带来方
便，如: a、b都取 1 时得 C0

n + C1
n +… + Cn

n = 2
n ; a = 1，b = － 1 时

有 C0
n － C1

n + C2
n －… + Ck

n ( － 1)
k +… + Cn

n ( － 1) n = 0．二项式
定理通常有如下两种变形: ( a － b) n = C0

na
n － C1

na
n － 1 b +… +

( － 1) kCk
na

n － kbk +… + ( － 1) nCn
nb

n ．
( 1 + x) n = C0

n + C1
nx + C2

nx
2 +… + Cn

nx
n ．

2. 对二项展开式的通项的理解

( 1) 通项 Tr + 1 = Cr
na

n － r br 是( a + b) n 的展开式的第 r + 1

项，而不是第 r项，这里 r = 0，1，…，n．
( 2) 二项式系数与项的系数是完全不同的两个概念． 二

项式系数是指 C0
n，C

1
n，…，C

n
n，它只与各项的项数有关，而与 a、

b的值无关;而项的系数是指该项中除变量外的常数部分，它
不仅与各项的项数有关，而且也与 a、b的值有关，如( a + bx) n

的展开式中，第 r + 1 项的二项式系数是 Cr
n，而该项的系数是

Cr
na

n － r br ．当然，在某些二项展开式［如( a + b) n］中，各项的系
数与二项式系数是相等的．

( 3) 运用通项求展开式的一些特殊项，通常都是由题意

列方程求出 r，再求所需的某项;有时需先求 n，计算时要注意
n和 r的取值范围及它们之间的大小关系．另外，求展开式中
的指定项，要把该项完整写出，不能仅仅说明是第几项．

二项式定理的正用、逆用

例 1 ( 1) 展开 2x － 1
x( )2

5

;

( 2) 化简: 1 + 3C1
n + 9C

2
n +… + 3nCn

n ．
［解析］ ( 1) 可以直接利用二项式定理展开并化简，也可以
先化简，再利用二项式定理展开; ( 2 ) 注意到式子的结构特
点，可以逆用展开式进行化简．

［答案］ ( 1) 方法一: 2x － 1
x( )2

5

= C0
5 ( 2x)

5 － C1
5 ( 2x)

4· 1
x2

+ C2
5 ( 2x)

3· 1
x( )2

2

－ C3
5 ( 2x)

2· 1
x( )2

3

+ C4
5 ( 2x) ·

1
x( )2

4

－

C5
5

1
x( )2

5

= 32x5 － 80x2 + 80
x － 40

x4
+ 10
x7

－ 1
x10

．

方法二:

2x － 1
x( )2

5

= 1
x2
( 2x3 － 1[ ])

5

= － 1
x10
( 1 － 2x3 ) 5

= － 1
x10
［1 － C1

5 ( 2x
3 ) + C2

5 ( 2x
3 ) 2 － C3

5 ( 2x
3 ) 3

+ C4
5 ( 2x

3 ) 4 － C5
5 ( 2x

3 ) 5］

= － 1
x10

+ 10
x7

－ 40
x4

+ 80
x － 80x2 + 32x5 ．

( 2) 在二项展开式中( 1 + x) n = C0
n + C1

nx +… + Cn
nx

n ．
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x = 3，得( 1 + 3) n = C0
n + C1

n·3 + C2
n·32 +… + Cn

n·3n，即 1 +
3C1

n + 9C
2
n +… + 3nCn

n = 4
n ．

［点评］ 运用二项式定理展开二项式，要记准展开式，对于
较复杂的二项式，有时先化简再展开更简洁; 逆用二项式定
理可将多项式化简，对于这类问题的求解，要熟悉公式的特
点、项数、各项幂指数的规律以及各项的系数．

［借题发挥 1］ ( 1) 展开: x3 － 1
x3

+ 3
x － 3( )x

3

;

( 2) 化简: C1
n + 2C

2
n + 3C

3
n +… + nCn

n ．

求展开式中的特定项

例 2 在 x + 4
槡3( )y 20的展开式中，系数为有理数的项共有

项;

( 2) 在 2x2 + 1( )x
6

的二项展开式中，常数项是 ．

［解析］ ( 1) 系数为有理数的项，就是通项中系数的指数为
整数的项; ( 2) 展开式中的常数项是指展开式中不含未知数 x
的项，解决这一问题有两种解法:一是写出展开式的通项，并
令 x的指数为零，再求相应的 r，写出所求项; 二是用“搭配
法”，即根据组合的概念，判断如何选取因式相乘会出现所求
的项．

( 1) 展开式的通项

Tr + 1 = Cr
20x

20 － r ( 4槡3y)
r = 3

r
4 Cr

20x
20 － r yr，

由 0≤r≤20，r
4 ∈Z，得 r = 0，4，8，12，16，20，所以系数为

有理数的项共有 6 项．

( 2) 方法一: 2x2 + 1( )x
6

的展开式的通项

Tr + 1 = Cr
62

6 － r x12 － 2r x － r = 26 － rCr
6x

12 － 3r，其中 0≤r≤6，r∈Z．
令 12 － 3r = 0，得 r = 4，故展开式中的常数项是 T5 = 60．

方法二: 2x2 + 1( )x
6

表示 6 个 2x2 + 1( )x 相乘，若要出现

常数项，则必须从其中 2 个因式中取 2x2，其余 4 个中取 1
x 相

乘，所有的取法有 C2
6 种，故常数项为 C2

62
2 = 60．

［答案］ ( 1) 6 ( 2) 60
［点评］ 求展开式中某些特定的项，应先利用通项公式确定

那些项是要求的项，再用通项公式求解．常见问题如:求常数
项( 未知数的指数为零) ，求有理项( 项的指数为整数) ，求某
一项的系数，注意某项的系数与某项的二项式系数的区别．
“搭配法”的关键是搭配要做到不重不漏，我们常用其处理三
项及三项以上展开式的系数问题．

［借题发挥 2］ ( 1) 在 x + 1
x( )－ 2

20

的展开式中含 x － 17项的

系数是 ; ( 用数字作答)

( 2) 求( 1 + x + x2 ) x － 1( )x
6

展开式中的常数项．

例 3 ( 1 + 2x) n 的展开式中第 6 项与第 7 项的系数相等，
求展开式中二项式系数最大的项和系数最大的项．
［解析］ 根据已知条件可求出 n，再根据 n的奇偶性，确定二
项式系数最大的项;系数最大的项则由不等式组确定．
［答案］ ∵ T6 = C5

n ( 2x)
5，T7 = C6

n ( 2x)
6，

由题意，知 C5
n2

5 = C6
n2

6，得 n = 8．
∴ ( 1 + 2x) 8 的展开式中，二项式系数最大的项为
T5 = C4

8 ( 2x)
4 = 1 120x4 ．

设第 r + 1 项系数最大，则有
Cr

82
r≥Cr － 1

8 2 r － 1，

Cr
82

r≥Cr + 1
8 2 r + 1{ ，

即

8! × 2
r! ( 8 － r) !≥

8!
( r － 1) ! ( 8 － r + 1) !，

8!
r! ( 8 － r) !≥

8! × 2
( r + 1) ! ( 8 － r － 1) !

{ ．

解得 5≤r≤6，∵ r∈N，∴ r = 5 或 r = 6．
∴ 系数最大的项为 T6 = 1 792x5，T7 = 1 792x6 ．

［点评］ ( 1) 求二项式系数最大的项，直接根据二项式系数
的性质去求;求系数最大的项，则要根据比较系数法去求．即

设第 r + 1 项系数最大，再由
Tr + 1的系数≥Tr 的系数，

Tr + 1的系数≥Tr + 2的系数{ ，
求 r

的值．
( 2) 注意展开式中系数最大的项与二项式系数最大项的
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