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第一章 统 计 案 例

1. 1 回归分析的基本思想及其初步应用

自·主·探·究

1. 了解回归分析的基本思想、方法及初步应用．

2. 了解非线性回归问题的解决思路．

3. 提高对现代计算机技术中统计方法的应用认识．

1. 线性回归模型
( 1) 函数关系是一种 关系，相关关系是一

种 关系，回归分析是对具有 关

系的两个变量进行统计分析的一种常用方法，若两个

变量之间具有线性相关关系，则称相应的回归分析为
．

( 2) 表示具有相关关系的两个变量组成一组数据，将各组

数据在平面直角坐标系中用 的方法得到的图

形叫做散点图．

( 3) 线性回归模型 y = bx + a + e中，e称为 ，x称

为 ，y称为 ．

( 4) 在线性回归方程ŷ = b̂x + â中，b̂ = ，

â = ( 其中x = ，y = ) ．

称为样本点的中心．

2. 样本相关系数 r的应用

可用样本相关系数 r来衡量两个变量之间的线性相关关系．

其中 r = ．

( 1) 当 r ＞ 0 时，表明两个变量 ;

( 2) 当 r ＜ 0 时，表明两个变量 ;

( 3) r的绝对值越接近于 1，表明两个变量的线性相关性

越 ;

( 4) r 的绝对值越接近于 0，表示两个变量之间几乎

线性相关关系．

通常当 | r |大于 时，认为两个变量有很强的线性

相关关系．

3. 刻画回归效果的方式
( 1) 残差:把随机误差的估计值êi 称为相应于点( xi，yi ) 的残差．

( 2) 残差图: 作图时 为残差， 可以选为样

本编号，或身高数据，或体重估计值等，这样作出的图

形称为残差图．

( 3) 残差图法

残差点 地落在水平的带状区域内，说明选

用的模型比较适合，这样的带状区域的宽度 ，

说明模型拟合精度越高，回归方程的预报精度越高．

( 4) 残差平方和法

残差平方和为 ，残差平方和 ，模

型拟合效果越好．

( 5) 利用 R2 刻画回归效果
R2 = 1 － ; R2 表示 变量对

变量变化的贡献率． R2 越接近于 ，表

示回归的效果越好．

【参考答案】

1. ( 1) 确定性 非确定性 相关 线性回归分析
( 2) 描点
( 3) 随机误差 解释变量 预报变量

( 4)
∑
n

i = 1
( xi － x) ( yi － y)

∑
n

i = 1
( xi － x) 2

y － b̂x 1
n ∑

n

i = 1
xi

1
n ∑

n

i = 1
yi ( x，y)

2.
∑
n

i = 1
( xi － x) ( yi － y)

∑
n

i = 1
( xi － x) 2 ∑

n

i = 1
( yi － y)槡 2

( 1) 正相关 ( 2) 负相关 ( 3) 强 ( 4) 不存在 0． 75

3. ( 2) 纵坐标 横坐标
( 3) 比较均匀 越窄

( 4) ∑
n

i = 1
( yi － ŷi )

2 越小

( 5)
∑
n

i = 1
( yi － ŷi )

2

∑
n

i = 1
( yi － y) 2

解释 预报
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重·难·点·突·破

1. 线性回归模型问题

( 1) 求回归直线方程的一般方法是: 作出散点图，将问题
所给的数据在平面直角坐标系中描点，这样表示出的具有相
关关系的两个变量的一组数据的图形就是散点图，从散点图
中我们可以看出样本点是否呈条形分布，进而判断两个变量
是否具有线性相关关系． 如果两个变量呈线性相关关系，那

么利用回归系数公式求出â，b̂，代入ŷ = b̂x + â中写出线性回归
方程．

( 2) 通常情况下，我们获得的样本点不会在一条直线上
( 这种情况是一种确定性关系———函数关系，而实际中获取
的样本点，一般不会呈现这种一次函数关系) ，所以我们不能
用一次函数 y = kx + b来描述它们之间的关系，而是用线性回
归模型 y = bx + a + e( * ) 来表示．

其中 a和 b为模型的未知参数，e称为随机误差．
线性回归模型( * ) 中，自变量 x称为解释变量，因变量 y

称为预报变量．
因变量 y的值是由自变量 x和随机误差 e共同确定的．
对于线性回归模型( * ) 中的未知参数 a 和 b，可以用最

小二乘法估计â和b̂作为未知参数的最好估计，计算公式是:

b̂ =
∑
n

i = 1
( xi － x) ( yi － y)

∑
n

i = 1
( xi － x) 2

=
∑
n

i = 1
xiyi － n x y

∑
n

i = 1
x2i － n x2

，â = y － b̂x，

其中x = 1
n ∑

n

i = 1
xi，y =

1
n ∑

n

i = 1
yi，( x，y) 称为样本点的中心．

2. 线性回归分析

( 1) 我们通常用样本相关系数 r 来描述线性相关关系的
强弱，即 r的绝对值越接近于 1，表明两个变量的线性相关性
越强．

( 2) 残差分析与残差图
在研究两个变量的关系时，首先要根据散点图来粗略判

断它们是否线性相关，是否可以用线性回归模型来拟合数
据，然后通过残差: ê1，ê2，…，ên 来判断模型的拟合效果，判断
原始数据中是否存在可疑数据，这方面的分析工作称为残差
分析．

我们可以用残差图进行残差分析，在残差图中，纵坐标
为残差，横坐标可以选为样本编号，或解释变量，或预报变量
的值，一般选用样本数据的编号为横坐标．

在残差图中，观察出残差比较大的样本点，进一步确认
所采集的异常样本点的错误原因，并予以纠正，然后重新利
用线性回归模型拟合数据．

如果残差点比较均匀地落在水平的带状区域中，说明选
用的模型比较合适，这样的带状区域的宽度越窄，说明模型
拟合精度越高，回归方程的预报精度越高．

( 3) 相关指数 R2

数据点和它在回归直线上相应位置的差异( yi － ŷi ) 是随

机误差的效应，称êi = yi － ŷi 为残差．而我们将∑
n

i = 1
( yi － ŷi )

2 称

为残差平方和，它代表了随机误差的效应．
我们可以用相关指数 R2 来刻画回归的效果，其计算公式

是: R2 = 1 －
∑
n

i = 1
( yi － ŷi )

2

∑
n

i = 1
( yi － y) 2

．

显然，R2 的值越大，说明残差平方和越小，也就是说模型
的拟合效果越好．

3. 两种特殊非线性回归模型的转化

( 1) 将幂型函数 y = axm ( a ＞ 0 且为常数，m 为常数，x、y
取正值) 化为线性函数．

将 y = axm 两边同取以 10 为底的对数，则有 lg y = mlg x
+ lg a．令 u = lg y，v = lg x，lg a = b，代入上式，得 u = mv + b，其
中 m、b 是常数，这是 u、v 的线性函数． 如果以 u 为纵坐标，v
为横坐标，则 u = mv + b的图形就是一条直线．

( 2) 将指数型函数 y = cax ( a ＞ 0 且 a≠1，c ＞ 0 且为常数)
化为线性函数．

将 y = cax 两边同取以 10 为底的对数，则有 lg y = xlg a +
lg c，令 lg y = u，lg a = k，lg c = b，得 u = kx + b，其中 k、b 是常
数，与幂型函数不同的是 x依然保持原来的样子，只是用 y的
对数 lg y代替了 y．

线性回归方程的求法

例 1 某班 5 名学生的数学和物理成绩( 单位:分) 如下:

学 生

学 科 成 绩
A B C D E

数学成绩( x) 88 76 73 66 63

物理成绩( y) 78 65 71 64 61

( 1) 画出散点图;
( 2) 求物理成绩 y对数学成绩 x的线性回归方程;
( 3) 一名学生的数学成绩是 96，试预测他的物理成绩．

［解析］ 本例考查线性回归方程问题，正确掌握公式是解决

本例的关键．依次求出x、y、∑
5

i = 1
xiyi、∑

5

i = 1
x2i，然后代入公式便可以

求出线性回归方程．
［答案］ ( 1) 散点图如图所示．
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( 2) ∵ x = 1
5 × ( 88 + 76 + 73 + 66 + 63) = 73． 2，

y = 1
5 × ( 78 + 65 + 71 + 64 + 61) = 67． 8，

∑
5

i = 1
xiyi = 88 × 78 + 76 × 65 + 73 × 71 + 66 × 64 + 63 × 61

= 25 054，

∑
5

i = 1
x2i = 88

2 + 762 + 732 + 662 + 632 = 27 174，

∴ b̂ =
∑
5

i = 1
xiyi － 5 x y

∑
5

i = 1
x2i － 5 x2

= 25 054 － 5 × 73． 2 × 67． 8
27 174 － 5 × 73． 22 ≈0． 625，

â = y － b̂x = 67． 8 － 0． 625 × 73． 2 = 22． 05．
故 y对 x的线性回归方程为ŷ = 0． 625x + 22． 05．
( 3) 当 x = 96 时，ŷ = 0． 625 × 96 + 22． 05≈82( 分) ，
故可以预测他的物理成绩是 82 分．

［点评］ ( 1) 解决线性回归问题一般先通过散点图来分析两
变量间是否具有线性相关关系，然后利用回归直线方程的公
式求出线性回归方程，在此基础上，借助线性回归方程对实
际问题进行分析．

( 2) 计算b̂的公式有两个，即

b̂ =
∑
n

i = 1
( xi － x) ( yi － y)

∑
n

i = 1
( xi － x) 2

和b̂ =
∑
n

i = 1
xiyi － n x y

∑
n

i = 1
x2i － n x2

．

［借题发挥 1］ 假设某设备的使用年限 x( 年) 和所支出的维
修费用 y( 万元) ，有如下表所示的统计资料:

使用年限 x 2 3 4 5 6

维修费用 y 2. 2 3. 8 5. 5 6. 5 7. 0

由资料知 y与 x具有线性相关关系，试求:

( 1) 线性回归方程ŷ = b̂x + â的回归系数b̂、â;
( 2) 估计使用年限为 10 年时的维修费用．

利用相关指数判断回归模型拟合效果问题

例 2 在关于人体的脂肪含量( % ) 和年龄( 岁) 关系的研究
中，研究人员获得了以下一组数据:

年龄 x 23 27 39 41 45 49 50

脂肪含量 y 9． 5 17． 8 21． 2 25． 9 27． 5 26． 3 28． 2

年龄 x 53 54 56 57 58 60 61

脂肪含量 y 29． 6 30． 2 31． 4 30． 8 33． 5 35． 2 34． 6

( 1) 试问 y与 x之间是否有线性相关关系? 若有，则求出
线性回归方程;

( 2) 求相关指数 R2，并说明其含义;
( 3) 给出 37 岁人的脂肪含量的预测值．

［解析］ 本例考查回归直线方程及相关指数问题，相关指数
运算正确是判断拟合效果好坏的关键．
［答案］ ( 1) 由散点图( 图略) 可知 y与 x呈线性相关关系，

设线性回归方程为ŷ = b̂x + â，

由已知数据可求得â≈ － 0． 448，b̂≈0． 576．
∴ 线性回归方程为ŷ = 0． 576x － 0． 448．

( 2) R2 = 1 －
∑
14

i = 1
( yi － ŷi )

2

∑
14

i = 1
( yi － y) 2

≈0． 942，

R2 为 0． 942，表明年龄解释了 94． 2%的脂肪含量变化．
( 3) 当 x = 37 时，ŷ = 0． 576 × 37 － 0． 448 = 20． 864．

［点评］ ( 1) 数据繁杂的题目，可以采用分步计算的方法或
借助计算器． ( 2) 相关指数 R2 可以判断回归的拟合效果．
［借题发挥 2］ 为了研究三月下旬的平均气温 x( ℃ ) 与四月
二十日前棉花害虫化蛹高峰日 y ( 日) 的关系，某地观察了
2005 年至 2010 年间的情况，得到下面数据表:

年份 2005 2006 2007 2008 2009 2010

x 24． 4 29． 5 32． 9 28． 7 30． 3 28． 9

y 19 6 1 10 1 8

( 1) 求 y对 x的线性回归方程，并说明线性回归模型的拟
合效果;

( 2) 根据规律推断，若该地区 2012 年三月下旬平均气温
为 27 ℃，试估计 2012 年四月化蛹高峰日为哪一天
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残差分析

例 3 一个车间为了规定工时定额，需要确定加工零件所
花费的时间，为此进行了 10 次试验，测得的数据如下表所示:

零件数 x( 个) 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

加工时间 y( min) 62 68 75 81 89 95 102 108 115 122

( 1) 计算总偏差平方和，残差及残差平方和;
( 2) 求出相关指数 R2 ;
( 3) 作出残差图;
( 4) 进行残差分析．

［解析］ 本例考查有关残差分析问题，涉及公式多而复杂，
计算量也很大，只要求能了解有关公式的原理．
［答案］ ( 1) 由表中数据，作散点图如图①所示:

由图①可以看出，样本点呈条状分布，零件数和加工时
间有比较好的线性相关关系，因此可用线性回归方程来近似
刻画它们之间的关系．

由表中数据，得加工时间对零件数的线性回归方程为
ŷ = 0． 67x + 54． 9．

列出残差表如下:
yi 62 68 75 81 89 95 102 108 115 122

ŷi 61. 6 68. 3 75. 0 81. 7 88. 4 95. 1 101. 8 108. 5 115. 2 121. 9

yi － y － 29. 7 － 23. 7 － 16. 7 － 10. 7 － 2. 7 3. 3 10. 3 16. 3 23. 3 30. 3

yi － ŷi 0. 40 － 0. 30 0 － 0. 70 0. 60 － 0. 1 0. 20 － 0. 50 － 0. 20 0. 10

∴ ∑
10

i = 1
( yi － y) 2 = ( － 29. 7) 2 + ( － 23. 7) 2 +… + 30. 32

= 3 688. 1．

∑
10

i = 1
( yi － ŷi )

2 = 0. 402 + ( － 0. 30) 2 +… + 0. 102 = 1. 45．

即总偏差平方和为 3 688. 1，残差平方和为 1. 45，残差值
如表中第四行的值．

( 2) R2 = 1 － 1. 45
3 688. 1≈1 － 0. 000 39 = 0. 999 61，相关指数

R2 非常接近于 1，回归直线模型拟合效果较好．由 R2 得相关
数 r = 0． 999 8．

( 3) 作出残差图，横坐标为零件个数，纵坐标为残差，如
图②所示:

( 4) 由 r的值和散点图都说明 x与 y有很强的相关性，由
R2 的值可以看出回归效果很好，也说明用线性回归模型拟合
数据效果很好．

由残差图也可以观察到，第 4 个样本点和第 5 个样本点
的残差比较大，需要确认在采集这两个样本点的过程中是否
有人为的错误．
［点评］ 残差图的效果与选用的横坐标无关，作残差分析
时，一般从以下几个方面予以说明: ( 1) 散点图; ( 2) 相关系数
r; ( 3) 相关指数 R2 ; ( 4) 残差图中的异常样本点和样本点的带
状分布区域的宽窄．
［借题发挥 3］ 某运动员训练次数( x) 与成绩( y) 之间的数
据关系如下表所示:

编号 1 2 3 4 5 6 7 8

次数( x) 30 33 35 37 39 44 46 50

成绩( y) 30 34 37 39 42 46 48 51

( 1) 作出散点图;
( 2) 求出线性回归方程;
( 3) 作出残差图;
( 4) 计算 R2 ;
( 5) 试预测该运动员训练 47 次及 55 次的成绩．

有关非线性回归问题

例 4 有一个测量水流量的实验装置，测得试验数据如下
表所示:

i 1 2 3 4 5 6 7

水高 h( cm) 0． 7 1． 1 2． 5 4． 9 8． 1 10． 2 13． 5

流量 Q
( L /min)

0． 082 0． 25 1． 8 11． 2 37． 5 66． 5 134

根据表中数据，建立 Q与 h之间的回归方程．
［解析］ 本例考查了非线性回归问题．解答本例的关键是先
画出散点图，再选择适当的回归模型
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［答案］ 由表中测得的数据可以作出散点图，如图所示:

观察散点图中样本点的分布规律，可以判断出样本点分
布在某一条曲线上，设表示该曲线的函数模型是

Q = m·hn ( m、n是正的常数) ．
两边取常用对数，则 lg Q = lg m + n·lg h，令 y = lg Q，
x = lg h，那么 y = nx + lg m，

即为线性函数模型ŷ = b̂x + â( 其中b̂ = n，â = lg m) ．

i hi Qi xi = lg hi yi = lg Qi x2i xi yi

1 0． 7 0． 082 － 0． 154 9 － 1． 086 2 0． 024 0 0． 168 3

2 1． 1 0． 25 0． 041 4 － 0． 602 1 0． 001 7 － 0． 024 9

3 2． 5 1． 8 0． 397 9 0． 255 3 0． 158 3 0． 101 6

4 4． 9 11． 2 0． 690 2 1． 049 2 0． 476 4 0． 724 2

5 8． 1 37． 5 0． 908 5 1． 574 0 0． 825 4 1． 430 0

6 10． 2 66． 5 1． 008 6 1． 822 8 1． 017 3 1． 838 5

7 13． 5 134 1． 130 3 2． 127 1 1． 277 6 2． 404 3

∑ 4． 022 5． 140 1 3． 780 7 6． 642

由上面的数据表，用最小二乘法可求得

b̂≈2． 509 7，â≈ － 0． 707 7，
故 Q对 h的非线性回归方程为 Q = 0． 196·h2． 509 7 ．

［点评］ 非线性回归问题有时并不给出经验公式，这时我们
可以画出已知数据的散点图，把它与《必修 1》中学过的各种
函数( 幂函数、指数函数、对数函数等) 图象作比较，挑选一种
跟这些散点拟合得最好的函数，然后采用适当的变量转换，
把问题转化为线性回归分析问题，使之得到解决．

［借题发挥 4］ 某城市理论预测 2010 年到 2015 年人口总数
与年份的关系如下表所示:

年份 x( 年) 2010 2011 2012 2013 2014 2015

人口数
y( 万)

50 69 88 110 190 350

( 1) 画出散点图，试建立 y与 x之间的回归方程;
( 2) 据此估计 2016 年人口总数;
( 3) 计算相关指数 R2、残差、残差平方和
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提·升·训·练

1. 在对两个变量 x、y进行线性回归分析时一般有下列步骤:
①对所求出的线性回归方程作出解释;
②收集数据( xi，yi ) ，i = 1，2，…，n;
③求线性回归方程;
④求相关指数;
⑤根据所搜集的数据绘制散点图．
如果根据可靠性要求能够判定变量 x、y具有线性相关性，
则在下列操作顺序中正确的是 ( )
A. ①②⑤③④
B. ③②④⑤①
C. ②④③①⑤
D. ②⑤③④①

2. 已知回归直线的斜率的估计值为 1． 23，样本点的中心为

( 4，5) ，则线性回归方程是 ( )
A. ŷ = 1． 23x + 4 B. ŷ = 1． 23x + 5
C. ŷ = 0． 08x + 1． 23 D. ŷ = 1． 23x + 0． 08

3. 由一组数据( x1，y1 ) ，( x2，y2 ) ，…，( xn，yn ) 得到线性回归方

程ŷ = b̂x + â，则下列说法不正确的是 ( )
A. 直线ŷ = b̂x + â必过点( x，y)
B. 直线ŷ = b̂x + â 至少经过点 ( x1，y1 ) ，( x2，y2 ) ，…，( xn，

yn ) 中的一个点

C. 直线ŷ = b̂x + â的斜率为
∑
n

i = 1
xiyi － n x y

∑
n

i = 1
x2i － n x2

D. 直线ŷ = b̂x + â与各点( x1，y1 ) ，( x2，y2 ) ，…，( xn，yn )的偏差
















 是该坐标平面上所有直线与这些点的偏差中最小的
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4. 已知 y与 x的线性回归方程为 y = 2 － 1. 5x，则变量 x增加
一个单位时，下列说法正确的是 ( )
A. y平均增加 1. 5 个单位
B. y平均增加 2 个单位
C. y平均减少 1. 5 个单位
D. y平均减少 2 个单位

5. 下表是降耗技术改造后生产甲产品过程中记录的产量
x( t) 与相应的生产能耗 y( 吨标准煤) 的几组对应数据，根
据表中提供的数据，求出 y关于 x的线性回归方程ŷ = 0． 7x
+ 0． 35，那么表中 m的值为 ( )

x 3 4 5 6

y 2． 5 m 4 4． 5

A. 4 B. 3． 5 C. 4． 5 D. 3
6. 在研究硝酸钠的可溶性程度时，对于不同的温度( ℃ ) 下观
测它在水中的溶解度，得到的观测结果如下表所示:

温度( x) 0 10 20 50 70

溶解度( y) 66. 7 76. 0 85. 0 112. 3 128. 0

由此得到回归直线的斜率是 ．
7. 对于一组数据的两个函数模型，其残差平方和分别为

180. 2 和 290. 7，若从中选取一个拟合程度较好的函数模
型，应选第 种．

8. 在研究身高和体重的关系时，求得相关指数 R2 ≈
，可以叙述为“身高解释了 64%的体重变化，而

随机误差贡献了剩余的 36%”，所以身高对体重的效应比
随机误差的效应大得多．

9. 某电脑公司有 6 名产品推销员，其中 5 名推销员的工作年
限 x与推销金额 y数据如下表所示:

推销员编号 1 2 3 4 5

工作年限 x( 年) 3 5 6 7 9

年推销金额 y( 万元) 2 3 3 4 5

( 1) 求年推销金额 y关于工作年限 x的线性回归方程;
( 2) 若第 6 名推销员的工作年限为 11 年，试估计他的年推
销金额．

10. 已知某种商品价格 x( 元) 与需求量 y( 件) 之间的关系有
如下一组数据:

x 14 16 18 20 22

y 12 10 7 5 3

求 y关于 x的线性回归方程，并说明回归模型拟合效果
的好坏
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11. 假定小麦基本苗数 x与成熟期有效穗 y之间存在相关关
系，今测得 5 组数据如下表所示:

x 15． 0 25． 8 30． 0 36． 6 44． 4

y 39． 4 42． 9 42． 9 43． 1 49． 2

( 1) 以 x为解释变量，y为预报变量，作出散点图;
( 2) 求 y与 x 之间的线性回归方程，并对基本苗数 56． 7
预报其有效穗;

( 3) 计算各组残差，并计算残差平方和;
( 4) 求 R2，并说明随机误差对有效穗的效应．

12. 下表是 1957 年美国旧轿车价格的调查资料，以 x 表示轿
车的使用年数，y表示相应的平均价格，求 y 关于 x 的回
归方程．
使用年数
x( 年)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

平均价格
y( 美元)

2 651 1 943 1 494 1 087 765 538 484 290 226
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1. 2 独立性检验的基本思想及其初步应用

自·主·探·究

1. 了解独立性检验的基本思想、方法，主要记住 K2 的计算
公式．

2. 了解实际推断原理和假设检验的基本思想、方法及初步
应用．

1. 变量的不同“值”表示个体所属的不同类别，此类变量称为
．

2. 列出两个分类变量的 表，称为列联表．
3. 在独立性检验中，我们常用 和

来直观地反映数据情况．
4. 利用随机变量 K2 来确定在多大程度上可以认为“两个分
类变量有关系”的方法称为两个分类变量的 ，
其中 K2 = ( n = ) ．

【参考答案】
1. 分类变量
2. 频数
3. 二维条形图 三维柱形图

4. 独立性检验 n( ad － bc) 2
( a + b) ( c + d) ( a + c) ( b + d)

a + b + c +

















d
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重·难·点·突·破

1. 分类变量及列联表

样本中的变量可以取不同的值，例如:性别变量，取男女
两个值，商品的等级变量可以取一级、二级、三级等等．

变量的不同值表示个体所属的不同类别，这样的变量称
为分类变量，可以用列联表来表示．

列联表一般为两个以上分类变量的汇总统计表，教材中
只研究两个分类变量，并且每个分类变量只取两个值的列联
表，即 2 × 2 的列联表，通常列出 2 × 2 列联表，表中列出各类
情况的频数．

一般地，假设两个分类变量 X 和 Y，它们的值域分别为
{ x1，x2 }和{ y1，y2 }，其 2 × 2 列联表为下表所示:

y1 y2 总计

x1 a b a + b

x2 c d c + d

总计 a + c b + d a + b + c + d

由表中的数据构造一个随机变量

K2 = n( ad － bc) 2
( a + b) ( c + d) ( a + c) ( b + d) ，

其中 n = a + b + c + d为样本容量，其作用是:使不同样本
容量的数据使用统一的标准．

两个分类变量是否有关系呢? 我们可以利用三维柱形
图和二维条形图直观粗略地判断两个分类变量是否有关系，
但是这种判断无法精确地给出所得结论的可靠程度．

在三维柱形图中，主对角线上两个柱形高度的乘积 ad与
副对角线上的两个柱形高度的乘积 bc 相差越大，X 与 Y 有关
系的可能性越大．

在二维条形图中，可以估计满足条件 X = x1 的个体中具

有 Y = y1 的个体所占的比例
a

a + b，也可以估计满足条件 X = x2

的个体中具有 Y = y1 的个体所占的比例
c

c + d，两个比例的值

相差越大，X与 Y有关系的可能性就越大 ．
拓展:由 2 × 2 列联表的频数，可以粗略地看出变量之间

是否有关或是否存在差异;由三维柱形图和二维条形图能更
直观地反映出相关数据的总体状况，直观地看出两个变量是
否有关，但不能给出所得结论的可靠程度，因此还需要进行
独立性检验．

2. 独立性检验

通过分析两个分类变量的列联表的数据和柱形( 条) 图，可
以直观地得到两个变量是否有关，当得到的两个变量有关时，与
事实是否一致呢? 判断当然不是百分之百的正确，那么正确的可
能性有多大呢? 这就需要用统计观点来考察这个问题．

根据 K2 的值可以考察两个分类变量是否有关系，并且能
较精确地给出这种判断的可靠程度，具体做法是:

( 1) 根据观测数据( 即 2 × 2 列联表中的频数) 计算 K2 =
n( ad － bc) 2

( a + b) ( c + d) ( a + c) ( b + d) 的值．

( 2) 通过查阅下表中 k的数值，确定 K2≥k 的范围，从而
由表中的数据得出 P( K2≥k) 的值，即“X与 Y有关系”的可靠
程度．

P( K2≥k) 0. 50 0. 40 0. 25 0. 15 0. 10 0. 05 0. 025 0. 010 0. 005 0. 001

k 0. 455 0. 708 1. 323 2. 072 2. 706 3. 841 5. 024 6. 635 7. 879 10. 828

例如:若 k ＞ 10. 828，就有 99. 9%的把握认为“X 与 Y 有
关系”; 若 k ＞ 2. 706，就有 90%的把握认为“X 与 Y 有关系”;
若 k≤2. 706，就认为没有充分的证据显示“X与 Y有关系”．

( 3) 表中结论的适用范围是:观测数据 a，b，c，d都不小于
5，当观测数据 a，b，c，d 中有小于 5 的数据时，需采用很复杂
的精确的检验方法．

独立性检验的基本思想是:独立性检验类似于间接证明
中的反证法，要确认“两个分类变量有关系”这一结论成立的
可信程度，首先假设该结论不成立，在假设下，我们构造的随
机变量 K2 应该很小．如果由观测数据计算得到的 K2 的观测
值 k很大，则在一定程度上说明假设不合理，不合理的程度可
由上表中的给定的数值得出．

拓展:独立性检验与反证法的对比如下表所示:

反证法 独立性检验

要证明结论 A 备选假设 H1

在 A 不成立的前提下进
行推理

在 H1 不成立的条件下进行推理

推出矛盾，意味着结论 A
成立

推出有利于 H1 成立的小概率事件

发生，意味着 H1 成立的可能性

较大

没有找到矛盾，不能对 A
下任何结论，即反证法不
成功

推出有利于 H1 成立的小概率事件

不发生，接受原假设

利用两种图形判断分类变量是否有关

例 1 打鼾不仅影响别人休息，而且还可能与患某种疾病
有关，下表是一次调查所得的数据，试求:每一晚都打鼾与患
心脏病有关吗?

患心脏病 未患心脏病 总计

每一晚都打鼾 30 224 254

不打鼾 24 1 355 1 379

总计 54 1 579 1 633

［解析］ 本例考查利用二维条形图判断分类变量是否有关，
掌握利用图形进行分析是解决本题的关键．
［答案］ 二维条形图如下图①②所示，从图①②
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地看出每一晚都打鼾与患心脏病有关．

［点评］ ( 1) 通过二维条形图，可以粗略地判断两个分类变
量是否有关系，但是这种判断无法精确地给出所得结论的可
靠程度．

( 2) 频率分析与图形分析都是对分类变量的一种定性
分析．
［借题发挥 1］ 在 500 个用血清的人身上试验某种血清预防
感冒的作用，把一年中的记录与另外 500 个未用血清的人作
比较，得到如下的列联表:

未感冒 感冒 总计

用血清 252 248 500

未用血清 224 276 500

总计 476 524 1 000

试用二维条形图分析血清是否能起到预防感冒的作用．

独立性检验

例 2 为调查某地区老年人是否需要志愿者提供帮助，用
简单随机抽样方法从该地区调查了 500 位老年人，结果如下:

性别

是否需要志愿者
男 女 总计

需要 40 30 70

不需要 160 270 430

总计 200 300 500

能否有 99%的把握认为该地区的老年人需要志愿者提
供帮助与性别有关?

［解析］ 本例考查分类变量的独立性检验问题，掌握好 K2

的计算公式及应用是解题关键．
［答案］ 假设该地区的老年人需要志愿者提供帮助与性别
无关．由公式，得 K2 的观测值

k = 500 × ( 40 × 270 － 30 × 160) 2
200 × 300 × 70 × 430 ≈9． 967，

由于 9． 967 ＞ 6． 635，
故有 99%的把握认为该地区的老年人是否需要志愿者

提供帮助与性别有关．
［点评］ 解决此类问题首先要确定好 a，b，c，d，n 的值，正确
求出 K2 的观测值后再与可信度分界值相比较，最后确定有多
大把握认为两分类变量之间存在关系．
［借题发挥 2］ 某次航运中，海上出现恶劣气候，随机调查
男、女乘客在船上晕船的情况如下表所示:

晕船 不晕船 总计

男乘客 32 51 83

女乘客 8 24 32

总计 40 75 115

据此资料，你是否认为在恶劣气候中航行，男乘客比女乘
客更容易晕船?

例 3 为了调查胃病是否与生活规律有关，在某地对 540 名
40 岁以上的人进行了调查，结果是患胃病者生活不规律的共
60 人，患胃病者生活规律的共 20 人，未患胃病者生活不规律
的共 260 人，未患胃病者生活规律的共 200 人．
( 1) 根据以上的数据列出 2 × 2 列联表;
( 2) 判断 40 岁以上的人患胃病与否和生活规律有关系吗?
为什么?

［解析］ 本例考查独立性检验，正确列出 2 × 2 列联表，代入
K2 公式计算即可．
［答案］ ( 1) 由已知可列 2 × 2 列联表，得

患胃病 未患胃病 总计

生活规律 20 200 220

生活不规律 60 260 320

总计 80 460 540

( 2) 由列联表可得 | 20 × 260 － 60 × 200 | = 6 800，相差较
大，可以认为 40 岁以上的人患胃病与否与生活规律有关系．

再根据列联表中数据，得 K2
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k = 540 × ( 20 × 260 － 200 × 60) 2
80 × 460 × 220 × 320 ≈9． 638，

∵ 9． 638 ＞ 6． 635．
∴ 有 99%的把握认为 40 岁以上的人患胃病与否和生活

规律有关．
［点评］ 解决独立性检验问题可以先用图形定性判断两个
分类变量的关系，再用计算 K2 的方法做出分类变量有关或无
关的精确可信程度的判断．
［借题发挥 3］ 某企业为了更好地了解设备改造前后与生产
合格品的关系，随机抽取了 180 件产品进行分析．其中设备改
造前生产的合格品有 36 件，不合格品有 49 件;设备改造后生

产的合格品有 65 件，不合格品有 30 件．根据上面的数据，你
能得出什么结论呢
















?

提·升·训·练

1. 下图是调查某地区男女中学生喜欢理科的等高条形图，阴
影部分表示喜欢理科的百分比，从图可以看出 ( )

( 第 1 题)

A. 性别与喜欢理科无关
B. 女生中喜欢理科的比例为 80%
C. 男生比女生喜欢理科的可能性大些
D. 男生不喜欢理科的比例为60%

2. 分类变量 X和 Y的 2 × 2 列联表如下，则 ( )
y1 y2 总计

x1 a b a + b
x2 c d c + d

总计 a + c b + d a + b + c + d

A. ad － bc越小，说明 X与 Y的关系越弱
B. ad － bc越大，说明 X与 Y的关系越强
C. ( ad － bc) 2 越大，说明 X与 Y的关系越强
D. ( ad － bc) 2 越接近于 0，说明 X与 Y的关系越强

3. 某班主任对全班 50 名学生进行了作业量多少的调查，数
据如下表所示:

认为作业多 认为作业不多 总计

喜欢玩电脑游戏 18 9 27

不喜欢玩电脑游戏 8 15 23

总计 26 24 50

则认为喜欢玩电脑游戏与认为作业量的多少有关系的把
握大约为 ( )
A. 99% B. 95%
C. 90% D. 无充分依据

4. 某医疗机构通过抽样调查( 样本容量 n = 1 000) ，利用 2 × 2
列联表和卡方统计量，研究患肺病是否与吸烟有关． 计算

得 K2≈4． 453，经查临界值表知 P( K2≥3． 841) ≈0． 05，则
下列结论正确的是 ( )
A. 在 100 个吸烟的人中约有 95 个人患肺病
B. 若某人吸烟，那么他有 95%的可能性患肺病
C. 在犯错误的概率不超过 0． 05 的前提下，认为“患肺病
与吸烟有关”

D. 在犯错误的概率不超过 0． 95 的前提下，认为“患肺病
与吸烟有关”

5. 两个分类变量 X 和 Y，可能的取值分别为{ x1，x2 } 和{ y1，
y2 }，其样本频数满足 a = 10，b = 21，c + d = 35，若 X与 Y有
关系的可信程度为 90%，则 c的值可能为 ( )
A. 4 B. 5
C. 6 D. 7

6. 随机变量 K2 的观测值 k 越大，说明两个分类变量间有关
系的可能性 ．

7. 对于两个分类变量 X与 Y:
( 1) 如果 k ＞ 6. 635，就约有 的把握认为“X与 Y有
关系”;

( 2) 如果 k ＞ 3. 841，就约有 的把握认为“X与 Y有
关系”;

( 3) 如果 k≤2. 706，就认为 显示“X与 Y有
关系”．

8. 下面是一个 2 × 2 列联表:

y1 y2 总计

x1 a 21 73

x2 2 25 27

总计 b 46 100

则表中 a，b处的值分别为 ．
9. 有 2 × 2 列联表如下:

B B 总计

A 54 40 94

A 32 63 95

总计 86 103 189

由上表可计算 K2 的观测值 k≈
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10. 服用某种维生素对婴儿头发稀疏或稠密的影响调查如
下:服用维生素的婴儿有 60 人，头发稀疏的有 5 人;不服
用维生素的婴儿有 60 人，头发稀疏的有 46 人，作出 2 × 2
列联表．

11. 研究人员选取 170 名男女大学生为样本，对他们进行一
种心理测验．发现有 60 名女生对该心理测验中的最后一
个题目的反应是:持肯定态度的有 18 名，持否定态度的
有 42 名; 男生 110 名在相同的题目上持肯定态度的有
22 名，持否定态度的有 88 名．问:性别与态度之间是否存
在某种关系? 分别用二维条形图和独立性检验的方法
判断．

12. 某校举办安全法规知识竞赛，从参赛的高一、高二学生中
各抽出 100 人的成绩作为样本． 对高一年级的 100 名学
生的成绩进行统计，并按［40，50) ，［50，60) ，［60，70 ) ，
［70，80) ，［80，90) ，［90，100］分组，得到成绩分布的频率
分布直方图( 如图所示) ．

( 第 12 题)

( 1) 若规定 60 分以上( 包括 60 分) 为合格，计算高一年级
这次竞赛的合格率;

( 2) 统计方法中，同一组数据常用该组区间的中点值作为
代表，据此，估计高一年级这次知识竞赛的平均成绩;

( 3) 若高二年级这次知识竞赛的合格率为 60%，由以上
统计数据填写下面 2 × 2 列联表，并问是否有 99%的
把握认为“这次知识竞赛的成绩与年级有关系”?

高一 高二 总计

合格人数

不合格人数
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单元知识整合

专题一 回归分析

1. 线性回归方程 ŷ = b̂x + â中的斜率b̂和截距 â的确定方
法和回归直线过样本点的中心( x，y) ．

2. 样本相关系数 r的计算公式及 r的几何意义，| r |越接
近于 1，表明两个变量的线性相关性越强，当 | r |大于 0． 75 时，
认为两个变量有很强的线性相关关系．

3. 残差分析，残差为êi = yi － ŷi ．

4. 样本相关指数 R2 = 1 －
∑
n

i = 1
( yi － ŷi )

2

∑
n

i = 1
( yi － y) 2

，R2 的值越大，说

明残差平方和越小，也就是说模型的拟合效果越好．
5. 建立回归模型的基本步骤:
( 1) 确定研究对象，明确哪个变量是解释变量，哪个变量

是预报变量．
( 2) 画出解释变量和预报变量的散点图，观察它们之间

的关系．
( 3) 由经验确定回归方程的类型．
( 4) 按照一定的规则估计回归方程中的参数．
( 5) 得出结果后分析残差图是否有异常．

例 1 在 7 块形状、大小相同的试验田上进行施化肥量 x对
水稻产量 y影响的试验，得到如下表所示的一些数据( 单位:
kg) :

编号 1 2 3 4 5 6 7

施化肥量 x 15 20 25 30 35 40 45

水稻产量 y 330 345 365 405 445 450 455

( 1) 以施化肥量 x为解释变量，水稻产量 y 为预报产量，
作出散点图;

( 2) 求 y与 x之间的回归方程，并求施化肥量为 28 kg 时
的水稻产量的预报值;

( 3) 计算残差及残差平方和;
( 4) 求相关指数 R2，并说明随机误差对预报变量的影响
有多大．

［解析］ 本例考查了回归分析，解决的关键是先通过散点图
确定好线性相关关系，然后再求解其他问题进行回归分析．
［答案］ ( 1) 散点图如图所示:

( 2) 由散点图可以看出，样本点呈条状分布，施化肥量和
水稻产量有较好的线性相关关系，因此可以用线性回归方程
近似刻画它们之间的关系．

设回归方程ŷ = b̂x + â，

由已知数据，得x =30，y≈399．3，∑
7

i =1
x2i =7 000，∑

7

i =1
xiyi =87 175，

于是b̂ =
∑
7

i = 1
xiyi － 7 x y

∑
7

i = 1
x2i － 7 x2

= 87 175 － 7 × 30 × 399． 3
7 000 － 7 × 302 ≈4． 75，

â = y － b̂x = 399． 3 － 4． 75 × 30 = 256． 8．
因此所求的线性回归方程是ŷ = 4． 75x + 256． 8
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当 x = 28 时，水稻产量的预报值是
ŷ = 4． 75 × 28 + 256． 8 = 389． 8( kg) ．
( 3) 由残差êi = yi － ŷi，得
ê1 = 1． 95，ê2 = － 6． 8，ê3 = － 10． 55，ê4 = 5． 7，
ê5 = 21． 95，ê6 = 3． 2，ê7 = － 15． 55，

故残差平方和∑
7

i = 1
ê2i = 927． 68．

( 4) 计算得∑
7

i = 1
( yi － y) 2 = 16 721． 43，

∴ 相关指数 R2 = 1 － 927． 68
16 721． 43≈0． 945．

∴ 解释变量施化肥量约解释了 94． 5%的水稻产量变化，
故随机误差约解释了 1 － 94． 5% =5． 5% ．

［点评］ 解回归分析问题的关键有两个: ( 1 ) 求回归方程;
( 2) 利用残差分析对拟合效果进行评价．

专题二 独立性检验

若两个分类变量 X 和 Y 的值域分别为 { x1，x2 } 和 { y1，

y2 }，其 2 × 2 列联表为

y1 y2 总计

x1 a b a + b

x2 c d c + d

总计 a + c b + d a + b + c + d

则分析它们之间是否有关系的途径有:
( 1) 通过计算它们发生的频率，来初步判断;
( 2) 通过作三维柱形图和二维条形图，利用图形直观来

判断;
( 3) 利用独立性检验的基本思想来进行定量的判定．
独立性检验的基本思想类似于反证法，即要确定“两个

分类变量 X与 Y有关系”这一结论成立的可信程度，首先假
设结论不成立，即它们之间没有关系，也就是它们是相互独
立的，利用概率的乘法公式可推知( ad － bc) 2 接近于零，也就

是随机变量 K2 = n( ad － bc) 2
( a + b) ( c + d) ( a + c) ( b + d) 应该很小，如果

计算出来的它的观测值 k不是很小，通过查表可知 P( K2≥k)
的概率很小，又根据小概率事件几乎不可能发生，由此推断
假设不成立，从而可以推断 X与 Y之间有关系．
例 2 在调查的 480 名男性中有 38 名患有色盲，520 名女
性中有 6 名患有色盲，利用独立性检验的方法来判断色盲与
性别是否有关．你所得的结论在什么范围内有效?
［解析］ 本例考查列联表及独立性检验问题，应首先作出调
查数据的列联表，再根据列联表进行分析，最后利用独立性
检验做出判断．
［答案］ 根据题目所给的数据作出如下的 2 × 2 列联表:

色盲 不色盲 合计

男 38 442 480

女 6 514 520

合计 44 956 1 000

根据表中所给的数据，得
a = 38，b = 442，c = 6，d = 514，a + b = 480，c + d = 520，a + c

= 44，b + d = 956，n = 1 000，

代入公式 K2 = n( ad － bc) 2
( a + b) ( b + d) ( a + c) ( c + d) ，得 K2 的观

测值

k = 1 000 × ( 38 × 514 － 6 × 442) 2
480 × 520 × 44 × 956 ≈27. 139，

由于 27. 139 ＞ 10. 828，故我们有 99. 9%的把握认为色盲
和性别有关系．这个结论只对所调查的 480 名男性和 520 名
女性有效．
［点评］ 利用图形来判断两个变量之间是否有关系，可以画
出三维柱形图，也可以画出二维条形图，但从图形上只可以粗
略地估计两个分类变量的关系，可以结合所求的数值来进行
比较，作图应注意单位统一，图形准确，但它不能对两个分类
变量有关或无关做出精确的判断，若要做出精确的判断，可以
进行独立性检验的相关计算．

例 1 ( 山东) 某产品的广告费用 x 与销售额 y 的统计数据
如下表所示:

广告费用 x( 万元) 4 2 3 5

销售额 y( 万元) 49 26 39 54

根据上表可得回归方程ŷ = b̂x + â中的b̂为 9． 4，据此模型预报
广告费用为 6 万元时销售额为 ( )

A. 63． 6 万元 B. 65． 5 万元
C. 67． 7 万元 D. 72． 0 万元

［解析］ 易求得x =3． 5，y =42，则将( 3． 5，42) 代入ŷ = 9． 4x + â
中，得 42 = 9． 4 × 3． 5 + â，即â = 9． 1，则ŷ = 9． 4x + 9． 1，∴ 当广
告费用为 6 万元时销售额为 9． 4 × 6 + 9． 1 = 65． 5( 万元) ．
［答案］ B
［点评］ 本例考查回归方程等知识，解题时必须明确线性回
归直线方程过定点( x，y) ．
例 2 ( 江西) 为了解儿子身高与其父亲身高的关系，随机
抽取 5 对父子身高数据如下:

父亲身高 x( cm) 174 176 176 176 178

儿子身高 y( cm) 175 175 176 177 177

则 y对 x的线性回归方程为 ( )
A. y = x － 1
B. y = x + 1

C. y = 88 + 1
2 x

D. y = 176
［解析］ 本题主要考查线性回归方程以及运算求解能力．利
用公式求系数．

［答案］ x = 174 + 176 + 176 + 176 + 178
5 = 176，

y = 175 + 175 + 176 + 177 + 177
5 = 176
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b̂ =
∑
n

i = 1
( xi － x) ( yi － y)

∑
n

i = 1
( xi － x) 2

= 1
2 ，â = y － b̂x = 88，

∴ y = 88 + 1
2 x．

例 3 ( 广东) 为了解篮球爱好者小李的投篮命中率与打篮

球时间之间的关系，下表记录了小李某月 1 号到 5 号每天打
篮球时间 x( 单位:小时) 与当天投篮命中率 x之间的关系:

时间 x 1 2 3 4 5

命中率 y 0． 4 0． 5 0． 6 0． 6 0． 4

小李这 5 天的平均投篮命中率为 ; 用线性回归分析
的方法，预测小李该月 6 号打 6 小时篮球的投篮命中率
为 ．
［解析］ 本题主要考查线性回归方程以及运算求解能力．

小 李 这 5 天 的 平 均 投 篮 命 中 率 y =
0． 4 + 0． 5 + 0． 6 + 0． 6 + 0． 4

5 = 0． 5，可求得小李这 5 天的平均

打篮球时间x = 3．根据已有数据可求得b̂ = 0． 01，â = 0． 47，故

回归方程为ŷ = 0． 47 + 0． 01x，将 x = 6 代入得 6 号打 6 小时篮

球的投篮命中率约为 0． 53．
［答案］ 0． 5 0． 53

例 4 ( 湖南) 通过随机询问 110 名性别不同的大学生是否

爱好某项运动，得到如下的列联表:

男 女 总计

爱好 40 20 60

不爱好 20 30 50

总计 60 50 110

由 K2 = n( ad － bc) 2
( a + b) ( c + d) ( a + c) ( b + d) 计算，得

K2 = 110 × ( 40 × 30 － 20 × 20) 2
60 × 50 × 60 × 50 ≈7． 8．

附表:

P( K2≥k) 0． 050 0． 010 0． 001

k 3． 841 6． 635 10． 828

参照附表，得到的正确结论是 ( )
A. 有 99%以上的把握认为“爱好该项运动与性别有关”
B. 有 99%以上的把握认为“爱好该项运动与性别无关”
C. 在犯错误的概率不超过 0． 1%的前提下，认为“爱好
该项运动与性别有关”

D. 在犯错误的概率不超过 0． 1%的前提下，认为“爱好
该项运动与性别无关”

［解析］ ∵ 6． 635 ＜ 7． 8 ＜ 10． 828，∴ 选 A．
［答案］ A
［点评］ 本例考查了独立性检验、解决实际问题的能力．

例 5 ( 安徽) 某地最近十年粮食需求量逐年上升，下表是

部分统计数据:

年份 2002 2004 2006 2008 2010

需求量( 万吨) 236 246 257 276 286

( 1) 利用所给数据求年需求量与年份之间的回归直线方
程ŷ = bx + a;

( 2) 利用( 1) 中所求的直线方程预测该地 2012 年的粮食
需求量．

［解析］ ( 1) 先对大数据进行处理，再求回归直线方程较为
简单． ( 2) 求出回归直线方程后，即求当 x = 2 012 时 y的值．
［答案］ 由所给数据分析，年需求量与年份之间具有线性相
关关系，可用线性回归方程来近似刻画，为此对数据可作预处
理如下表所示:

年份 － 2006 － 4 － 2 0 2 4

需求量 － 257 － 21 － 11 0 19 29

对处理后的数据，容易算得

x = 1
5 × ( － 4 － 2 + 0 + 2 + 4) = 0，

y = 1
5 × ( － 21 － 11 + 0 + 19 + 29) = 3． 2，

∑
5

i =1
xiyi = －4 × ( －21) + ( －2) × ( －11) +2 ×19 +4 ×29

= 260，

∑
5

i = 1
x2i = 16 + 4 + 0 + 4 + 16 = 40．

∴ b =
∑
5

i = 1
xiyi － 5 x y

∑
5

i = 1
x2i － 5 x2

= 26040 = 6． 5，

∴ a = y － b x = 3． 2．
∴ 所求回归直线方程为ŷ － 257 = 6． 5( x － 2 006) + 3． 2，

即ŷ = 6． 5( x － 2 006) + 260． 2．

( 2) 当 x = 2 012 时，ŷ = 6． 5 × ( 2 012 － 2 006 ) + 260． 2 =

299． 2( 万吨) ，

故预测 2012 年粮食需求量为 299． 2 万吨．
［点评］ 本例考查回归思想及初步应用，考查回归直线的求
法与用法及数据处理的基本方法和能力，考查用统计知识解
决实际应用问题的能力．

例 6 ( 辽宁) 为了比较注射 A、B两种药物后产生的皮肤疱

疹的面积，选 200 只家兔做试验，将这 200 只家兔随机地分成
两组，每组 100 只，其中一组注射药物 A，另一组注射药物 B．

下表 1 和表 2 分别是注射药物 A和药物 B后的试验结果． ( 疱
疹面积单位: mm2 )

表 1 注射药物 A后皮肤疱疹面积的频数分布表

疱疹面积 ［60，65) ［65，70) ［70，75) ［75，80)

频数 30 40 20
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