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课本乃一课之“本”。虽然高校的教材一般不会被称为“课本”，其分量也没有
中小学课本那么重，但教材建设实为高校的基本建设之一，这大概是多数人都接受
或认可的。

无论是教还是学，教材都是不可或缺的。一本好的教材，既是学生的良师益
友，亦是教师之善事利器。应该说，这些年来，我国的高校教材建设工作取得了很
大的成绩。其中，举全国之力而编写的“统编教材”和“规划教材”，为千百万人的成
才作出了突出的贡献。这些“统编教材”和“规划教材”无疑具有权威性；但客观地
说，随着我国社会改革的深入发展，随着高校的扩招和办学层次的增多，以往编写
的各种“统编教材”和“规划教材”，就日益显露出其弊端和不尽如人意之处。其中
最为突出的表现在于两个方面。一是内容过于庞杂。无论是“统编教材”还是“规
划教材”，由于过分强调系统性与全面性，以至于每本教材都是章节越编越长，内容
越写越多，不少教材在成书时接近百万字，甚至超过百万字，其结果既不利于学，也
不便于教，还增加了学生的经济负担。二是重理论轻技能。几乎所有的“统编教
材”和“规划教材”都有一个通病，即理论知识的分量相当重甚至太重，技能训练较
少涉及。这样的教材，不要说“二本”、“三本”的学生不宜使用，就是一些“一本”的
学生也未必合适。

现代高等教育背景下的本专科合格毕业生应该同时具备知识素质和技能素
质。改革开放以后，人们都很重视素质教育；毫无疑问，素质教育中少不了知识素
质的培养，但是仅注重学生知识素质的培养而轻视实际技能的获得肯定是不对的。
我们都知道，在任何国家和任何社会，高端的研究型人才毕竟是少数，应用型、操作
型的人才才是社会所需的大量人才。因此，对于“二本”尤其是“三本”及高职高专
的学生来说，在大学阶段的学习中，其知识素质与技能素质的培养具有同等的重要
性。从一定意义上说，为了使其动手能力和实践能力明显强于少数日后从事高端
研究的人才，这类学生技能素质的培养甚至比知识素质的培养还要重要。

学生技能素质的培养涉及方方面面，教材的选择与使用便是其中重要的一环。
正是基于上述考虑，在贯彻落实科学发展观的活动中，我们结合“二本”尤其是“三
本”及高职高专学生培养的实际，组织编写了这一套系列教材。这一套教材与以往
的“统编教材”和“规划教材”有很大的不同。不同在哪里？其一，体例与内容有所
不同。每本教材一般不超过４０万字。这样，既利于学，亦便于教。其二，理论与技
能并重。在确保基本理论与基本知识不能少的前提下，注重专业技能的训练，增加
专业技能训练的内容，让“二本”、“三本”及高职高专的学生通过本专科阶段的学
习，在动手能力上明显强于研究生和“一本”的学生。当然，我们的这些努力无疑也



是一种摸索。既然是一种摸索，其中的不足和疏漏甚至谬误就在所难免。
中南财经政法大学武汉学院在本套教材的组织编写活动中，为了确保质量，成

立了以主管教学的副院长徐仁璋教授为主任的教材建设委员会，并动员校内外上
百名专家学者参加教材的编写工作。在这些学者中，既有曾经担任国家“规划教
材”、“统编教材”的主编或撰写人的老专家，也有教学经验丰富、参与过多部教材编
写的年富力强的中年学者，还有很多博士、博士后及硕士等青年才俊。他们之中不
少人都已硕果累累，因而仅就个人的名利而言，编写这样的教材对他们并无多大意
义。但为了教育事业，他们都能不计个人得失，甘愿牺牲大量的宝贵时间来编写这
套教材，精神实为可嘉。在教材的编写和出版过程中，我们还得到了众多前辈、同
仁及方方面面的关心、支持和帮助。在此，对为本套教材的面世而付出辛勤劳动的
所有单位和个人表示衷心的感谢。

最后，恳请学界同仁和读者对本套教材提出宝贵的批评和建议。

中南财经政法大学武汉学院院长

２０１１．７．１６

·Ⅱ· 微积分（下）

试读结束：需要全本请在线购买： www.ertongbook.com



书书书

目　　录

第７章　定积分 （１）……………………………………………………………………

　７．１　定积分的概念 （１）……………………………………………………………

　７．２　定积分的性质 （６）……………………………………………………………

　７．３　定积分的基本公式 （９）………………………………………………………

　７．４　定积分的换元积分法和分部积分法 （１５）……………………………………

　７．５　广义积分与Γ函数 （２０）………………………………………………………

　７．６　定积分的应用 （２６）……………………………………………………………

　数学家莱布尼茨简介 （３７）…………………………………………………………

　第７章总习题 （３９）…………………………………………………………………
第８章　无穷级数 （４２）………………………………………………………………

　８．１　常数项级数 （４２）………………………………………………………………

　８．２　正项级数 （４９）…………………………………………………………………

　８．３　任意项级数 （５５）………………………………………………………………

　８．４　幂级数 （５９）……………………………………………………………………

　８．５　函数展开成幂级数 （６４）………………………………………………………

　８．６　幂级数的应用举例 （６９）………………………………………………………

　数学家阿贝尔简介 （７１）……………………………………………………………

　第８章总习题 （７２）…………………………………………………………………
第９章　多元函数微积分 （７５）………………………………………………………

　９．１　空间解析几何 （７５）……………………………………………………………

　９．２　多元函数 （７９）…………………………………………………………………

　９．３　二元函数的极限与连续 （８４）…………………………………………………

　９．４　偏导数与全微分 （８９）…………………………………………………………

　９．５　多元复合函数求导法则 （９７）…………………………………………………

　９．６　隐函数及其求导法则 （１０２）…………………………………………………

　９．７　二元函数的极值 （１０９）………………………………………………………

　９．８　二重积分 （１１４）………………………………………………………………

　数学家陈省身简介 （１２７）……………………………………………………………

　第９章总习题 （１２８）…………………………………………………………………



第１０章　微分方程与差分方程 （１３３）………………………………………………

１０．１　微分方程的一般概念 （１３３）………………………………………………

１０．２　一阶微分方程 （１３６）………………………………………………………

１０．３　几种二阶微分方程 （１４４）…………………………………………………

　＊１０．４　二阶常系数线性微分方程 （１４７）…………………………………………

１０．５　差分方程 （１５４）……………………………………………………………

　＊１０．６　一阶常系数线性差分方程 （１５７）…………………………………………
数学家拉普拉斯简介 （１６１）………………………………………………………
第１０章总习题 （１６２）………………………………………………………………

第１１章　Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ　７．０简介（续） （１６４）…………………………………………

１１．１　Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ在定积分中的应用 （１６４）……………………………………

１１．２　Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ在多元函数微积分中的应用 （１６８）…………………………

１１．３　Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ在无穷级数中的应用 （１７２）…………………………………

１１．４　Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ在微分方程中的应用 （１７４）…………………………………
数学家约翰·冯·诺依曼简介 （１７５）……………………………………………

部分参考答案 （１７７）……………………………………………………………………

·２· 微积分（下）



书书书

第７章 定 积 分

世界上没有两片完全相同的树叶．
———
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莱布尼茨

不定积分是微分法逆运算的一个侧面，定积分则是它的另一个侧面．本章先引
入定积分的概念，然后讨论定积分的性质、计算方法，以及定积分在几何、经济方
面的应用．

７．１　 定积分的概念

７．１．１　 定积分产生的实际背景

图７－１

１．曲边梯形的面积

设ｙ＝ｆ（ｘ）是定义在［ａ，ｂ］上的非负连续
函数．由曲线ｙ＝ｆ（ｘ）（ｆ（ｘ）≥０），直线ｘ＝ａ，

ｘ＝ｂ及ｘ 轴所围成的平面图形称为曲边梯形
（见图７－１）．曲边梯形的面积可用下述方法计算．

如果 曲 边 梯 形 在 底 边 上 各 点 处 的 高

ｆ（ｘ）在 ａ，［ ］ｂ 上是常数，则曲边梯形是一个矩
形，其面积容易求得．而现在底边上的高ｆ（ｘ）在

区间 ａ，［ ］ｂ 上是变化的，因此它的面积不能按矩形面积来计算．然而，曲边梯形的高

ｆ（ｘ）在区间 ａ，［ ］ｂ 上是连续的，当ｘ变化很小时，ｆ（ｘ）的变化也很小，如果把ｘ限
制在一个很小的区间上，曲边梯形就可以近似看做矩形来处理．设想把曲边梯形沿

ｘ轴方向切割成许多窄长条，把每个窄长条按矩形近似计算其面积，求其和便得到
曲边梯形面积的近似值．分割越细，误差越小，于是当窄长条宽度趋近于零时，就可
以得到曲边梯形面积的精确值．

由此，得到计算曲边梯形面积的步骤如下．



第一步：分割．在区间 ａ，［ ］ｂ 中任意插入ｎ－１个分点
ａ＝ｘ０ ＜ｘ１ ＜ｘ２ ＜ … ＜ｘｎ－１ ＜ｘｎ ＝ｂ，

这些分点把区间［ａ，ｂ］分成ｎ个小区间
ｘ０，ｘ［ ］１ ，ｘ１，ｘ［ ］２ ，…，ｘｎ－１，ｘ［ ］ｎ ，

它们的长度依次是

Δｘ１ ＝ｘ１－ｘ０，Δｘ２ ＝ｘ２－ｘ１，…，Δｘｎ ＝ｘｎ－ｘｎ－１．
过各分点作垂直于Ｏｘ轴的直线，相应的曲边梯形被分割成ｎ个窄小曲边梯形

（见图７－１）．
第二步：近似．当每个小区间 ｘｉ－１，ｘ［ ］ｉ 的长度很小时，它所对应的每个小曲边

梯形的面积可以用矩形面积近似替代．小矩形的宽为Δｘｉ，在 ｘｉ－１，ｘ［ ］ｉ 上任取一点

ξｉ，以对应的函数值ｆ（ξｉ）为高，则小曲边梯形面积ΔＡｉ的近似值为ｆ（ξｉ）Δｘｉ，即

ΔＡｉ≈ｆ（ξｉ）Δｘｉ　（ｉ＝１，２，…，ｎ）．
第三步：求和．把ｎ个小矩形的面积相加，得到曲边梯形面积Ａ的近似值，即

Ａ≈ｆ（ξ１）Δｘ１＋ｆ（ξ２）Δｘ２＋…＋ｆ（ξｎ）Δｘｎ ＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｆ（ξｉ）Δｘｉ．

第四步：取极限．为了保证所有的小区间长度Δｘｉ都无限缩小，要求小区间长
度的最大值λ＝ ｍａｘ

１≤ｉ≤ｎ
Δｘ１，Δｘ２，…，Δｘ｛ ｝ｎ 趋近于零（这时分点数无限增大，即ｎ→

∞），则和式∑
ｎ

ｉ＝１
ｆ（ξｉ）Δｘｉ的极限就是曲边梯形的面积，即

Ａ＝ｌｉｍ
λ→０∑

ｎ

ｉ＝１
ｆ（ξｉ）Δｘｉ．

２．变速直线运动的路程

设某物体作变速直线运动，已知速度ｖ＝ｖ（ｔ）是时间间隔 Ｔ１，Ｔ［ ］２ 上的连续

函数，且ｖ（ｔ）≥０，计算在这段时间内物体运动的路程．
第一步：分割．在时间间隔 Ｔ１，Ｔ［ ］２ 中任意插入ｎ－１个分点

Ｔ１ ＝ｔ０ ＜ｔ１ ＜ｔ２ ＜ … ＜ｔｎ－１ ＜ｔｎ ＝Ｔ２，
这些分点把 Ｔ１，Ｔ［ ］２ 分成ｎ个小段，各小段的时间长度依次是

Δｔ１ ＝ｔ１－ｔ０，Δｔ２ ＝ｔ２－ｔ１，…，Δｔｎ ＝ｔｎ－ｔｎ－１．
第二步：近似．每小段 ｔｉ－１，ｔ［ ］ｉ 上的运动可近似看成匀速直线运动，在

ｔｉ－１，ｔ［ ］ｉ 上任取一点ξｉ，作乘积ｖ（ξｉ）Δｔｉ，则在这一小段时间内该物体运动的路程

Δｓｉ≈ｖ（ξｉ）Δｔｉ （ｉ＝１，２，…，ｎ）．
第三步：求和．把ｎ个小段所有路程Δｓｉ加起来，得到全部路程ｓ的近似值，

即

ｓ≈ｖ（ξ１）Δｔ１＋ｖ（ξ２）Δｔ２＋…＋ｖ（ξｎ）Δｔｎ ＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｖ（ξｉ）Δｔｉ．

·２· 微积分（下）



第四步：取极限．当λ＝ ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ

Δｔ１，Δｔ２，…，Δｔ｛ ｝ｎ 趋近于零时，和式 ∑
ｎ

ｉ＝１
ｖ（ξｉ）Δｔｉ

的极限就是全部路程ｓ的精确值，即

ｓ＝ｌｉｍ
λ→０∑

ｎ

ｉ＝１
ｖ（ξｉ）Δｔｉ．

从以上两个例子可以看出，虽然研究的具体问题不同，但解决问题的方法是相
同的，即采用分割、近似、求和、取极限四个步骤，且最后所得的数学表达式为具有
相同结构的一种特定和式的极限．在科学技术和实际生活中，许多问题都可以归结
为这种特定和式的极限，由此可以抽象出定积分的定义．

７．１．２　 定积分的定义

定义７．１．１　 设函数ｆ（ｘ）为区间 ａ，［ ］ｂ 上的有界函数，在 ａ，［ ］ｂ 中任意插入
ｎ－１个分点

ａ＝ｘ０ ＜ｘ１ ＜ｘ２ ＜ … ＜ｘｎ－１ ＜ｘｎ ＝ｂ，
把区间 ａ，［ ］ｂ 分成ｎ个小区间

ｘ０，ｘ［ ］１ ，ｘ１，ｘ［ ］２ ，…，ｘｎ－１，ｘ［ ］ｎ ，
各小区间的长度依次为

Δｘ１ ＝ｘ１－ｘ０，Δｘ２ ＝ｘ２－ｘ１，…，Δｘｎ ＝ｘｎ－ｘｎ－１．
在每个小区间 ｘｉ－１，ｘ［ ］ｉ 上任取一点ξｉ（ｘｉ－１≤ξｉ≤ｘｉ），作函数值ｆ（ξｉ）与小区间长
度Δｘｉ的乘积ｆ（ξｉ）Δｘｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ），并作和式

∑
ｎ

ｉ＝１
ｆ（ξｉ）Δｘｉ，

∑
ｎ

ｉ＝１
ｆ（ξｉ）Δｘｉ通常称为ｆ（ｘ）的积分和．记λ＝ ｍａｘ１≤ｉ≤ｎ

Δｘ１，Δｘ２，…，Δｘ｛ ｝ｎ ，如果不论

对区间 ａ，［ ］ｂ 怎样的分法，也不论在小区间 ｘｉ－１，ｘ［ ］ｉ 上点ξｉ 怎样的取法，极限

ｌｉｍ
λ→０∑

ｎ

ｉ＝１
ｆ（ξｉ）Δｘｉ总是确定的值，则称这个极限值为ｆ（ｘ）在区间 ａ，［ ］ｂ 上的定积分，

记作∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ，即

∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝ｌｉｍ

λ→０∑
ｎ

ｉ＝１
ｆ（ξｉ）Δｘｉ，

其中称ｆ（ｘ）为被积函数，ｆ（ｘ）ｄｘ为被积表达式，ｘ为积分变量，ａ，［ ］ｂ 为积分区
间，ａ为积分下限，ｂ为积分上限．

关于定积分的定义，作以下几点说明．
（１）定积分值只与被积函数ｆ（ｘ）和积分区间 ａ，［ ］ｂ 有关，与积分变量用哪个

字母表示无关，即

∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫

ｂ

ａ
ｆ（ｔ）ｄｔ＝∫

ｂ

ａ
ｆ（ｕ）ｄｕ．
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（２）在定积分的定义中，假设ａ＜ｂ，为了方便计算与运用，作以下两点补充
规定：

① 当ａ＞ｂ时，∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝－∫

ａ

ｂ
ｆ（ｘ）ｄｘ；

② 当ａ＝ｂ时，∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝０．

下面给出函数ｆ（ｘ）在 ａ，［ ］ｂ 上可积的两个充分条件．
定理７．１．１　 设ｆ（ｘ）在区间 ａ，［ ］ｂ 上连续，则ｆ（ｘ）在 ａ，［ ］ｂ 上可积．
定理７．１．２　 设ｆ（ｘ）在区间 ａ，［ ］ｂ 上有界，且只有有限个间断点，则ｆ（ｘ）在

ａ，［ ］ｂ 上可积．
上面讨论的两个实际问题用定积分的定义表述如下：

由连续曲线ｙ＝ｆ（ｘ）（ｆ（ｘ）≥０），两条直线ｘ＝ａ，ｘ＝ｂ及ｘ轴所围成的平
面图形的面积Ａ等于函数ｆ（ｘ）在区间 ａ，［ ］ｂ 上的定积分，即

Ａ＝∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ．

某物体以ｖ＝ｖ（ｔ）（ｖ（ｔ）≥０）作变速直线运动，从时刻Ｔ１到时刻Ｔ２物体运动
的路程ｓ等于速度函数ｖ＝ｖ（ｔ）在区间 Ｔ１，Ｔ［ ］２ 上的定积分，即

ｓ＝∫
Ｔ２

Ｔ１

ｖ（ｔ）ｄｔ．

７．１．３　 定积分的几何意义

由前面曲边梯形面积的计算可以看到：

当ｆ（ｘ）≥０时，定积分∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ表示由曲线ｙ＝ｆ（ｘ），两条直线ｘ＝ａ，ｘ＝

ｂ（ａ≤ｂ）及ｘ轴所围成的曲边梯形的面积Ａ，即∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝Ａ．

图７－２

当ｆ（ｘ）≤０时，∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝－Ａ．

定积分∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ 的几何意义：由曲线

ｙ＝ｆ（ｘ），两条直线ｘ＝ａ，ｘ＝ｂ及ｘ轴所围
成的平面图形的各部分面积的代数和．其图形

在ｘ轴的上方时取正号，在ｘ轴的下方时取负
号．

如图７－２所示，函数ｙ＝ｆ（ｘ）在区间

ａ，［ ］ｂ 上的定积分为

·４· 微积分（下）
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∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝Ａ１－Ａ２＋Ａ３．

例１　 利用定义计算定积分∫
１

０
ｘ２ｄｘ．

解 　 因为被积函数ｆ（）ｘ ＝ｘ２ 在积分区间 ０，［ ］１ 上连续，而连续函数是可积

的，所以积分与区间 ０，［ ］１ 的分法和点ξｉ的取法无关．因此，为了便于计算，不妨把

区间 ０，［ ］１ 分成ｎ等份，分点为ｘｉ ＝
ｉ
ｎ ｉ＝１

，２，…，ｎ　－（ ）１ ．这样，每个小区间

ｘｉ－１，ｘ［ ］ｉ 的长度Δｘｉ＝
１
ｎ ｉ＝１

，２，…，（ ）ｎ ，取ξｉ ＝ｘｉｉ＝１，２，…，（ ）ｎ ，得和式

∑
ｎ

ｉ＝１
ｆξ（ ）ｉ Δｘｉ＝∑

ｎ

ｉ＝１
ξ
２
ｉΔｘｉ＝∑

ｎ

ｉ＝１
ｘ２ｉΔｘｉ＝∑

ｎ

ｉ＝１

ｉ（ ）ｎ
２

·１
ｎ ＝

１
ｎ３∑

ｎ

ｉ＝１
ｉ２

＝ １
ｎ３
·１
６ｎ　ｎ＋（ ）１　２ｎ　＋（ ）１ ＝

１
６
１＋１（ ）ｎ ２＋１（ ）ｎ ．

当λ→０，即ｎ→ ∞ 时，对上式取极限，由定积分的定义，即得所要计算的积分

∫
１

０
ｘ２ｄｘ＝ｌｉｍ

λ→０∑
ｎ

ｉ＝１
ξ
２
ｉΔｘｉ＝ｌｉｍ

ｎ→∞

１
６
１＋１（ ）ｎ ２＋１（ ）ｎ ＝ １３．

图７－３

例２　 利 用 定 积 分 的 几 何 意 义 求 定 积 分

∫
２

０
４－ｘ槡 ２ｄｘ．

解 　 根据定积分的几何意义，该定积分是由曲线

ｙ＝ ４－ｘ槡 ２，直线ｘ＝０，ｘ＝２及ｘ轴所围成的平面
图形的面积，即以２为半径的四分之一圆的面积，如

图７－３所示，则

∫
２

０
４－ｘ槡 ２ｄｘ＝ １４π

·２２ ＝π．

习题 7.1

（Ａ）

１．将和式极限ｌｉｍ
ｎ→∞

１
ｎ
ｓｉｎπｎ＋ｓｉｎ

２π
ｎ ＋

…＋ｓｉｎ
（ｎ－１）π［ ］ｎ

表示成定积分．

２．利用定积分的几何意义说明下列等式：

（１）∫
ｂ

ａ
ｋｄｘ＝ｋ（ｂ－ａ）；　　　　　　 （２）∫

１

０
１－ｘ槡 ２ｄｘ＝ π４

；

（３）∫
π

－π
ｓｉｎｘｄｘ＝０； （４）∫

１

－１
ｘ　ｄｘ＝２∫

１

０
ｘｄｘ．
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（Ｂ）

１．利用定积分的定义计算下列积分：

（１）∫
ｂ

ａ
ｘｄｘ（ａ＜ｂ）； （２）∫

１

０
ｅｘｄｘ．

２．计算由曲线ｙ＝ｘ２，直线ｘ＝１及ｘ轴所围成的平面图形的面积．

７．２　 定积分的性质

在下面的讨论中，假定被积函数在所讨论区间上都是可积的．
性质１　 两个函数代数和的定积分等于它们定积分的代数和，即

∫
ｂ

ａ
［ｆ（ｘ）±ｇ（ｘ）］ｄｘ＝∫

ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ±∫

ｂ

ａ
ｇ（ｘ）ｄｘ．

证 　∫
ｂ

ａ
［ｆ（ｘ）±ｇ（ｘ）］ｄｘ＝ｌｉｍ

λ→０∑
ｎ

ｉ＝１

［ｆ（ξｉ）±ｇ（ξｉ）］Δｘｉ

＝ｌｉｍ
λ→０∑

ｎ

ｉ＝１
ｆ（ξｉ）Δｘｉ±ｌｉｍ

λ→０∑
ｎ

ｉ＝１
ｇ（ξｉ）Δｘｉ

＝∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ±∫

ｂ

ａ
ｇ（ｘ）ｄｘ．

性质１可以推广到有限个函数代数和的情形．
性质２　 被积函数中的常数因子可以提到积分号前面，即

∫
ｂ

ａ
ｋｆ（ｘ）ｄｘ＝ｋ∫

ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ　（ｋ为常数）．

证　∫
ｂ

ａ
ｋｆ（ｘ）ｄｘ＝ｌｉｍ

λ→０∑
ｎ

ｉ＝１
ｋｆ（ξｉ）Δｘｉ＝ｋｌｉｍ

λ→０∑
ｎ

ｉ＝１
ｆ（ξｉ）Δｘｉ＝ｋ∫

ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ（ｋ为常

数）．

性质３　 设ａ＜ｃ＜ｂ，则∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫

ｃ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＋∫

ｂ

ｃ
ｆ（ｘ）ｄｘ．

证 　因为ｆ（ｘ）在区间［ａ，ｂ］上可积，所以不论把［ａ，ｂ］怎样分，积分和的极限
总是不变的．因此，在分区间时，可以将ｃ取为区间的分点，则［ａ，ｂ］上的积分和等
于［ａ，ｃ］上的积分和加［ｃ，ｂ］上的积分和，记为

∑［ａ，ｂ］ｆ（ξｉ）Δｘｉ＝∑［ａ，ｃ］ｆ（ξｉ）Δｘｉ＋∑［ｃ，ｂ］ｆ（ξｉ）Δｘｉ．
令λ→０，上式两端同时取极限，得

∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫

ｃ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＋∫

ｂ

ｃ
ｆ（ｘ）ｄｘ．

性质３可以推广到对任意的常数ａ，ｂ，ｃ，等式

∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫

ｃ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＋∫

ｂ

ｃ
ｆ（ｘ）ｄｘ
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均成立．例如，当ａ＜ｂ＜ｃ时，由于

∫
ｃ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫

ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＋∫

ｃ

ｂ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫

ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ－∫

ｂ

ｃ
ｆ（ｘ）ｄｘ，

移项后，即得∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫

ｃ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＋∫

ｂ

ｃ
ｆ（ｘ）ｄｘ．

性质４　 如果在区间［ａ，ｂ］上，ｆ（ｘ）≡１，则∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫

ｂ

ａ
ｄｘ＝ｂ－ａ．

性质５　 如果在区间［ａ，ｂ］上，ｆ（ｘ）≥０，则∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ≥０．

证 　 因为ｆ（ｘ）≥０，所以ｆ（ξｉ）≥０（ｉ＝１，２，…，ｎ）．又由于Δｘｉ≥０（ｉ＝１，

２，…，ｎ），因此

∑
ｎ

ｉ＝１
ｆ（ξｉ）Δｘｉ≥０，

令λ＝ｍａｘ｛Δｘ１，…，Δｘｎ｝→０，便得要证的不等式．
性质６（估值定理）　如果函数ｆ（ｘ）在 ａ，［ ］ｂ 上的最大值为Ｍ，最小值为ｍ，则

ｍ（ｂ－ａ）≤∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ≤Ｍ（ｂ－ａ） （ａ＜ｂ）．

证 　 因为 ｘ∈ ａ，［ ］ｂ ，ｍ≤ｆ（ｘ）≤Ｍ，所以

∫
ｂ

ａ
ｍｄｘ≤∫

ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ≤∫

ｂ

ａ
Ｍｄｘ，

再由性质２及性质４，得到所要证的不等式．
性质７（定积分中值定理）　如果函数ｆ（ｘ）在 ａ，［ ］ｂ 上连续，则在区间［ａ，ｂ］上

至少存在一点ξ，使得

∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝ｆ（ξ）（ｂ－ａ）　（ａ≤ξ≤ｂ）．

这个公式称为定积分中值公式．
证 　 由性质６中的不等式变形，得

ｍ≤ １
ｂ－ａ∫

ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ≤Ｍ．

这表明，确定的数值 １
ｂ－ａ∫

ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ介于函数ｆ（ｘ）的最小值ｍ及最大值Ｍ 之

间．根据闭区间上连续函数的介值定理，在 ａ，［ ］ｂ 上至少存在一点ξ，使得函数ｆ（ｘ）
在点ξ处的值与这个确定的数值相等，即应有

１
ｂ－ａ∫

ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝ｆ（ξ）　（ａ≤ξ≤ｂ）．

两端分别乘以ｂ－ａ，即得到所要证的等式．
定积分中值定理的几何意义：设ｆ（ｘ）≥０在区间 ａ，［ ］ｂ 上连续，则在区间
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图７－４

ａ，［ ］ｂ 上至少存在一点ξ，使得以区间 ａ，［ ］ｂ 为
底边、曲线ｙ＝ｆ（ｘ）为曲边的曲边梯形的面积
等于以区间 ａ，［ ］ｂ 为底、ｆ（ξ）为高的矩形的面
积，如图７－４所示．

显然，当ｂ＜ａ时，定积分中值公式

∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝ｆ（ξ）（ｂ－ａ）　（ｂ≤ξ≤ａ）

也是成立的．
由定积分中值定理所得的

ｆ（ξ）＝
１
ｂ－ａ∫

ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ，

称为函数ｆ（ｘ）在区间 ａ，［ ］ｂ 上的平均值．

习题 7.2

（Ａ）

１．已知∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝ｐ，∫

ｂ

ａ
ｆ（ｘ［ ］）

２ｄｘ＝ｑ，求定积分∫
ｂ

ａ
４ｆ（ｘ）＋［ ］３　

２ｄｘ．

２．证明不等式∫
３

２
ｘ２－槡 ｘｄｘ≥槡２．

（Ｂ）

１．利用定积分的性质，比较下列定积分的大小：

（１）∫
２

１
ｘ２ｄｘ与∫

２

１
ｘ３ｄｘ；　　　　　　 （２）∫

２

ｅ
ｌｎｘｄｘ与∫

２

ｅ
ｌｎ（ ）ｘ　

２ｄｘ；

（３）∫
０

－π２
ｓｉｎｘｄｘ与∫

π
２

０
ｓｉｎｘｄｘ； （４）∫

２

０
３ｘｄｘ与∫

３

０
３ｘｄｘ．

２．估计下列积分的值：

（１）∫
２

１
（ｘ２＋１）ｄｘ； （２）∫

２

０
ｅ－ｘ

２

ｄｘ；

（３）∫
５π
４

π
４

（１＋ｓｉｎ２　ｘ）ｄｘ； （４）∫
槡３

１
槡３

ｘａｒｃｔａｎｘｄｘ．

３．证明下列不等式：

（１）π２ ＜∫
π
２

０

１

１－１２ｓｉｎ
２槡 ｘ
ｄｘ＜ π

槡２
；

（２）２５ ＜∫
２

１

ｘ
ｘ２＋１

ｄｘ＜ １２
；
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（３）１≤∫
１

０
１＋ｘ槡 ４ｄｘ≤ ４３．

４．设ｆ（ｘ）与ｇ（ｘ）在 ａ，［ ］ｂ 上连续，证明：

（１）若在 ａ，［ ］ｂ 上，ｆ（ｘ）≥０，且∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝０，则在 ａ，［ ］ｂ 上ｆ（ｘ）恒等于０；

（２）若在 ａ，［ ］ｂ 上，ｆ（ｘ）≤ｇ（ｘ），且∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫

ｂ

ａ
ｇ（ｘ）ｄｘ，则在 ａ，［ ］ｂ 上ｆ（ｘ）恒

等于ｇ（ｘ）．

７．３　 定积分的基本公式

用定积分的定义来计算定积分是很烦琐的，本节将通过揭示定积分与原函数
的关系导出定积分的基本计算公式：牛顿 －莱布尼茨公式．

下面先从实际问题寻找解决定积分计算的思路与线索．以物体作变速直线运
动为例．

７．３．１　 变速直线运动中位置函数与速度函数之间的关系

由７．１节知，一物体以ｖ＝ｖ（ｔ）（ｖ（ｔ）≥０）作变速直线运动时，在时间间隔
［Ｔ１，Ｔ２］内运动的路程为

ｓ＝∫
Ｔ２

Ｔ１

ｖ（ｔ）ｄｔ．

另一方面，这段路程又可表示为位置函数在区间 Ｔ１，Ｔ［ ］２ 上的增量

ｓ（Ｔ２）－ｓ（Ｔ１）．
这样位置函数与速度函数之间有如下关系：

∫
Ｔ２

Ｔ１

ｖ（ｔ）ｄｔ＝ｓ（Ｔ２）－ｓ（Ｔ１）．

由于ｓ′（ｔ）＝ｖ（ｔ），即位置函数是速度函数ｖ（ｔ）的原函数，因此上式表明：速度
函数ｖ（ｔ）在区间 Ｔ１，Ｔ［ ］２ 上的定积分等于其原函数在区间 Ｔ１，Ｔ［ ］２ 上的增量．

这一结论是否具有普遍意义？也就是说，函数ｆ（ｘ）在区间 ａ，［ ］ｂ 上的定积分

∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ是否等于ｆ（ｘ）的原函数Ｆ（ｘ）在区间 ａ，［ ］ｂ 上的增量Ｆ（ｂ）－Ｆ（ａ）呢？

７．３．２　 变上限的定积分

由７．３．１节知，定积分的计算可以转化为原函数的计算问题．下面先讨论原函
数的存在问题．

设函数ｆ（ｘ）在区间 ａ，［ ］ｂ 上连续，并且设ｘ为 ａ，［ ］ｂ 上的任一点，那么在部分
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区间 ａ，［ ］ｘ 上的定积分为

∫
ｘ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ．

上面的ｘ既表示积分上限，又表示积分变量，为避免混淆，将积分变量改为

ｔ（定积分与积分变量的记号无关），于是上面积分改写为

∫
ｘ

ａ
ｆ（ｔ）ｄｔ．

显然，当ｘ在 ａ，［ ］ｂ 上变动时，对应每一个ｘ值，积分∫
ｘ

ａ
ｆ（ｔ）ｄｔ有一个确定的

值，因此∫
ｘ

ａ
ｆ（ｔ）ｄｔ是积分上限ｘ的一个函数，记作Φ（ｘ），即

Φ（ｘ）＝∫
ｘ

ａ
ｆ（ｔ）ｄｔ （ａ≤ｘ≤ｂ）．

这个积分称为ｆ（ｘ）的积分上限函数，也称为变上限的定积分．
积分上限函数的几何意义如图７－５所示，并且它具有以下性质．

图７－５

定理７．３．１　 设函数ｆ（ｘ）在区间 ａ，［ ］ｂ 上连续，则积分上限函数

Φ（ｘ）＝∫
ｘ

ａ
ｆ（ｔ）ｄｔ　（ａ≤ｘ≤ｂ）

在区间 ａ，［ ］ｂ 上可导，且

Φ′（ｘ）＝ ｄｄｘ∫
ｘ

ａ
ｆ（ｔ）ｄｔ＝ｆ（ｘ）　（ａ≤ｘ≤ｂ）．

证 　 如图７－５所示，给ｘ以增量Δｘ，则函数Φ（ｘ）的改变量为

ΔΦ＝Φ（ｘ＋Δｘ）－Φ（ｘ）

＝∫
ｘ＋Δｘ

ａ
ｆ（ｔ）ｄｔ－∫

ｘ

ａ
ｆ（ｔ）ｄｔ

＝∫
ｘ＋Δｘ

ｘ
ｆ（ｔ）ｄｔ．

由定积分中值定理，在ｘ与ｘ＋Δｘ之间至少存在一点ξ，使得

ΔΦ＝∫
ｘ＋Δｘ

ｘ
ｆ（ｔ）ｄｔ＝ｆ（ξ）Δｘ，

·０１· 微积分（下）
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