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内容提要

本书是一本高等院校工科、经济管理等专业概率论与数理统计课程教

材。根据教育部高等学校数学与统计教学指导委员会制定的“概率论与数

理统计教学基本要求”，参考全国硕士研究生入学数学考试大纲编写。本书

内容主要包括：随机事件与概率、随机变量及其分布、随机向量及其分布、随

机变量的数字特征、大数定律和中心极限定理、抽样分布、参数估计、假设检

验等。本书内容选取合理、难易适度、概念清晰、叙述简练、便于教学，例题、

习题精练新颖，题目形式多样，可供不同层次要求学生选用。

本书可作为高等院校工科、经济管理等专业的概率统计课程教材或教

学参考书，也可供工程技术人员、科技工作者参考。



前　　言

概率论与数理统计是高等院校一门重要的工程数学基础课。为适应当

前大学教育大众化趋势，结合数学教学改革实际需要，针对一般院校工科、

经济管理等专业学生的特点，根据教育部高等学校数学与统计教学指导委

员会制定的“概率论与数理统计教学基本要求”，参考全国硕士研究生入学

数学考试大纲，在西安石油大学多年教学讲义的基础上，我们编写了这本

《概率论与数理统计简明教程》教材。

本书突出的特点是实用简明，方便教学。本书内容包括八章：随机事件

与概率、随机变量及其分布、随机向量及其分布、随机变量的数字特征、大数

定律和中心极限定理、抽样分布、参数估计、假设检验等。本书章节内容选

取合理、难易适中、语言准确、条理清晰，易于学生阅读，略去非重点内容的

定理证明和个别繁复数学推导，避免内容偏多偏深，侧重培养学生掌握处理

随机现象的基本思想与方法，提高学生的数学素质和应用能力。本书选题

精炼，例题、习题配置合理，形式多样，选题新颖，难易适度，可供不同层次要

求学生选用。

本书讲授约需５４学时（含习题课），每周安排４学时，每学期１４周可完

成教学内容，符合教学实际。对于学时较少的专业，可选择前５章讲授。

本书由长期从事工程数学教学的老师编写，由党林立和文杰担任主编，并

负责统稿、修改、定稿，参加编写的还有高楠、翟亮亮、杜建丽、付瑞琴、郝上京、

李毅君、李美丽、魏朝颖、安刚、贺晓丽，最后由宋巨龙教授对全书进行了审定。

本书为西安石油大学教材建设资金的资助项目教材。由于水平有限，

疏漏之处在所难免，欢迎广大读者对本书提出宝贵意见，以便进一步修改完

善。

编　者

２０１０年１２月
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第一章　随机事件与概率

第一节　随机事件与样本空间

一、随机现象

在人们的实践活动中，所遇到的现象大体可分为两类：确定性现象和随

机现象．

在一定的条件下，必然发生的现象称为确定性现象．例如，一枚硬币向

上抛后必然下降；导线通电后，必定会发热；在一个标准大气压下，水加热到

１００℃会沸腾等．

在一定的条件下，可能发生，也可能不发生的现象称为随机现象．例如，

抛出的硬币，着地后可能正面向上，也可能反面向上；射击比赛命中的环数；

明天股票指数的涨落等这些现象都具有不确定性，事先无法准确预言，似乎

无规律可循，但在相同条件下，经过大量重复观测，其结果总是呈现某种规

律性．

概率论与数理统计是研究随机现象统计规律性的一门数学学科，在自

然科学、工程技术、社会经济等领域有着广泛的应用．

二、随机试验

为了研究随机现象的统计规律性，我们进行试验观测，若该试验具有以

下特点：

（１）试验可以在相同条件下重复进行．
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（２）每次试验的所有可能结果都是明确可知的，且不止一个．
（３）每次试验前不能准确预知哪个结果出现．
则称这种试验为随机试验，简称试验，通常用字母Ｅ，Ｅ１，Ｅ２，…，表示．
例１　Ｅ１ ：抛一枚硬币，观察正面向上或反面向上．
例２　Ｅ２ ：掷一颗骰子，观察正面出现的点数．
例３　Ｅ３ ：观察某地区夏季暴雨次数．
例４　Ｅ４ ：观察某油井无故障工作时间．

三、随机事件

将随机试验的每一个可能结果称为随机事件，简称事件，记作Ａ，Ｂ，Ｃ；

特别地，不可再分、最基本的结果称为基本事件，记作ω．显然，每次试验中

必有一个且只有一个基本事件发生．
由若干基本事件复合而成的事件称为复合事件，复合事件发生意味着

其包含的某一基本事件发生．
随机事件中有两个特殊情况：

（１）每次试验中都一定会出现的事件称为必然事件，记作Ω．
（２）每次试验中都一定不会出现的事件称为不可能事件，记作．
例５　掷一颗骰子的可能结果为：Ａｉ＝ “掷出ｉ点”（ｉ＝１，２，…，６）．
这６个事件都是基本事件，而事件Ｂ＝ “掷出的点数为偶数”为复合

事件．

Ｃ＝“掷出的点数小于等于６点”为必然事件，Ｄ＝“掷出的点数大于６
点”为不可能事件．

四、样本空间

试验的所有基本事件所组成的集合称为样本空间，其中每一个基本事

件用ω表示，ω称为样本空间中的样本点，样本空间记作Ω＝ ｛ω｝．
在集合论的观点下，基本事件（样本点）可视为集合的元素，任意一事件

可视为由基本事件（样本点）组成的集合，样本空间视为全集，因此，便可用

集合的关系与运算来研究事件．
例６　抛一枚硬币观察出现正反面情况，样本空间为

—２—

概率论与数理统计简明教程



Ω１ ＝ ｛ω１，ω２｝

其中ω１ ＝ “正面朝上”，ω２ ＝ “反面朝上”．
例７　掷一枚骰子观察出现的点数，样本空间为

Ω２ ＝ ｛ω１，ω２，…，ω６｝

其中ωｉ ＝ “出现ｉ点”（ｉ＝１，２，…，６）．
例８　观察一天内进入某商场的人数，样本空间为

Ω３ ＝ ｛０，１，２，…，３０，…，ｎ，…｝

例９　考查电视机的寿命，样本空间为

Ω４ ＝ ｛ｔ｜ｔ≥０｝

【注】　①样本空间中的元素可以是数也可以不是数；②从样本空间含

有样本点的个数来划分，样本空间可以分为有限与无限两类．

第二节　随机事件的关系与运算

一、事件的包含与相等

（１）包含：若事件Ａ发生，必导致事件Ｂ发生，则称事件Ａ包含于事件Ｂ
（或事件Ｂ包含事件Ａ ），记作ＡＢ（或ＢＡ）．

（２）相等：若两事件Ａ与Ｂ相互包含，即ＡＢ且ＢＡ，则称事件Ａ与

Ｂ相等，记作Ａ＝Ｂ．
【注】　从集合论的观点看，两个事件相等就意味着这两个事件是同一

个集合．

二、事件的运算

（１）和事件：“事件Ａ与事件Ｂ中至少有一个发生”这一事件称为Ａ与Ｂ
的和事件，记作Ａ∪Ｂ（或Ａ＋Ｂ）．

“ｎ个事件Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ 中至少有一事件发生”这一事件称为 Ａ１，

Ａ２，…，Ａｎ 的和，记作Ａ１＋Ａ２＋…＋Ａｎ ，简记为∑
ｎ

ｉ＝１
Ａｎ 或 ∪

ｎ

ｉ＝１
Ａｉ．

（２）积事件：“事件Ａ与事件Ｂ 同时发生”这一事件称为Ａ与Ｂ 的积事
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件，记作Ａ∩Ｂ，简记为ＡＢ ．
“ｎ个事件Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ同时发生”这一事件称为Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ的积事

件，记作Ａ１ ∩Ａ２ ∩ … ∩Ａｎ ，简记为Ａ１Ａ２…Ａｎ 或 ∩
ｎ

ｉ＝１
Ａｉ．

（３）差事件：若事件Ａ发生且Ｂ不发生，则称为事件Ａ与Ｂ的差事件，记

作Ａ－Ｂ（或ＡＢ）．
（４）不相容事件：若事件Ａ和Ｂ 不能同时发生，即ＡＢ ＝，则称事件Ａ

与Ｂ 互不相容（或互斥）．
（５）对立事件：若事件Ａ和Ｂ有且仅有一个发生，即ＡＢ＝且Ａ∪Ｂ＝Ω，则

称事件Ａ与Ｂ是对立的．事件Ｂ为事件Ａ的对立事件（或逆事件），记作Ａ．

（６）完备事件组：若事件组Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ 满足①Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ 两两互

斥，即Ａｉ∩Ａｊ ＝（ｉ≠ｊ）；②Ａ１＋Ａ２＋…＋Ａｎ＝Ω为必然事件，则称事

件组Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ 为完备事件组（或Ω的划分）．

如图１．１所示为几种事件运算的维恩图．

三、事件的运算规律

事件间的运算满足以下运算规律：

（１）交换律：对任意两个事件Ａ和Ｂ ，有

Ａ＋Ｂ＝Ｂ＋Ａ，　　ＡＢ ＝ＢＡ
（２）结合律：对任意事件Ａ，Ｂ，Ｃ，有
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Ａ＋（Ｂ＋Ｃ）＝ （Ａ＋Ｂ）＋Ｃ，　　 （ＡＢ）Ｃ＝Ａ（ＢＣ）

（３）分配律：对任意事件Ａ，Ｂ，Ｃ，有

Ａ（Ｂ＋Ｃ）＝ＡＢ＋ＡＣ
（４）德·摩根（Ｄｅ　Ｍｏｒｇａｎ）律（对偶律）：对任意事件Ａ和Ｂ，有

Ａ＋Ｂ＝Ａ　Ｂ ，　　ＡＢ ＝Ａ＋Ｂ
以上规律都可推广到任意多个事件的情形．

例１　设Ａ，Ｂ，Ｃ为任意３个事件，试用Ａ，Ｂ，Ｃ的运算关系表示下列各

事件．
（１）３个事件中至少一个发生．
（２）没有一个事件发生．
（３）恰有一个事件发生．
（４）至多有两个事件发生（考虑其对立事件）．
（５）至少有两个事件发生．
解　（１）Ａ＋Ｂ＋Ｃ
（２）Ａ　Ｂ　Ｃ ＝Ａ＋Ｂ＋Ｃ
（３）Ａ　Ｂ　Ｃ ∪ＡＢ　Ｃ ∪Ａ　ＢＣ
（４）（ＡＢＣ＋ＡＢＣ＋ＡＢ　Ｃ）＋（ＡＢＣ＋ＡＢ　Ｃ＋ＡＢ　Ｃ）＋ＡＢ　Ｃ＝ＡＢＣ＝

Ａ＋Ｂ＋Ｃ
（５）（ＡＢ　Ｃ＋Ａ　ＢＣ＋ＡＢＣ）＋ＡＢＣ ＝ＡＢ＋ＢＣ＋ＡＣ

第三节　随机事件的概率

一、古典概率

１．古典概型与古典概率

计算各种随机事件发生的概率是概率论的基本任务之一，我们先讨论

一类最简单的随机试验及其事件的概率．
定义１　 若一个试验Ｅ具有下列两个特征：①试验中所有可能出现的

基本事件只有有限个；②每个基本事件出现的可能性相等，则该试验模型称

为古典概型．
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定义２　设古典概型试验Ｅ的样本空间Ω有ｎ个样本点，若事件Ａ包含

其中ｍ个样本点，则事件Ａ发生的概率定义为

Ｐ（Ａ）＝ Ａ所包含的基本事件数
样本空间Ω 所包含的基本事件数

＝ｍｎ

并称由上式确定的概率为古典概率．

２．古典概率的计算步骤

（１）确定试验是否为古典概型；

（２）确定试验的样本空间所包含的基本事件数ｎ；

（３）确定事件Ａ所包含的基本事件数ｍ．

下面介绍几个经典的古典概率问题．

例１　（随机抽样问题）一批同型产品共有Ｎ 个，其中有Ｍ 个次品，求：

（１）从中无放回抽取ｎ个 ，求事件Ａｍ ＝ “取出的ｎ个产品中有ｍ 个次

品”的概率；

（２）从中有放回抽取ｎ个，求事件Ｂｍ ＝ “取出的ｎ个产品中有ｍ 个次

品”的概率．

解　（１）对于无放回抽取，设事件Ａｍ ＝ “取出的ｎ个产品中有ｍ 个次

品”，样本空间的基本事件数为ＣｎＮ，ｎ个产品中ｍ个次品取自Ｍ 个次品中，则

ｎ－ｍ个正品取自Ｎ－Ｍ 个正品中，Ａｍ 包含的基本事件数为ＣｍＭＣｎ－ｍＮ－Ｍ ，于是

Ｐ（Ａｍ）＝
ＣｍＭＣｎ－ｍＮ－Ｍ
ＣｎＮ

　 ｍ≤ｍｉｎ（ｎ，Ｍ（ ））

（２）对于有放回抽取，设事件Ｂｍ ＝“取出的ｎ个产品中有ｍ 个次品”，类

似地，有

Ｐ（Ｂｍ）＝
ＣｍｎＭｍ（Ｎ－Ｍ）ｎ－ｍ

Ｎｎ ．

【注】　本题结果为常用的随机抽样公式，其概率与抽样方式（有放回或

无放回）有关．在实际问题中，若产品批量很大，而抽取产品数量又很小，通

常将无放回抽取当做有放回抽取处理，使问题简化．

例２　（抽签问题）袋中有ａ支红签，ｂ支白签，它们除颜色外无差别，现

有ａ＋ｂ个人无放回地去抽取，求第ｋ个人抽到红签的概率（ｋ≤ａ＋ｂ）．
解　设Ａ＝“第ｋ个人抽到红签”，假设这ａ＋ｂ支签都不相同（设它们分
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别为Ｒ１，Ｒ２，…，Ｒａ，Ｗ１，Ｗ２，…，Ｗｂ，让这些人抽完签以后排成一排，相当于

把这ａ＋ｂ支签排成一排，共有（ａ＋ｂ）！种排法．第ｋ个人抽到红签相当于第

ｋ个位置放的是红签，先在第ｋ个位置放一支红签，有Ｃ１ａ 种方法，其余各签

随意放，有 （ａ＋ｂ－１）！种方法，故事件Ａ包含Ｃ１ａ（ａ＋ｂ－１）！个基本事件，

而总的抽签方法数有 （ａ＋ｂ）！种．于是

Ｐ（Ａ）＝Ｃ
１
ａ（ａ＋ｂ－１）！
（ａ＋ｂ）！ ＝ ａ

ａ＋ｂ　　
（１≤ｋ≤ａ＋ｂ）

【注】　本题结果告诉我们，每个人抽到红签的概率与抽签的先后次序

无关，只与红签所占的比率 ａ
ａ＋ｂ

有关，这就说明日常抽签或抓阄的方法是

公平的．
例３　（盒子问题）将ｎ个球随机放到Ｎ 个不同的盒子中，每个盒子所放

球数不限，试求：

（１）指定的ｎ（ｎ≤Ｎ）个盒子中各有一球的概率Ｐ（Ａ）；

（２）恰好有ｎ（ｎ≤Ｎ）个盒子中各有一球的概率Ｐ（Ｂ）．
解　把每个球分配到Ｎ 个盒子的任意一个中有Ｎ 种可能，所以基本事

件的总数为Ｎｎ ．
（１）指定的ｎ（ｎ≤Ｎ）个盒子中各有一球的分配方法相当于把ｎ个球进

行全排列，所以事件Ａ包含的基本事件数为ｎ！，于是

Ｐ（Ａ）＝ｎ
！
Ｎｎ

（２）恰好有ｎ（ｎ≤Ｎ）个盒子中各有一球的分配法相当于从Ｎ个盒子中选

出ｎ个的一个全排列，共有ＰｎＮ 种方法，即事件Ｂ包含的基本事件数为ＰｎＮ ，故

Ｐ（Ｂ）＝Ｐ
ｎ
Ｎ

Ｎｎ

【注】　本题结果可应用于一些典型的古典概率问题，如分房问题，生日

问题等．

二、几何概率

１．几何概型与几何概率

定义３　若一个试验Ｅ具有下列两个特征：①每次试验的结果是无限多
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个，且样本空间可以用一个有度量的几何区域Ω来表示；②每个基本事件出

现的可能性相等，则该试验模型称为几何概型．
定义４　设几何概型的样本空间可以表示成有度量的区域Ω，事件Ａ

所对应的几何区域仍记为Ａ，则定义事件Ａ的概率为

Ｐ（Ａ）＝Ａ
的度量

Ω 的度量

由上式确定的概率称为几何概率．

２．几何概率的计算

求几何概率的关键是对样本空间Ω和事件Ａ 用图形描述（一般用线段、

平面压域或空间图形），然后计算出相关图形的度量（一般为长度、面积或体

积）．
例４　（等车问题）某路公共汽车每隔５ｍｉｎ发一辆汽车，乘客到达汽车

站的时间是随机的，求乘客等车不超过３ｍｉｎ的概率．
解　设乘客等车的时间为ｘｍｉｎ，Ａ＝“乘客等候不超过３ｍｉｎ”．
则 Ω＝ ｛ｘ｜０≤ｘ≤５｝，Ａ＝ ｛ｘ｜０≤ｘ≤３｝

图形描述如图１．２所示．

所以，Ｐ（Ａ）＝ ３５ ．

例５　（约会问题）两个学生约定周六８点到９点之间在某公园门口见

面，先到者等待２０ｍｉｎ后即可离去，假定他俩在８点到９点之间到达的时刻

是任意的，求他们能会面的概率．
解　设两人到达公园门口的时刻分别为８点后ｘ，ｙ小时，Ａ＝“两人能

会面”，则

Ω＝ ｛（ｘ，ｙ）｜０＜ｘ，ｙ＜１｝

Ａ＝ ｛（ｘ，ｙ）｜０＜ｘ，ｙ＜１，｜ｘ－ｙ｜＜ １３
｝

如图１．３所示，样本空间Ω的度量是正方形的面积，事件Ａ的度量是阴

影部分的面积，故
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Ｐ（Ａ）＝
１－（２３

）２

１ ＝ ５９

例６　（三角形构成问题）在长度为ａ的线段

内任取两点将其分为三段，求它们可以构成一个

三角形的概率．

解　令被截成的三段线段长度分别为ｘ，ｙ，ａ－ｘ－ｙ，如图１．４所示．

设Ａ＝“截成的三线段能构成三角形”，则

Ω＝ ｛（ｘ，ｙ）｜０＜ｘ＜ａ，０＜ｙ＜ａ，０＜ａ－ｘ－ｙ＜ａ｝＝
｛（ｘ，ｙ）｜０＜ｘ＜ａ，０＜ｙ＜ａ，０＜ｘ＋ｙ＜ａ｝

Ａ＝ ｛（ｘ，ｙ）｜０＜ｘ＜ａ，０＜ｙ＜ａ，０＜ｘ＋ｙ＜ａ

　　　　　　　　ｘ＋ｙ＞ａ－ｘ－ｙ，ａ－ｘ＞ｘ，ａ－ｙ＞ｙ｝＝

｛（ｘ，ｙ）｜ｘ＜ａ２
，ｙ＜ａ２

，ｘ＋ｙ＞ａ２
｝

故Ｐ（Ａ）＝ １４ ．

三、统计概率

１．随机现象的统计规律性

随机现象有其偶然性的一面，也有其必然性的一面，这种必然性表现在
—９—

第一章　随机事件与概率



大量重复试验或观察中呈现出的固有规律性，称为随机现象的统计规律性．

随机事件在一次试验中是否发生是不确定的，但在大量重复试验中，事

件的发生具有统计规律性，所以应从大量试验出发来进行研究．

２．频率及其稳定性

定义５　在ｎ次重复试验中，如果事件Ａ发生了ｍ次 ，则ｍｎ
称为事件Ａ

发生的频率．

重新来观察掷硬币的试验，观察事件“正面朝上”的频率，当投掷次数ｎ比

较小时，频率ｍ
ｎ
是不稳定的，看不出什么规律．当投掷次数越来越多时，频率

ｍ
ｎ
将呈现出在某个常数附近摆动的明显趋势．历史上掷硬币试验的一些结果

见表１．１．

表１．１

试验者 投掷次数ｎ 正面出现次数ｍ 正面出现频率ｍ／ｎ

德·摩根 ２　０４８　 １　０６１　 ０．５１８

蒲丰 ４　０４０　 ２　０４８　 ０．５０６　９

皮尔逊 １２　０００　 ６　０１９　 ０．５０１　６

皮尔逊 ２４　０００　 １２　０１２　 ０．５００　５

维尼 ３０　０００　 １４　９９４　 ０．４９９　８

　　由上表看出，出现正面的频率接近０．５，并且抛掷次数越多，频率越接近

０．５．可见，在大量重复试验的情况下，某个事件Ａ出现的频率是稳定的，它

的数值在某个确定的常数附近摆动．一般来说，试验的次数越多，事件Ａ的

频率就越接近该确定的常数．

３．统计概率

定义６　在试验条件不变的情况下，重复进行ｎ次试验，事件Ａ发生的

频率ｍ
ｎ
稳定地在某一个常数ｐ（０≤ｐ≤１）附近摆动，则称常数ｐ为事件Ａ
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的统计概率，记作Ｐ（Ａ）．
【注】　①数值ｐ（即事件Ａ的概率Ｐ（Ａ））就是在一次试验中对事件Ａ

发生的可能性大小的数量描述；②事件Ａ发生的概率为ｐ，说明在ｎ次试验

中，事件Ａ发生的次数大约为ｎｐ次．

第四节　概率的公理与性质

一、概率的数学定义

概率是度量一个随机事件发生可能性大小的数值．苏联数学家柯尔莫

哥洛夫１９３３年在他的《概率论基础》一书中第一次给出了概率的定义和一

套严密的公理体系．他的公理化方法成为现代概率论的基础，使概率论成为

严谨的数学分支，对概率论的迅速发展起了积极的作用．
定义１　设某试验的样本空间为Ω，对其中每个事件Ａ 定义一个实数

Ｐ（Ａ），如果它满足下列公理：

（１）（非负性）Ｐ（Ａ）≥０；

（２）（规范性）Ｐ（Ω）＝１；

（３）（可列可加性）若Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ… 两两互不相容，有

Ｐ（Ａ１＋Ａ２＋…＋Ａｎ＋…）＝Ｐ（Ａ１）＋Ｐ（Ａ２）＋…＋Ｐ（Ａｎ）＋…

则称Ｐ（Ａ）为事件Ａ的概率．
【注】　概率Ｐ（Ａ）可视为定义在样本空间Ω上的函数．

二、概率的性质

性质１　（不可能事件的概率）Ｐ（）＝０．
性质２　（对立事件的概率）对任意事件Ａ，有Ｐ（Ａ）＝１－Ｐ（Ａ）．
性质３　（减法公式）对任意事件Ａ，Ｂ，有Ｐ（Ｂ－Ａ）＝Ｐ（Ｂ）－Ｐ（ＡＢ）．
特别地，若ＡＢ，则Ｐ（Ｂ－Ａ）＝Ｐ（Ｂ）－Ｐ（Ａ）．
性质４　（概率的单调性）若ＡＢ，则Ｐ（Ａ）≤Ｐ（Ｂ）．
性质５　（有界性）对任意事件Ａ ，有０≤Ｐ（Ａ）≤１．
性质６　 （加法公式）对任意事件Ａ，Ｂ，有
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