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前 言

近年来，高职高专教育发展迅猛，差不多已占据了高等教育的半壁江山。随着专业课
改革的不断深入，数学教材也必须做出更大幅度的调整，以适应形势的发展。首先，数学
总课时有所削减，但这并不意味着高职高专系列中数学的重要性有所降低。实践证明，只
有注重基础，学生才能有更多的就业渠道和更大的发展空间。因此我们削减了生癖的纯理
论的内容，加强了对概念的理解及应用，突出有实用价值的主干知识，减少了逻辑推导，
特别是那些无足轻重的机械的推导，增加了直观性描述，使数学课既服务于专业又具有自
身的系统性。另一方面，由于培养目标的改变及生源的特点，我们必须加强实践性环节，
精讲精练，在做题之中培养学生分析问题、解决问题的能力。为此，我们编写了这本习题
册作为教材的补充，书中收录了部分考研题和大量的专升本试题，每章还有两套自测题。
本书既注重了基本知识的掌握，又注重了能力的培养。

参加编写的人员有吴武琴、刘伟 ( 第一章、第八章)，雷燕 ( 第二章)，王荣 ( 第三
章)，罗莹莹 ( 第四章)，何猛 ( 第五章)，王缨 ( 第六章)，杨朝晖、李庆芹、李润民
( 第七章、第九章)，洪银胜 ( 第十章)，马丽娟 ( 第十一章)，左艳芳 ( 第十二章)，牛
立昆 ( 第十三章) ; 第一章至第七章由左艳芳统稿，第九章至第十三章由杨朝晖统稿。

由于编者水平有限，书中难免有错误与不足，恳请读者批评指正，以利于以后进一步
修改。

编 者
2008 年 3 月
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第一章 极限与连续

§ 1 极限的概念

一、要点与考点

概念: lim
n→∞

xn， lim
x→x0

f( x) ， lim
x→x0 － 0

f( x) ， lim
x→x0 + 0

f( x) ， lim
x→∞

f( x) ， lim
x→ － ∞

f( x) ， lim
x→ + ∞

f( x)

性质: lim
x→∞

1
x = 0， lim

x→∞

1
x = 0， lim

x→x0
C = C

lim
x→x0

f( x) = A
lim

x→x0 － 0
f( x) = A

lim
x→x0 + 0

f( x) ={ A
， lim

x→∞
f( x) = A

lim
x→ + ∞

f( x) = A

lim
x→ － ∞

f( x) ={ A

方法: 观察法求极限( 直接观察法，变形观察法，图表观察法) 。

二、典型题详解

例 1: 求 lim
x→1

x2 － 1
x － 1。

分析: x→1 是指 x无限接近 1，但不等于 1。x→1 时虽然分子分母都趋于 0，但是商
的变化方向却直接观察不出，需恒等变形后再观察。

解: lim
x→1

x2 － 1
x － 1 = lim

x→1

( x － 1) ( x + 1)
( x － 1)

= lim
x→1
( x + 1) ( ∵ x≠1，∴ 可以约分)

= 2
例 2: 求 lim

x→∞
arccotx。

分析: 求 x→∞时函数的极限通常需要利用图像，由于 lim
x→∞

f( x) = A lim
x→ + ∞

f( x) = A

且 lim
x→ － ∞

f( x) = A，所以要先观察 x→ + ∞及 x→ － ∞时函数的变化趋势再下结论。

解:

由图知求 lim
x→ + ∞

arccotx = 0， lim
x→ － ∞

arccotx = π，因此 lim
x→∞

arccotx不存在。
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三、课堂练习

1. 观察并写出下列极限:

( 1) lim
n→∞
( － 1) n 1

n ( 2) lim
n→∞

1
3n ( 3) lim

x→2
( 2x － 1) ( 4) lim

x→ － ∞
2x

2. 设 f( x) =
x －1，x ＜0
x +1，x≥{ 0

，画出函数图像，求出 x→0时 f( x) 的左右极限并说明 lim
x→0

f( x)

是否存在。

四、课外作业

1. 用观察法求极限:

( 1) lim
x→2

x2 － 3x + 2
x － 2 ( 2) lim

x→∞

1
2x ( 3) lim

x→ π
3

cosx

2. 设 f( x) =
x2， x ＜ 0
sinx， x≥{ 0

，求出 x→0 时 f( x) 的左右极限并说明 lim
x→0

f( x) 是否存在。

五、能力拓展

设 f( x) =
arctan 1

x － 2，x ＞ 2

kx， x≤
{

2
，若 lim

x→2
f( x) 存在，求 k的值。

§ 2 极限的运算

一、要点与考点

性质: 若 lim
x→x0

f( x) ， lim
x→x0

g( x) 存在，则

( 1) lim
x→x0
［f( x) ± g( x) ］= lim

x→x0
f( x) ± lim

x→x0
g( x)

( 2) lim
x→x0

Cf( x) = C lim
x→x0

f( x)

( 3) lim
x→x0
［f( x) ·g( x) ］= lim

x→x0
f( x) · lim

x→x0
g( x)

( 4) lim
x→x0

f( x)
g( x) =

lim
x→x0

f( x)

lim
x→x0

g( x) ［lim
x→x0

g( x) ≠0］

二、典型题详解

例 1: 求 lim
x→1

2x槡 + 7 － 3
x2 － 4x + 3

。

分析: x→1 时分子分母的极限都是 0，不能用法则( 4) 解决，需约分简化后再计算商
的极限，为此，分子应进行有理化，分母应因式分解。

解: lim
x→1

2x槡 + 7 － 3
x2 － 4x + 3

= lim
x→1

( 2x槡 + 7 － 3) ( 2x槡 + 7 + 3)
( x2 － 4x + 3) ( 2x槡 + 7 + 3)

= lim
x→1

( 2x － 2)
( x － 1) ( x － 3) ( 2x槡 + 7 + 3)
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= lim
x→1

2
( x － 3) ( 2x槡 + 7 + 3)

= － 1
6

例 2: 求 lim
x→∞

3x2 － 2x － 1
5x2 － 4x － 1

。

分析: 当分子、分母都是多项式，且自变量趋于无穷大，可先把分子分母同除 x 的最
高次幂后，再求极限。

解: lim
x→∞

3x2 － 2x － 1
5x2 － 4x － 1

= lim
x→∞

( 3x2 － 2x － 1) / x2

( 5x2 － 4x － 1) / x2

= lim
x→∞

3 － 2
x － 1

x2

5 － 4
x － 1

x2
= 3
5

三、课堂练习

求下列极限:

( 1) lim
x→1
( 3x2 － 2x + 1) ( 2) lim

x→2

x2 － 5
x － 3 ( 3) lim

x→5

x2 － 6x + 5
x － 5

( 4) lim
x→∞

2x2 + 4x － 1
2x3 + 2x + 3

( 5) lim
n→∞

n2 + 2n － 1
3n2 － 3n + 5

( 6) lim
x→0

1 +槡 x － 1 －槡 x
x

四、课外作业

求下列极限:

( 1) lim
x→2
( x2 + 2x － 1) ( 2) lim

x→2

x2 － 1
x3 + x － 2

( 3) lim
x→∞

( 2x + 1) 2 ( x － 1) 3

( 2x － 10) 5

( 4) lim
x→1

x2 － 2x + 1
x3 － x

( 5) lim
x→4

2x槡 + 1 － 3
x槡 槡－ 2 － 2

( 6) lim
x→0

x +槡 a －槡a
x ( a ＞ 0)

五、能力拓展

( 1) 求 lim
x→0

1 +槡 x + 1 －槡 x － 2
x2

( 考研题)

( 2) 求 lim
n→∞

1 + 2 +… +槡 n － 1 + 2 +…( n － 1槡 )[ ] ( 考研题)

( 3) 求 lim
n→∞

1 － 1
2( )2 1 － 1

3( )2 … 1 － 1
n( )2

§ 3 无穷小与无穷大

一、要点与考点

概念: 无穷小 无穷大
性质: 无穷小与有界函数的乘积仍为无穷小
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lim
x→x0

f( x) = Af( x) = A + α( α为 x→ x0 时的无穷小)

f( x) ≠0 时，f( x) 为无穷小 1
f( x) 为无穷大

二、典型题详解

例 1: 求 lim
x→∞

sinx
x 。

分析: x→∞时，sinx的极限不存在，但是 sinx有界，而sinx
x = ( sinx) · 1

x

解: ∵ sinx ≤1， lim
x→∞

1
x = 0

∴ lim
x→∞

sinx
x = lim

x→∞
( sinx) · 1

x = 0

例 2: 求 lim
x→∞

x4 － x + 1
x2 + 3

。

分析: 凭直觉，x→∞时分子“增大”的速度明显快于分母，结果应为∞，但要将问题
说清楚需要用无穷小与无穷大的关系。

解: ∵ lim
x→∞

x2 + 3
x4 － x + 1

= lim
x→∞

( x2 + 3) / x4

( x4 － x + 1) / x4

= lim
x→∞

1
x2

+ 3
x4

1 － 1
x3

+ 1
x4

= 0

∴ lim
x→∞

x4 － x + 1
x2 + 3

= ∞

例 3: 求 lim
x→1

1
1 － x －

2
1 － x( )2 。

分析: x→1 时 1
1 － x和

2
1 － x2

都是无穷大，即这两个极限都不存在，不能直接用极限运

算法则，需通分合并后再求极限。

解: lim
x→1

1
1 － x －

2
1 － x( )2 = lim

x→1

1 + x
( 1 － x) ( 1 + x) －

2
1 － x( )2

= lim
x→1

x － 1
( 1 － x) ( 1 + x)

= lim
x→1

－ 1
1 +( )x = － 1

2

三、课堂练习

1. 函数在自变量怎样变化时是无穷小? 无穷大?

( 1) y = x － 1
x ( 2) y = lnx

2. 求下列极限:
·4·



( 1) lim
x→0

xcos 1
x ( 2) lim

x→∞

3 － sinx
x2

( 3) lim
x→1

x
x － 1

四、课外作业

求下列极限:

( 1) lim
x→0

xarctan 1
x ( 2) lim

x→∞

( 2x + 5) 5 ( 4x + 2) 2

32x7 + x6 － 4x3 － 6

( 3) lim
x→ + ∞

x2 +槡 x － x2槡( )+ 3 ( 4) lim
x→4

1 + 2槡 x － 3

槡x － 2

( 5) lim
x→1

1
1 － x －

3
1 － x( )3

五、能力拓展

1. lim
x→1

x2 + ax + b
1 － x = 5，求 a、b的值。

2. 求 lim
x→ － ∞

x x2槡 + 100 +( )x ( 考研题)

§ 4 两个重要极限

一、要点与考点

性质: lim
u→0

sinu
u = 1 lim

u→0
( 1 + u)

1
u = e lim

u→∞
1 + 1( )u

u

= e

方法: 换元法求极限

二、典型题详解

例: 求 lim
x→0

sin4x
x( x2 + 6)

。

分析: 此题需先换元再用重要极限解决，∵ lim
x→0

1
x2 + 6

= 1
6 ≠0，∴ 可先用乘积极限的

运算法则将这一部分分离出去，以简化问题。

解: lim
x→0

sin4x
x( x2 + 6)

= lim
x→0

sin4x
x ·lim

x→0

1
x2 + 6

= 1
6 lim

x→0

sin4x
x

= 1
6 lim
( 4x) →0

4 sin( 4x)
( 4x)

= 2
3

三、课堂练习

求下列极限:

( 1) lim
t→0

sin5t
t ( 2) lim

x→0

sin3x
sin4x ( 3) lim

x→0

sin2x
x( x + 5)
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( 4) lim
x→∞

1 +( )k
x

x

( 5) lim
x→0
( 1 + 2x)

1
x + 1

四、课外作业

求下列极限:

( 1) lim
x→0

x·sin 1
x ( 2) lim

x→0

1 － cos2x
3x2

( 3) lim
x→1

sin( x － 1)
x槡 + 3 － 2

( 4) lim
n→∞

2nsin x
2n ( 5) lim

x→0

2 － x( )2

2
x

( 6) lim
x→∞

x2 + 1
x2( )－ 1

x2

五、能力拓展

1． 求 lim
x→0
( 1 + 2x + x2 )

1
x 2． lim

x→∞

x + 2a
x －( )a

x

= 8，求 a

§ 5 无穷小的比较

一、要点与考点

概念: 高阶 低阶 同阶 等价
性质: u→0 时 sinu ～ u，tanu ～ u，arcsinu ～ u

1 － cosu ～ u2

2 ，ln( 1 + u) ～ u，eu － 1 ～ u

若 α ～ α'，β ～ β'，则 lim α
β
= lim α'

β'
方法: 利用等价无穷小的替换求极限

二、典型题详解

例: 求 lim
x→0

1 － cos x
3

xsin2x 。

分析: 本题为无穷小的运算，若使用三角变形及重要极限，运算式会很繁，若使用等
价无穷小替换，则会非常简单。

解: ∵ x→0 时 x
3 →0，2x→0，∴ 1 － cos x( )3 ～

x( )3
2

2 ，sin2x ～ 2x

∴ 原式 = lim
x→0

x2
18

x·2x =
1
36

三、课堂练习

1. 比较无穷小的阶的高低:
( 1) x→0 时，x2 － 2x3 与 x2 ( 2) x→1 时，1 － x3 与 1 － x2

( 3) x→0 时，x2 与 e － x2 － 1
2. 利用等价无穷小的替换求极限:
·6·



( 1) lim
x→0

tan3x
arcsinx ( 2) lim

x→0

sinax
sinbx ( 3) lim

x→0

tanx － sinx
sin3x

四、课外作业

1. x→0 时，下列无穷小与 x相比是什么阶无穷小?

( 1) x + sinx2 ( 2) 槡x + sinx ( 3) ( x + 1) x
4 + 3
槡x

( 4) ln( 1 + 2x)

2. 求下列极限:

( 1) lim
x→1

sin( x2 － 1)
x － 1 ( 2) lim

x→0

ln( 1 + x)
1 － cosx ( 3) lim

x→0

1 － cosx
( e2x － 1) ln( 1 + x)

( 4) lim
x→0

3sinx + x2cos 1
x

ln( 1 + x) ( 1 + cosx) ( 考研题)

五、能力拓展

1. 若 lim
x→0

sinx
ex － a

( cosx － b) = 5，求 a，b。( 考研题)

2. 若 x→∞时， 1
ax2 + bx + c

～ 1
x + 1，求 a，b，c。

§ 6 函数的连续性

一、要点与考点

概念: 函数的增量，f( x) 在 x0 处连续，左连续，右连续，f( x) 在( a，b) 内连续 ，f

( x) 在［a，b］上连续。
性质: f( x) 在 x0 处连续 lim

x→x0
f( x) = f( x0 )  lim

x→x －0
f( x) = lim

x→x +0
f( x) = f( x0 )

初等函数在其定义区间内连续。
若 f( x) 在［a，b］上连续，则
1. f( x) 在［a，b］上有最大值 M，最小值 m。
2. f( x) 能取得介于最大值和最小值之间的任何值。
3. 若 f( a) 与 f( b) 异号，则存在 ξ( a，b) ，使 f( ξ) = 0。

二、典型题详解

例 1: 求 lim
x→1

ex

x2 － x槡 + 1
。

分析: f( x) = ex

x2 － x槡 + 1
是初等函数，且在 x = 1 处有定义，所以在 x = 1 处连续，由

连续的定义知极限值等于函数值，可用代入法求解。

解: lim
x→1

ex

x2 － x槡 + 1
= e

12槡 － 1 + 1
= e
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例 2: f( x) =

sinax
2x x ＜ 0

2 x = 0
2x + b x

{
＞ 0

，a为何值时 f( x) 在 x = 0 处连续。

分析: f( x) 在 x = 0 处连续，则 x = 0 处的左极限 =右极限 =函数值，由此可得一个方
程组并解出 a，b。

解: lim
x→0 －

f( x) = lim
x→0 －

sinax
2x = a

2 ， lim
x→0 +

f( x) = lim
x→0 +
( 2x + b) = b，f( 0) = 2。

∵ f( x) 在 x0 处连续，∴ a
2 = b = 2。

∴ a = 4，b = 2。

三、课堂练习

1. 讨论 f( x) =

x·sin 1
x x ＜ 0

0 x = 0
x + 1 x

{
＞ 0

在 x = 0 处的连续性。

2. 设 f( x) =
ex x ＜ 0
a + x x≥{ 0

，a为何值时 f( x) 在( － ∞， + ∞ ) 内连续。

3. 求下列极限:

( 1) lim
x→5

x槡 － 1 + x槡( )+ 4 ( 2) lim
x→0

ln( 1 + x)
x

( 3) lim
x→π4

sinx － cosx
cos2x ( 4) lim

x→1

3 －槡 x － 1 +槡 x
x2 － 1

四、课外作业

1. 求下列极限:

( 1) lim
x→0

1 － 2
x( )－ 3 ( 2) lim

x→0

ln( 1 + 2x)
sin3x ( 3) lim

x→0

x2 － x槡 + 1 － 1
sin2x

( 4) lim
x→∞

x2 + 1
x3 + x

( 5) lim
x→0

ln( 1 + sin2x)
( 1 + cosx) tan2x

2. 设 f( x) =

sinax
1 － cos槡 x

－ π ＜ x ＜ 0

b x = 0
1
x［lnx － ln( x

2 + x) ］ x
{

＞ 0

在 x = 0 处连续，求 a，b的值。

五、能力拓展

1. 证明 xex = 2 在( 0，1) 内有一个实根。 ( 专升本题)
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单元测验(一)

一、选择题
1. 下列极限不正确的是( ) 。

A. lim
x→0 －

e
1
x = 0 B. lim

x→0 +
e

1
x = + ∞ C. lim

x→∞
e

1
x = 1 D. lim

x→0
e

1
x = ∞

2. 当 x→0 时，( ) 是与 x等价的无穷小。

A. sinx

槡x
B. ln( 1 + 3x) C. 1 +槡 x － 1 －槡 x D. x2 ( x + 1)

3. lim
x→∞

sinx + cosx
x = ( ) 。

A. 2 B. 1 C. 0 D. 不存在

4. lim
x→∞

ax + 5
x － 1 = 6，则 a = ( ) 。

A. 1 B. 5 C. 6 D. － 1
二、填空题

1. f( x) = sinx
x2 － x － 6

的连续区间为 。

2. 若 f( x) 在 x0 处连续，f( x0 ) = a，则 lim
x→x0

f( x) = 。

3. lim
x→0

2arcsinx
5x = 。

4. lim
x→0
( 1 + 3x)

1
x = 。

5. f( x) =
( x2 － 1) sin 1

x － 1 x ＞ 1

aex x≤
{

1
在 x = 1 处连续，则 a = 。

三、求下列极限:

( 1) lim
x→0

1 +槡 x － 1
sin2x ( 2) lim

x→0

tanx － sinx
x2 ( e2x － 1)

( 3) lim
x→∞

x2槡 + 1 － x2槡( )－ 1 ( 4) lim
x→∞

x + 1
x( )－ 1

x

四、设 f( x) =

x2 sin 1
x + b x ＜ 0

a x = 0
1
x sinx + 4 x

{
＞ 0

，试确定 a，b的值，使 f( x) 在 x = 0 处连续。

五、证明方程 x5 － 3x = 1 在 1 与 2 之间至少存在一个实根。
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