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前    言 

近几十年，我国广大数学研究人员一直致力于理论与实践相结

合的研究，充分运用教育学、心理学、思维科学、哲学、逻辑学、

系统方法论等基本原理，积极探索理论研究与实践，不但开创了数

学教学论、数学学习论、数学课程论、数学方法论、数学思维论等

许多分支学科或基础学科，而且全面开展了规模宏大的数学基础课

程改革活动，多种数学学习改革实验也竞相启动与开展，大大促进

了数学学习理论的建设和数学学习质量的提升。 
然而，从数学学习方法论的角度来看，哪些学习理论才最“接

近”实践？何种学习理论才最有实践力？什么才是持续优秀学习改

革实践的关键？其核心理念与思想支撑又是什么？等等，都需要我

们进行深入思考。 
本书是基于作者多年的学习经验精心编撰而成的，具备以下两

大特点： 
首先，数学学习方法论体系的构建。数学学习研究，就是拥有

较高的专业知识素养和学习理论素养，能够站在“制高点”俯视数

学学习中的某些问题。以中小学数学学习理论为根基，了解和掌握

中小学学习改革和发展的实际，深入分析和解决中小学学生在学习

中存在的具体问题，将二者有效结合，融理论与实践为一体，找准

展开数学学习研究的切入点。 
其次，遵循数学学习研究的双逻辑起点，既立足教育，又兼顾

学习。一方面，数学学习首先是人的学习，因而就相对于一般学习

研究而处于下位关系的数学学习研究而言，教育学、心理学等关于

教育的一般理论对它无疑有指导意义。也就是说，数学学习中的很

多问题，可以用教育学、心理学等现成的理论演绎地解决。本书把
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一般的心理学理论系统地概括是一种有益的尝试。另一方面，数学

家们对数学的孽根性，决定了它的局限性，限制了它的普适性。本

书对数学概念、数学命题、数学解题和数学思维方法等的探讨，应

该说就是紧紧抓住数学学习来进行研究，力图使之区别于一般学习

理论。 
当然，数学学习学科仍属于初创阶段，作为其分支学科之一的

数学学习方法论究竟如何创建，同样也会是见仁见智的，但有了良

好的开端，随着人们认识的不断深入，相信会有更多相关的理论不

断涌现。 
 

崔连香     
 

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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第一篇  透视数学知识 

第一章  数学概念学习 

第一节  数学概念是什么 

一、数学概念的含义和特征 
1.数学概念是什么 

客观事物都有属于自己的自然属性。在实践活动中，人们对所

接触的各种事物的属性有了逐步了解，一般人们对客观事物的认识，

是通过感官、直觉形成的，处于感性认识阶段。以感性认识为前提，

再对比、分析、总结、归纳出一种事物特有而其他事物所不具备的

属性，即事物的本质属性，这便是理性认识阶段，概念便是事物本

质属性的体现。 
数学是以现实的空间形式和数量关系为研究对象，对数学对象

本质属性体现的思维形式称为数学概念。例如，“等腰三角形”这个
数学概念，它具有方向、大小、形状等属性，只要紧扣“三条边”这
个属性，就能区别一般的多边形；只要抓住“两底角所对应的边相等”
这个属性，就能区别一般的三角形。“三条边” “两底角所对应的边相
等”就是等腰三角形概念的本质属性。若从众多属性中将本质属性进
行抽离，再以这些本质属性为整体，便形成了“等腰三角形”这个清
晰的数学概念。由此可见，本质属性与属性不可分离。它是概念属
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性的一部分，但已不是本质属性。 
数学概念一般会用特殊的名称或符号来表示。名称或符号和与

之相关的概念应当属于两个不同的范畴。名称或符号的内容是概念

的体现，是人们认识事物结果的表达，并通过概念的名称或符号这

种语言形式来表达概念。不同的名称或符号有时会表示同一个概念，

如“3” “三” “three”都表示同一个数。又如，等边三角形和正三角形表
达同一个数学概念。因此，在进行名称或符号的使用时，注重的是

它的内容，即与之相关的概念自身。有时同一个名称会根据不同的

情况，表达不同的概念。 
2.数学概念的特征 

（1）数学概念是一切思维形式的根基 
概念构成了判断，判断构成了推理，判断和推理又构成了论证。

在概念的基础上，才能进行判断和推理，进而开始论证。因此，概

念是一切思维形式的根基，被称为抽象思维的细胞。 
数学概念是最基本、最重要的数学知识，通过数学概念才能进

行判断、推理和论证。例如，有了角的概念，才能作出关于角的命

题、推理和证明。因此，掌握数学概念，是学好数学的前提之一。 
（2）数学概念的抽象性 
某些客观事物是通过数学概念直接反映出来的。如，整数、角 、

线、面等。但是，绝大多数数学概念是以某些数学概念为基础，通

过抽象概括才逐步形成和发展的。如，无理数、复数，就分别是在

有理数系和实数系的基础上形成的。 
数学概念无论直接还是间接的反映一类对象的本质属性，都具

有抽象性。以正方形概念为例，现实生活中没有抽象的正方形，只

有各种各样的具体的正方形，从某种意义上说，数学概念与现实严

重“脱钩”。正因为抽象的程度远远高于现实的原始对象，数学概念
才有如此广泛的应用。 
（3）数学概念的逻辑性 
数学中的大多数概念，要么通过限制方法缩小概念的外延，要
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么通过总结方法扩大概念的外延，从而使概念具有一系列的从属关

系。例如，正方形是有四个内角为直角的平行四边形；又如，所有

数系的具体含义不在考虑之内，只考虑其运算性质，可总结成群、

环、域等概念。相应地，此类概念具有从属性，可形成一个概念系

列，从而将数学概念的逻辑性体现出来。 
（4）数学概念的发展性 
概念是相对稳定的。但是，随着客观事物的不断发展，人们对

客观事物的认识也在不断增加，概念也就随之变化，概念的发展、

变化，或是被赋予了新的含义，或是增加了更丰富的内涵，或是具

备了更高的抽象性。 
如小学数学中所学的数，始终是 0 和正有理数；初中数学中所

学的角，始终是 0°~180°的角。然而，数、角的概念一直在不断发展
中。又如，自然数→有理数→实数→复数；锐角→0°~180°的角→ 
0°~360°的角→ 平面任意角→空间角，等等。 
二、数学概念的内涵和外延 
1.内涵与外延的概念 

概念的内涵是指被概念反映物质的根本属性。概念的外延是指

集合了一切具有概念内涵的物质。概念的内涵体现了概念的质的特

点，它对概念所反映的物质进行了详细的说明；概念的外延描述了

概念的量的特点，它对概念所反映的范围进行了阐明，只要是科学

的概念，都是有确定的内涵和外延的。 
例如，“偶数”的概念内涵是“能被 2 整除”的本质属性，其外延

是全体的偶数；“一元二次方程”的概念内涵是“只含有一个未知数且
未知数的最高次数是二次的等式”的本质属性，其外延是全体形如
ax2+bx+c=0（a≠0）的方程。 
概念的内涵与外延确定了，便可将概念更好地认识和把握，不

然就会出现差错。因此要加深认识概念的内涵与外延，同时还要掌

握它们之间的关系。 
 

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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2.内涵与外延的相互关系 

概念的内涵与外延既相互联系又相互制约。当扩大概念的内涵

时，概念的外延就缩小；当缩小概念的内涵时，概念的外延就扩大。

我们将内涵与外延之间的这种关系，称之为反变关系。例如，在“平
行四边形”这一概念的内涵中，增加“有三个角是直角”这一属性，便
使外延缩小得到“正方形”的概念；而减少“两组对边分别平行”这
一属性，就使外延扩大得到“四边形”的概念。又如，在等腰三角
形概念的内涵中，减少“有两条边相等”这一属性，就是三角形的
内涵，而三角形的外延却远远大于等腰三角形的外延，但值得一

提的是，这种反变关系，是以概念外延的比较为切入点，并与内

涵之间关系的分析相结合的。 
3.概念的界定与总结 

一般通过概念的界定与总结对概念之间的关系进行了解。 
（1）概念的界定 
概念的限定是指为将概念的认识从一般过渡到特殊，遵循反变

关系，使概念的内涵增加，由概念的较大外延过渡到概念的较小外

延。如：增加数列的内涵“从第二项开始，每一项与它的前一项的商
都等于同一个常数”，就是等比数列，这样数列的内涵增加，外延缩
小，就由数列过渡到等比数列。又如：增加三角形的内涵“两条边相
等”，即成为等腰三角形，这样等式的内涵增加，外延缩小，就由三
角形过渡到等腰三角形。 
正确的界定必须以概念的种类关系为基础逐级进行，而界定的

结果，外延大的概念必须包含着外延小的概念，如果种类关系中不

包含界定的系列，那界定就是错误的，必须加以纠正。 
（2）概念的总结 
我们对一些特殊概念到一般概念的认识，依旧遵循反变关系，

通过减少概念的内涵，可完成一个具有较小外延的概念到一个具有

较大外延的概念的过渡，成为总结性的概念。例如，由正整数到整

数、由整数到有理数、由有理数到实数、由实数到复数的过渡，就
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是一个逐级总结的过程。 
从某种角度上说，数学概念的逻辑系统，真实地反映了概念的

界定和总结，将概念的界定和总结有效地把握住，有助于我们对各

类学习概念体系进行认知，以及掌握概念之间的内在联系，使数学

概念更好地系统化。 
三、数学概念的相互联系 
为了了解数学概念，势必要对互相联系着的概念进行对比，即

进行外延与内涵之间的比较，对其相互之间的联系进行研究。本书

介绍的数学中常见的联系，是以比较概念的外延为切入点并结合内

涵之间的关系进行分析的。 
1.概念相容 

两个概念的外延如果有一部分相同，则认定两个概念之间具有

相容关系。相容关系有以下三种情况： 
（1）概念相同 
两个概念的外延如果完全相同，则认定两个概念之间具有相同

关系，这两个概念称为相同概念，相同关系可用图 1-1表示。 

 

图 1-1 

提出相同关系的原因，是由于虽然概念的内涵由外延完全确定，

但内涵可以有不同的表现形式。通过对相同关系的研究，可以更深

刻、更全面地认识概念的本质属性，以致在推理证明中，可以相互

代换这些等价的本质属性，以便于更容易地解决问题。 
例如，“等边的三角形”与“等角的三角形”这两个概念，虽然问

题是从不同角度进行说明的，但是，它们的外延完全相同，指的是
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同一个对象。又如，“等边三角形底边上的中线”与“等边三角形底边
上的高”；同一个圆中的“直径”与“最大的弦”等，它们之间都具备相
同的关系。 
（2）概念从属 
如果一个概念的外延包含另一个概念的外延，那么认定这两个

概念之间具有从属关系。外延较大的概念称为属概念，外延较小的

概念称为种概念，如图 1-2所示。 

 

图 1-2 

例如，“正方形” “矩形” “四边形”之间的关系是从属关系。“矩形” 
“菱形”都是“正方形”的属概念。“正方形”的两个属概念中，其内涵
于属概念之差最小的是“矩形”，我们称矩形为正方形的最邻近的属
概念。 
种概念是相对于属概念而言的。例如，“正方形”这一概念，相

对于“矩形”概念来说是属概念，而相对于“四边形”概念来说却是种
概念。 
从内涵角度看，显然属概念包含了种概念的一切属性，而两者

又有不同的本质属性，种概念包含属概念的一切属性，属概念的内

涵被种概念的内涵真包含。如果以固定的一个概念为基础，增加其

内涵或缩小其外延，就可以得到原概念的一个种概念；减少其内涵

或扩大其外延，就可以得到原概念的一个属概念。 
（3）概念交叉 
如果两个概念的外延有且只有部分相同，那么认定这个概念之

间具有交叉关系，这两个概念称为交叉概念。如图 1-3所示。 
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图 1-3 

例如，“等腰三角形”与“直角三角形”、“正数“与”“整数”、“菱形”
与“平形四边形”等概念之间都具备交叉关系。 
两个交叉概念的外延相同部分所反映的事物，同时具备这两个

概念的所有属性。另一方面，由这个外延的相同部分就引伸出了另

一个概念，它相对于原来的两个概念来说都是种概念。如把“正数”
和“整数”概念进行交叉，其外延相同部分是正整数概念的外延，正
整数同时包含了正数和整数的一切属性。把“菱形”和“平行四边形”
概念进行交叉，其外延相同部分是长方形的外延，长方形概念同时

是菱形和矩形概念的种概念，它的内涵同时包含了菱形和平行四边

形的内涵。 
2.概念不相容 

如果两个交叉概念的外延部分没有任何相同之处，即它们没有

交集，那么认定这两个概念之间为不相容关系或全异关系。不相容

关系有以下两种情况。 
（1）概念对立 
在同一概念之下的两个种概念，它们的外延如果交集是空集，

而属概念的外延又大于外延的并集，那么认定这两个种概念之间为

对立关系，这两个种概念称为对立概念。如图 1-4所示。 
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图 1-4 

例如，“负数”与“正实数”的两个概念是对立关系，因为它们具
有相互排斥的外延，而它们最邻近的属概念“实数”的外延大于其外
延之和。又如，“整数”与“实数”、“等腰三角形”与“直角三角形”等概
念之间都具备对立的关系。 
对立概念虽然都包含所给定属概念的属性，但它们是相排异的，

所反映的对象都各不相同；另一方面，在给定的属概念中所反映的

存在着不属于两个种概念中任何一个对象，即非此非彼的对象存在。

如 0既不是正整数，也不是负整数。 
（2）概念矛盾 
两个种概念在同一属概念之下，它们的外延如果没有交集，而

外延的并集又是这个属概念的外延，那么认定这两个种概念之间具

有矛盾关系，将这两个概念称为矛盾概念。如图 1-5所示。 

 

图 1-5 
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例如，“正数”与“非正数”、“实数”与“非实数”、“等腰三角形”
与“非等腰三角形”、“相同”与“不相同”等概念之间的关系，都属于
矛盾关系。 
矛盾关系也都包含给定属概念的属性，同时它们也是排异的。

给定的属概念所反映的每个对象针对这两个种概念都有非此即彼的

关系。 
值得一提的是，如果对两个具有不相容关系的概念进行说明，

可以对二者的外延直接对比；但如果对关系的对立还是矛盾作进一

步说明，则需要针对同一个给定的属概念才能讨论。例如“正数”和
“负数”两个概念，相对于属概念“有理数”来说，它们是对立关系；
而相对于属概念“非有理数”来说，它们又是矛盾关系。 
四、数学概念的含义 
1.概念的含义 

含义是概念建立的逻辑方式。人们在对新事物的认知过程中，

通过抽象思维形成概念，同时辅以语言或符号，对其进行确定和传

达，这就是概念的含义。事物的本质属性通常是被抽象思维加以精

炼的语言或符号并采用逻辑的方式来揭示出的。 
下定义可以通过对事物的本质属性进行直接揭示，也可以对概

念的外延进行揭示，这是因为概念的内涵完全由概念的外延所

决定。 
对定义的正确性，通常具备三要素，即被定义项、定义项和定

义联项，定义项的概念被其明确，而被定义项和定义项的词语是被

定义联项使用来联接的。 
比如，等边三角形的定义是“等边三角形就是三条边都相等的三

角形”。这里的定义采用了“……就是……”的形式，如果用“A1就是
A2”来表示它，这里的 A1就成为被定义项，A2称为定义项，“就是”
称为定义联项。 
概念含义的正确性是任何定义都不能证明的，但是将概念定义

的理由对学生进行说明是非常有必要的。 
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