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前 言 　　自然科学与工程技术领域中广泛出现的非线性问题，越

来越受到科学家与工程师的重视．有关非线性的研究课题，遍

及不同的学科和领域．而非线性偏微分方程是对众多非线性

现象进行模拟的有力工具．最近几十年来，物理、力学、化学、

生物、工程、航空航天、医学、经济和金融等领域中诞生了许多

偏微分方程．特别的是大量的自然奥秘以及科学系统的物理

属性，体现在偏微分方程中，从而偏微分方程成为天然的信息

载体．

近２０年来，随机非线性偏微分方程出现在大量的实际问

题中，如大气海洋中的环流问题，非线性波在随机介质中的传

播，股票价格的波动规律等均有随机偏微分方程的描述．而关

于随机动力系统的研究要稍晚一些，２０世纪９０年代初，

Ｃｒａｕｅｌ，Ｆｌａｎｄｏｌｉ和Ｓｃｈｍａｌｆｕｓｓ引入随机动力系统概念，并对

随机动力系统的长时间发展行为的描述给出了随机吸引子的

概念，建立了随机动力系统理论体系的基石，为随机吸引子的

研究作出了开创性的工作．该理论抓住了具有最可能粗糙白

噪声的动力系统的本质特征，更好地描述了应用科学中的非

线性现象，很快吸引着越来越多的同行工作者的研究兴趣．但

是由于方程的非线性以及随机扰动的复杂性，使得对许多带

白噪声非线性偏微分方程的随机吸引子研究具有很大的挑

战性．

另外在偏微分方程中，椭圆型偏微分方程，简称椭圆型方

程，是一类重要的偏微分方程．早在１９００年，希尔伯特提出的

著名的２３个问题中，就有３个问题是关于椭圆型方程与变分

法的．椭圆型方程代表了一大类物理问题的数学模型，在流体

力学、弹性力学、电磁学、几何学和变分法中都有应用．拉普拉

斯方程是椭圆型方程最典型的特例．这正是上百年以来，直到

今天，该领域仍吸引着很多研究者关注的原因．半线性椭圆方

程是线性椭圆方程向非线性推广的第一步，而半线性椭圆系
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统是半线性椭圆方程的自然推广．关于有界区域上的半线性

椭圆方程和系统，已经有了相当丰富和深刻的结果，而对于无

界区域的情况，由于其研究的难度要困难许多，相关结果目前

还不是很完善，有很多值得研究的问题．

在本专著中，讨论了带白噪声的ＲｅａｃｔｉｏｎＤｉｆｆｕｓｉｏｎ方程，

狆Ｌａｐｌａｃｉａｎ类型方程，磁流体动力学系统，色散波方程，等等

在不同Ｓｏｂｏｌｅｖ空间上吸引子及其稳定点的存在性问题．也研

究了与椭圆型密切相关的 ＳｃｈｒｄｉｎｇｅｒＭａｘｗｅｌｌ方程、

ＫｌｅｉｎＧｏｒｄｏｎＭａｘｗｅｌｌ系统等偏微分方程和系统的解的存在

性问题．全书共有８章，内容的安排以及具有特点的新结果

如下．

第１章介绍随机动力系统的发展历程和研究现状，给出了

随机吸引子的相关概念和理论．同时，在以Ｈｉｌｂｅｒｔ空间犔２上

随机吸引子存在为前提，研究了随机动力系统在犔狆（狆≠２）空

间上随机吸引子的存在性问题，并探讨了该随机吸引子和犔２

空间上的吸引子之间的关系，这里的随机动力系统定义在无

界域上．

第２章讨论带加法白噪声的ＲｅａｃｔｉｏｎＤｉｆｆｕｓｉｏｎ方程

ｄ狌＋（λ狌－Δ狌＋犳（狓，狌））ｄ狋＝犵（狓）ｄ狋＋
犿

犼＝１

犺犼ｄ狑犼（狋），

边界条件：

狌（狓，０）＝狌０（狓），　狓∈犚
犖

这里λ为正常数，犵和犺犼（１≤犼≤犿）是犚
犖 上的实值函数，非

线性函数犳（狓，狌）满足给定的增长和耗散条件．狑犼（狋｛ ｝）犿
犼＝１是

概率空间（Ω， ，）上相互独立的双边实值Ｗｉｅｎｅｒ过程，其中

Ω＝ ω∈犆（犚，犚
犿）：ω（０）＝｛ ｝０ ， 是由Ω的紧拓扑所生成的

Ｂｏｒｅｌσ代数，是（Ω，）上的Ｗｉｅｎｅｒ测度．通过验证方程解

的尾部任意小，获得了上述方程生成的随机动力系统在

犔狆（犚犖）空间上的渐近紧性，我们称为（犔２，犔狆）渐近紧．从而

获得了（犔２，犔狆）随机吸引子的存在性．

第３ 章讨论有界域 犇  犚
犖 上带加法白噪声的

狆Ｌａｐｌａｃｉａｎ类型方程

ｄ狌＋（Δ（Φ狆（Δ狌））＋ （狓，狌））ｄ狋＝犳（狓）ｄ狋＋
犿

犼＝１

犼ｄ犠犼（狋），

狓∈犇，狋≥０，
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边界条件：

Δ狌（狋）＝０，　狌（狋）＝０，　狓∈犇，狋≥０，

初值条件：

狌（０，狓）＝狌０（狓），　狓∈犇．

方程中，Φ狆（狊）＝ 狊狆－２狊，狆≥２，外力函数 （狓，狊）满足给定的

耗散和增长条件，犼∈犠
４，狆
０ （犇），犠犼（狋｛ ｝）犿

犼＝１是概率空间（Ω，

， ）上独立的双边实值 Ｗｉｅｎｅｒ过程，其中 Ω ＝

ω∈犆（犚，犚
犿）：ω（０）＝｛ ｝０ ， 是由Ω 的紧拓扑所生成的

Ｂｏｒｅｌσ代数，是（Ω， ）上的 Ｗｉｅｎｅｒ测度．证明了在给定的

假设下，上述方程解的唯一存在性和对初值的连续依赖性，从

而获得了唯一随机动力系统的存在性．接下来，通过对解的先

验估计和巧妙运用Ｌａｐｌａｃｉａｎ算子的Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ形式的性质，获

得解的正则性，从而证明了方程生成的随机动力系统在

犔２（犇）上存在紧的吸收集．最后，研究了方程稳定点的存

在性．

第４章讨论定义在有界光滑区域Θ犚
２上带加法白噪声

的磁流体动力学方程组：

ｄ狏＋ （狏·

Δ

）狏－犛（犅·

Δ

）犅－ν１Δ狏＋

Δ

［ ］犘 ｄ狋

　　＝犉（狓，狏）ｄ狋＋ １ｄ狑１（狋），

ｄ犅＋ （狏·

Δ

）犅－（犅·

Δ

）狏－ν２Δ［ ］犅 ｄ狋

　　＝犌（狓）ｄ狋＋ ２ｄ狑２（狋），

ｄｉｖ狏＝０，ｄｉｖ犅＝０

烅

烄

烆 ．

边界条件：在（０，＋∞）×Γ上，

狏＝０；犅·狀＝０，ｃｕｒｌ犅×狀＝０，

初值条件：

狏（狓，０）＝狏０，犅（狓，０）＝犅０，　狓∈Θ．

其中，犘＝犘（狓，狋）是未知的总压强，常数ν１，ν２，犛＞０，未知函

数狏＝（狏１（狓，狋），狏２（狓，狋）），犅＝（犅１（狓，狋），犅２（狓，狋）），已知函

数犌（狓）＝（犵１（狓），犵２（狓））∈犔
２（Θ）２，犉（狓，狏）＝（犳１（狓，狏１），

犳２（狓，狏２））满足给定条件，狑犼（狋｛ ｝）２
犼＝１是概率空间（Ω， ，）上

相互 独 立 的 双 边 实 值 的 Ｗｉｅｎｅｒ 过 程， 其 中 Ω ＝

ω＝（ω１，ω２）∈犆（犚，犚
２）：ω（０）＝｛ ｝０ ， 是由Ω的紧拓扑所

生成的Ｂｏｒｅｌσ代数，是（Ω，）上的Ｗｉｅｎｅｒ测度，可得该方

程组生成的随机动力系统具有随机吸引子．

第５章考虑一类色散浅水波方程模型，也就是带加法白噪

声的耗散ＣａｍａｓｓａＨｏｌｍ方程模型

３
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ｄ狌－ｄ狌狓狓＋（３狌狌狓－ε（狌狓狓－狌狓狓狓狓））ｄ狋

＝（２狌狓狌狓狓＋狌狌狓狓狓）ｄ狋＋犙ｄ犠（狋），

狌（０，狓）＝狌０（狓），　狓∈犐＝［０，犔］，狋＞０，

并设方程具有周期边界条件．方程中，犠（狋）是定义在概率空

间（Ω， ，）上的双边实值Ｗｉｅｎｅｒ过程，犙是犚犿→犔
２（犐）上的

有界线性算子．证明了方程生成的随机动力系统分别在

Ｈｉｌｂｅｒｔ空间犎１（犐）和犎２（犐）上存在有界吸收集，于是利用紧

嵌入定理得到随机吸引子的存在性．

第６章考虑了下面的非线性含时Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ方程

－

２

２犿
Δφ－犻

φ
狋
＋犠（狓）φ＋λ′ φ＝ （狓，φ ）φ

与Ｐｏｉｓｓｏｎ方程

－Δ ＝ φ
２

所构成的系统，这里是Ｐｌａｎｋ常数，犿是质量，犻是虚数单位，

λ′＞０是参数，犠 和 都是犚
３上的实函数，分别表示有效势能

和电磁势能，φ（狓，狋）：犚
３
×［０，＋∞）→犆．对上述问题感兴趣

的是寻求其稳定态的解（或者说驻波解），即形如φ（狓，狋）＝

狌（狓）ｅ－
犻犈狋
 的解，其中犈是分离常数．则不难看出，狌必须满足

－Δ狌＋犞（狓）狌＋λ 狌＝犳（狓，狌），狓∈犚
３，

－Δ ＝狌
２， 狓∈犚

３
烅
烄

烆 ，

这里犞（狓）＝ ２犿／（ ）２ （犠（狓）－犈），λ＝ ２犿／（ ）２λ′并且犳（狓，狌）＝

２犿／（ ）２ （狓，狌 ）狌．如此一个系统称为ＳｃｈｒｄｉｎｇｅｒＭａｘｗｅｌｌ

方程，也称为ＳｃｈｒｄｉｎｇｅｒＰｏｉｓｓｏｎ方程，有着非常有意义的物

理背景．事实上，根据经典的物理模型，带电颗粒与电磁场的

相互作用就能用复合的非线性Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ方程与 Ｍａｘｗｅｌｌ

方程来描述．特别是，如果要寻找静电类型的解，就不得不求

解该系统．在关于犞和犳的各种假设下，运用临界点理论中的

喷泉定理、集中紧性原理、山路引理和Ｅｋｅｌａｎｄ变分原理，分别

得到了ＳｃｈｒｄｉｎｇｅｒＭａｘｗｅｌｌ方程高能量解、非平凡解和多解

的存在性．

第７章处理了下面的ＫｌｅｉｎＧｏｒｄｏｎＭａｘｗｅｌｌ系统

－Δ狌＋［犿２－（ω＋ｅ ）２］狌＝犳（狓，狌）＋犺（狓），狓∈犚
３，

－Δ ＋ｅ
２ 狌２＝－ｅω狌

２， 狓∈犚
３

烅
烄

烆 ，

这里犿，ω和ｅ是实常数．这样的系统用来描述三位空间中非

线性稳定ＫｌｅｉｎＧｏｒｄｏｎ方程与电磁场相互作用产生的孤立

波．这里犿和ｅ分别是颗粒的质量和电量，然而ω表示相对系

统不知道的因素，是联系颗粒的场狌和电磁位势 ．非线性项

４
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的出现用来模拟众多颗粒的作用或者外部非线性项的干扰．

在关于犞和犳的各种假设下，运用临界点理论中的山路引理

和Ｅｋｅｌａｎｄ变分原理，分别得到了ＫｌｅｉｎＧｏｒｄｏｎＭａｘｗｅｌｌ系

统多解的存在性．

第８章研究了一阶Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统

狆＝－犎狇（狆，狇，狋）

狇＝犎狆（狆，狇，狋）

周期解和无穷多个不同的次调和解的存在性．Ｈａｍｉｌｔｏｎ（哈密

顿）系统是非线性科学中的一个重要领域，由于这类系统广泛

存在于数理科学、生命科学以及社会科学的各个领域，特别是

天体力学、等离子物理、航天科学以及生物工程中的很多模型

都以Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统（或它的扰动系统）的形式出现．如：旋涡

的平面运动、单摆运动、三种群Ｖｏｌｔｅｒｒａ模型、三体问题等．近

２００年来，非线性Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统一直是数学家和物理学家的

重要研究领域．近年来这一领域中的新的研究成果已经在非

线性分析、代数拓扑、数学物理和微分几何（特别是辛几何）等

诸多学科中产生了重大的影响．因此，非线性Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统

的研究多年来长盛不衰，成为当今非线性科学研究中一个最

富有成果又生机勃勃的研究方向．

本书是一部关于随机动力系统吸引子和偏微分方程解的

存在性的学术专著，内容完全是作者近年来对相关问题的心

得体会和一些公开发表的研究结果．全书由赵文强、陈尚杰共

同撰写，作者排名不分先后．具体分工如下：第１章至第５章由

赵文强撰写，第６章至第８章由陈尚杰撰写．作者撰写本书，参

阅了国内外大量的学术研究成果，在此向有关作者表示诚挚

的感谢！同时衷心感谢重庆大学出版社的有关同志！

限于著者水平，书中缺点及欠妥之处在所难免，恳请专家

和读者批评指正．

赵文强　陈尚杰

２０１２年３月
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第１章

随机动力系统的（犔２，犔狆）
櫈櫈櫈櫈櫈櫈櫈櫈櫈櫈櫈櫈櫈櫈櫈櫈櫈櫈櫈櫈櫈櫈櫈櫈櫈櫈櫈櫈櫈櫈櫈櫈櫈櫈櫈櫈櫈櫈櫈櫈

吸引子

１．１　研究问题及背景

自然界中大多数事物的运动都是随着时间或位置的变化而演变的，如行星、流体等的运

动．这一演化过程的数学模型，通常可以用一些参变量或关于参变量的函数满足的方程来表

示，称之为系统．动力系统是指系统中包含有时间变量，它主要是研究系统的状态随时间变量

演化的规律性，概括地说，动力系统理论着重研究状态随时间变量发展的系统的全局（大范

围）定性行为．动力系统概念起源于１９世纪末庞加莱（Ｐｏｉｎｃａｒé）对动力学问题的研究工作，直

到２０世纪６０年代，随着微分几何和微分拓扑理论的深入研究，动力系统理论才得到重要发

展．如今在系统控制、天体力学、流体力学、化学反应、生态和人口问题等许多方面的研究中，

动力系统理论都有着广阔的应用前景．

动力系统理论中基本的、最重要的研究课题之一，就是要揭示系统长期发展所表现出的

动力学性质和基本动力特征；特别是要揭示时间无穷时的终态情况，而这一终态情况（或长时

间行为）一般是很复杂的，仅靠简单计算或直观是难以弄清楚的．然而对于耗散动力系统来

说，吸引子（ａｔｔｒａｃｔｏｒｓ）可以很好地描述系统的长时间发展行为．动力系统的吸引子是状态空

间（或相空间）中的最大的有界不变集，吸引系统中的所有轨道．它的几何特征非常复杂，但是

它包含系统的所有平衡点及平衡点的不稳定流形；它还包含所有周期轨、同异宿轨及更为复

杂的分形或仿分形．由此可见，吸引子能够刻画动力系统状态的长时间行为，反映系统的动力

学性质和基本动力特征，很好地解释应用科学中的非线性现象．近３０年来关于确定性动力系

统的吸引子存在性及其性质的研究可以参阅大量的文献［１３６］，包括来自化学反应的

ＲｅａｃｔｉｏｎＤｉｆｆｕｓｉｏｎ方程
［５１０，１８，１９］、流体力学ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓ方程

［２９３３］、Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ方程
［２３，２４］、

ＧｉｎｚｂｕｒｇＬａｎｄａｕ方程
［３４，３５］、热力学的Ｂｏｕｓｓｉｎｅｑ方程

［１］、电磁流体力学的ＭＨＤ方程
［３６］、水波

运动的ＣａｍａｓｓａＨｏｌｍ方程
［２５２７］、狆Ｌａｐｌａｃｉａｎ类型方程

［１１１７］等．

然而大多数系统受到随机外力的影响是不可避免的．比如，近年来人们发现非线性波在

随机介质、外力压力湍流和白噪声扰动中传播，形成了更符合实际的、具有不同于确定系统的

新现象和新特征．并且，其他很多物理领域的研究都揭示了同样的问题，即使很小的随机噪声
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都会对系统的演化过程起着重要的影响，甚至在一定程度上起着决定性的作用．这种作用有

时可能导致系统结构的完全损坏，或者使系统从有序变为无序，或者从无序变为有序．这一发

现表明确定性系统模型（未受随机噪声影响）只是实际系统的理想化，不能完全揭示自然现象

的运动规律，从而无法很好地解释许多新的动力特征．这些问题最终导致随机动力系统理论

的产生和发展．由此可见，随机系统是不同于确定性系统的新领域，确定性系统所提供的工具

和方法已经无能为力，要描述随机动力系统的长时间行为，在理论上必须重新建立随机动力

系统的相关概念和理论体系．

２０世纪９０年代初，Ｃｒａｕｅｌ和Ｆｌａｎｄｏｌｉ
［３７］，Ｓｃｈｍａｌｆｕｓｓ

［３９］引入随机动力系统及其产生的

流，并对随机动力系统的长时间行为的描述给出了随机吸引子（ｒａｎｄｏｍａｔｔｒａｃｔｏｒｓ）的概念，建

立了随机动力系统理论体系的基石，为随机吸引子的研究作出了开创性的工作．该理论抓住

了具有最可能粗糙白噪声的随机动力系统的本质特征，更好地描述了应用科学中的非线性现

象，很快吸引着越来越多的同行工作者的研究兴趣，在短短十多年内，随机吸引子的研究得到

了蓬勃发展．其中，Ｃｒａｕｅｌ，Ｄｅｂｕｓｓｃｈｅ和Ｆｌａｎｄｏｌｉ
［３８］，Ａｒｎｏｌｄ

［４０］，Ｋｌｏｅｄｅｎ和Ｌａｎｇａ
［４２］，Ｌａｎｇａ

和Ｒｏｂｉｎｓｏｎ
［４３］，Ｄｅｂｕｓｓｃｈｅ

［４１］，Ｃｈｕｅｓｈｏｖ
［４４］等，在随机动力系统方面做了大量的研究工作，建

立了随机吸引子的理论体系．

从概念上讲，随机吸引子为某完备距离空间上的紧的不变集，吸引该空间中所有的速降

集．它与一般的吸引子仅吸引有界集不同，随机吸引子不但吸引包括有界的非随机集，而且吸

引依θ狋ω的直径可为无穷大，但是次指数增长的随机集．定义在有界域上的随机动力系统，要

获得其随机吸引子的存在性，通常是证明随机动力系统在给定相空间上存在紧的吸收集．但

是由于方程的非线性以及随机扰动的复杂性，使得对许多带白噪声非线性偏微分方程的随机

吸引子研究具有很大的挑战性．近年来，学者们研究了 ＲｅａｃｔｉｏｎＤｉｆｆｕｓｉｏｎ方程
［３７，３８，４５］、

Ｌａｄｙｚｈｅｎｓｋａｙａ模型
［４９，５０］、Ｂｏｓｓｉｎｅｓｑ方程组

［４７］、ＧｉｎｚｂｕｒｇＬａｎｄａｕ方程
［４８，５４，５７］、ＳｉｎｅＧｏｒｄｏｎ方

程［５２，５３］等生成的具体随机动力系统在有界域上随机吸引子的存在性及吸引子的维数估计．上

面的这些成果包括国内一些知名的专家，如郭柏灵院士及周盛凡等数学家所做的研究．李扬

荣教授等［５８］把随机动力系统的连续性推广到了一类更广泛意义的连续性基础之上，那就是

拟连续性，并且获得Ｂａｎａｃｈ空间上拟连续随机动力系统随机吸引子的存在条件，这就克服了

随机吸引子只由连续动力系统所确定的限制．他们还得到了定义在有界域上的随机动力系统

在非Ｈｉｌｂｅｒｔ空间犔狆（狆≠２）上存在随机吸引子的充要条件．作为其理论结果的运用，文献

［５８］和文献［５９］分别获得了带加法噪声和带乘法噪声的ＲｅａｃｔｉｏｎＤｉｆｆｕｓｉｏｎ方程在空间

犔狆（狆＞２）上随机吸引子的存在性．值得注意的是，这里的狆＞２取值任意，不受方程中的非线

性项的次数限制．

正如考虑定义在无界域上的非随机动力系统的吸引子遇到的麻烦一样，要获得定义在无

界域上的随机动力系统的随机吸引子时出现了困难，由于无界域上Ｓｏｂｏｌｅｖ紧嵌入定理无法

运用，就无法获得随机动力系统的渐近紧性，从而无法获得随机吸引子的紧性特征．对于非随

机偏微分方程可以用能量方程法或者尾部估计法克服这一困难，见文献［２４，３０，３２，８２８５］．

Ｂｒｚｅｚｎｉａｋ
［６０］研究了定义在犚２上的随机二维ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓ方程，成功获得了随机吸收集的存

在性和随机动力系统的渐近特征，然而他指出没能证明随机吸引子的存在性．最近，Ｐｅｔｅｒ和

Ｗａｎｇ
［６１］以及Ｗａｎｇ

［６２６４］，运用尾部估计法研究一些随机动力系统的渐近紧性，分别获得了定

义在无界域上的随机可加白噪声下 ＲｅａｃｔｉｏｎＤｉｆｆｕｓｉｏｎ方程，ＦｉｔｚＨｕｇｈＮａｇｕｍｏ系统，
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ＢｅｎｊａｍｉｎＢｏｎａＭａｈｏｎｙ方程，阻尼波动方程等在空间犔２（犚犖）上随机吸引子的存在性．采取

同样的技术，文献［６５］获得了具有乘法白噪声的ＲｅａｃｔｉｏｎＤｉｆｆｕｓｉｏｎ方程生成的随机动力系

统吸引子的存在性．

从现有研究结果来看，主要集中在Ｈｉｌｂｅｒｔ空间犔２，上考虑随机吸引子的存在性及维数估

计．然而考虑随机动力系统在其他Ｓｏｂｏｌｅｖ空间（比如犔狆（狆≠２）上的随机吸引子的存在性，

是一个非常有价值的问题，至今公开的研究成果很少，虽然这一问题对于确定性动力系统已

经有很好的研究，见文献［７，８，１０，１１，１４１６，１８，１９］等．因为随机吸引子具有不变性，紧性和

吸引性三大特征，从某种意义上讲，不变性可以从动力系统的连续性特征获得，因此要获得随

机动力系统在犔狆（狆≠２）上的吸引子，必须要获得随机动力系统在犔狆空间上的连续性．而对

大多数偏微分方程来说，其解算子在Ｈｉｌｂｅｒｔ空间犔２上的连续性是可验证的．可是正如钟承奎

等［１０］所指出，一般来说，非线性偏微分方程的解在空间犔狆（狆≠２）上不一定连续，即使是定义

在有界域上的随机动力系统也是如此．因此，要获得随机动力系统在空间犔狆（狆≠２）上的吸引

子的存在性，无疑面临着一个挑战．然而李扬荣教授
［５８］利用在有界域的情形下犔狆（狆＞２）是

连续嵌入犔２这一事实，推知系统在犔狆（狆＞２）上是拟连续的，从而获得了随机动力系统在空

间犔狆（狆＞２）上存在随机吸引子的充要条件．但是在无界域的情形，没有嵌入关系，随机动力

系统在犔狆（狆≠２）上不是拟连续的，因此文献［５８］的结果只能适用于有界域的情形．无界域

上的随机动力系统，在除犔２空间之外其他的Ｓｏｂｏｌｅｖ空间上的随机吸引子的存在性问题，仍

然是数学研究者们需要进一步解决的重要问题．

１．２　随机动力系统的相关概念

设（犡，．犡）和（犣，．犣）分别为两个可分的Ｂａｎａｃｈ空间，（犡）和 （犣）分别表示由犡

和犣中的开集所生成的Ｂｏｒｅｌσ代数．

定义１．１　设（Ω， ，）为一概率空间，θ狋：Ω→Ω，狋∈｛ ｝犚 是一簇变换，并且对狊，狋∈犚满

足：

（ｉ）θ狋是一单参数群，即

θ狋＋狊＝θ狋θ狊，　θ０＝犻犱；

（ｉｉ）（狋，ω） θ狋ω是（（犚）× ，）可测的；

（ｉｉｉ）θ狋 ＝ ，即对所有的 ∈ 和狋∈犚，（θ狋犅）＝ （犅）．则称θ狋为一个流，称四重形式

θ＝（Ω， ，，θ狋）为距离动力系统．

一个集合犅∈ 称为θ不变的，如果对所有的狋∈犚，θ狋犅＝犅．一个距离动力系统θ称为

遍历的，如果对任意的θ不变集犅∈ ，或者 （犅）＝０或者 （犅）＝１．

定义１．２　设犡为可分的Ｂａｎａｃｈ空间，θ＝（Ω， ，，θ狋）为距离动力系统．如果映射φ

φ：犚
＋×Ω×犡→犡，（狋，ω，狓） φ（狋，ω）狓

是 （犚＋）× × （犡）→ （犡）是可测的，且对所有的狊，狋≥０及 －犪．犲．ω∈Ω，

φ（０，ω）＝犻犱，φ（狋＋狊，ω）＝φ（狋，θ狊ω）°φ（狊，ω），

则称（φ，θ）是犡上的随机动力系统．进一步，φ（狋，ω）：犡→犡是连续的，则称（φ，θ）是犡上的连

续随机动力系统．
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定义１．３　设对每一个ω∈Ω，集合犓（ω）∈２
犡，且使得对任意的狓∈犡，映射ω ｄｉｓｔ（狓，

犓（ω））依 可测，则称 犓（ω｛ ｝）ω∈Ω 为随机集．更进一步，若 犓（ω｛ ｝）ω∈Ω 是一簇紧集，则称

犓（ω｛ ｝）ω∈Ω为随机紧集．

定义１．４　（１）如果对 －犪．犲．ω∈Ω和所有的β＞０，都成立

ｌｉｍ
狋→∞
ｅ－β狋 犅（θ－狋ω）犡 ＝０，

这里 犅 犡 ＝ｓｕｐ狓∈犅 狓 犡，则称集合簇 犅（ω｛ ｝）ω∈Ω犡关于（θ狋）狋∈犚是速降的．

（２）如果对 －犪．犲．ω∈Ω和所有的β＞０，都成立

ｌｉｍ
狋→∞
ｅ－β狋 （θ－狋ω）＝０，

则称随机变量 （ω）≥０关于（θ狋）狋∈犚是速降的．

对于一个空间犡，它的所有速降集构成的全体记为 犡．下面给出随机吸引子更一般形式

的定义．

定义１．５　（１）如果对每一个 犅（ω｛ ｝）ω∈Ω∈ 犡
和 －犪．犲．ω∈Ω，都存在犜＝犜（犅，ω）＞

０，使得对所有的狋≥犜，

φ（狋，θ－狋ω）犅（θ－狋ω）犓犣（ω），

则称集合簇 犓犣（ω｛ ｝）ω∈Ω∈ 犣
关于 φ（狋，ω｛ ｝）狋≥０，ω∈Ω是（犡，犣）随机吸收的．这里

φ（狋，θ－狋ω）犅（θ－狋ω）＝∪狏０∈犅（θ－狋ω）φ（狋，θ－狋ω）狏０（θ－狋ω）．

（２）如果对 －犪．犲．ω ∈Ω， 犅（ω｛ ｝）ω∈Ω ∈ 犡
，狓狀 ∈ 犅（θ－狋狀ω），狋狀 → ∞，都使得

φ（狋狀，θ－狋狀ω）狓｛ ｝狀 ∞
狀＝１在空间犣中有收敛子列，则称 φ（狋，ω｛ ｝）狋≥０，ω∈Ω是（犡，犣）渐近紧的．

（３）设集合簇 犣
（ω｛ ｝）ω∈Ω∈ 犣

，如果 －犪．犲．ω∈Ω满足：

（ｉ） 犣
（ω｛ ｝）ω∈Ω是不变的，即对所有的狋≥０，φ（狋，ω） 犣

（ω）＝ 犣
（θ狋ω）；

（ｉｉ） 犣
（ω｛ ｝）ω∈Ω是（犡，犣）吸引的，即对每一个犅＝ 犅（ω｛ ｝）ω∈Ω∈ 犡

，

ｌｉｍ
狋→∞
犱犣（φ（狋，θ－狋ω）犅（θ－狋ω）， 犣

（ω））＝０．

则称集合簇
犣
（ω｛ ｝）ω∈Ω ∈ 犣

为（犡，犣）随机吸引子．这里犱犣（·，·）表示空间犣上的

Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ半距离．

定义１．６　设（φ，θ）为空间犡上的随机动力系统，如果对 －犪．犲．ω∈Ω及任意的（狋狀，狓狀）

→（狋，狓），狀→∞，都有φ（狋狀，ω）狓狀φ（狋，ω）狓，则称（φ，θ）为范弱连续的．这里表示弱收敛．

定义１．７　 设（φ，θ）为空间 犡 上的随机动力系统．若对 －犪．犲．ω ∈Ω 及满足

φ（狋狀，ω）狓｛ ｝狀 有界且（狋狀，狓狀）→ （狋，狓），狀→ ∞ 的犚
＋×犡中的点列 （狋狀，狓狀｛ ｝）有φ（狋狀，ω）狓狀

φ（狋，ω）狓，则称（φ，θ）为拟连续的．

显然，范范连续范弱连续拟连续．

关于连续的随机动力系统有如下已知的结果，参考文献［６１，６２］．

定理１．８　设（φ，θ）为空间犡上的连续随机动力系统．则（φ，θ）存在（犡，犡）随机吸引子

的充要条件是φ具有（犡，犡）随机吸收集犇^（ω）和φ是（犡，犡）渐近紧的，并且该随机吸引子

（ω｛ ｝）ω∈Ω为犇^（ω）的ω极限集

（ω）＝∩
狊≥０
∪
狋≥狊
φ（狋，θ－狋ω）犇^（θ－狋ω）　ω∈Ω，

同时， （ω｛ ｝）ω∈Ω为（φ，θ）的唯一随机吸引子．

在本文讨论中，用 · 表示犔２空间中的范数，· 狆表示犔
狆空间中的范数，· 犡表示一般

空间犡中的范数．

４
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１．３　（犔２，犔狆）随机吸引子

要考虑随机动力系统在犔狆（狆≠２）空间上的随机吸引子，就必须建立犔狆（狆≠２）空间上

吸引子存在的判断条件．为探究这一问题，李扬荣
［５８］引入了拟连续性概念，并建立了拟连续

随机动力系统随机吸引子的存在条件，并证明了定义在有界域上的随机动力系统如果在犔２

上连续，则该随机动力系统在犔狆（狆＞２）上拟连续，于是获得了随机动力系统在犔狆（狆＞２）空

间上吸引子存在的充要条件．但是无界域的情形完全不同，即使一个随机动力系统在犔２（犚犖）

上连续，但在犔狆（犚犖）（狆＞２）空间上不一定连续，即使拟连续性也未知，因为当狆≠２时，

犔２（犚犖）和犔狆（犚犖）没有嵌入关系．本小节的研究表明，如果一个连续随机动力系统在犔２（犚犖）

空间上的随机吸引子存在，且（犔２，犔狆）渐近紧的，则该随机动力系统在犔狆（犚犖）上存在随机

吸引子，该吸引子依犔狆（犚犖）范数吸引犔２（犚犖）空间的所有速降集，并且该随机吸引子与

犔２（犚犖）上的随机吸引子等同．

我们采取的思路是，首先构造一个与犔２空间的吸收集有关联的ω极限集，然后利用假设

条件验证其为犔狆（狆＞２）上的随机吸引子，也就是验证该ω极限集具有不变性，紧性和吸引

特征，其中对不变性的验证是难点．同时，我们获得了一个利用解算子的尾部任意小估计方法

来验证随机动力系统的犔狆（狆≠２）渐近紧性．

记
狆
表示犔狆空间上所有速降集的全体，特别的，狆＝２时记成 ．很明显 狆

满足包含闭

特征：对任意随机集 犈（ω｛ ｝）ω∈Ω ∈ 狆
，如果 犉（ω｛ ｝）ω∈Ω ∈ 狆

以及犈（ω）犉（ω），则

犈（ω｛ ｝）ω∈Ω∈ 狆．

１．３．１　本节的主要结论

下面给出本节的主要定理．

定理１．９　设（φ，θ）分别为犔
２（犚犖）和犔狆（犚犖）上的随机动力系统，其中２≤狆＜∞，并

且（φ，θ）在犔
２（犚犖）上连续．假定（φ，θ）具有（犔

２（犚犖），犔２（犚犖））随机吸引子．则（φ，θ）存在

（犔２（犚犖），犔狆（犚犖））随机吸引子的充要条件是：

（ｉ）φ具有（犔
２（犚犖），犔狆（犚犖））随机吸收集 犓０（ω｛ ｝）ω∈Ω；

（ｉｉ）φ是（犔
２（犚犖），犔狆（犚犖））渐近紧的．

进一步，（犔２（犚犖），犔２（犚犖））随机吸引子与（犔２（犚犖），犔狆（犚犖））随机吸引子在集合包含

意义上等同．

定理１．１０　设（φ，θ）分别为犔
２（犚犖）和犔狆（犚犖）上的随机动力系统，其中２≤狆＜∞，并

且（φ，θ）在犔
２（犚犖）上连续．假定（φ，θ）具有（犔

２（犚犖），犔２（犚犖））随机吸引子．则（φ，θ）存在

（犔２（犚犖），犔狆（犚犖））随机吸引子的充要条件是：

（ｉ）φ具有（犔
２（犚犖），犔狆（犚犖））随机吸收集 犓０（ω｛ ｝）ω∈Ω；

（ｉｉ）对任意ε＞０和每一个 犅（ω｛ ｝）ω∈Ω∈ ，存在正常数犕＝犕（ε，犅，ω）和犜＝犜（ε，犅，

ω）使得对所有的狋≥犜，

ｓｕｐ
狌０
（ω）∈犅（ω）∫犚

犖（狘Ψ（狋）狌０
（θ－狋ω

）狘≥犕）
Ψ（狋）狌０（θ－狋ω）狆ｄ狓＜

ε狆

２狆＋２
，

５
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其中Ψ（狋）＝φ（狋，θ－狋ω）．

进一步，（犔２（犚犖），犔２（犚犖））随机吸引子与（犔２（犚犖），犔狆（犚犖））随机吸引子在集合包含

意义上等同．

１．３．２　主要定理的证明

为证明定理１．９和定理１．１０，需要如下两个引理．

引理１．１１　设狓狀∈犔
２（犚犖）∩犔狆（犚

犖），当狀→∞时，狓狀
‖·
→
‖
狓０和狓狀

‖·‖
→
狆

狔０，则

狓０＝狔０．

证明：设 ′（犚犖）为 （犚犖）上的分布函数空间，这里 （犚犖）表示紧支集属于犚犖的所有无

穷次连续可微函数的全体．注意到 （犚犖）犔
２（犚犖）和 （犚犖）犔

狆
狆－１（犚犖），则犔２（犚犖）和

犔狆（犚犖）连续地嵌入′（犚犖）．又由于′（犚犖）是Ｈａｕｓｔｏｒｆｆ空间，于是根据极限的唯一性该引理

得证．

引理１．１２　（见文献［１８］）设有界集犅犔狇（犚
犖）（狇≥１）．如果犅在犔狇（犚

犖）空间内具有

有限ε网，那么存在正常数犕＝犕（犅，ε）使得

ｓｕｐ
狌∈犅∫犚

犖（狌 ≥犕）
狌 狇ｄ狓≤２

狇＋１ε狇．

定理１．９的证明：（必要性）　不失一般性，考虑ω∈Ω０Ω且 （Ω０）＝１．假定φ具有（犔
２，

犔犘）随机吸引子，记作 狆（ω｛ ｝）ω∈Ω．设犓０（ω）＝犖ε 狆（ω（ ）），这里犖ε 狆（ω（ ））是 狆（ω）的ε

邻域．则根据（犔２，犔犘）随机吸引子的定义，对每一个 犅（ω｛ ｝）ω∈Ω∈ ，存在犜＝犜（ε，犅，ω）＞

０，使得对所有狋≥犜，

φ（狋，θ－狋ω）犅（θ－狋ω）犖ε 狆（ω（ ））． （１．１）

需要说明，犖ε 狆（ω（ ））是一速降的随机集．事实上，由于 狆（ω｛ ｝）ω∈Ω∈ 狆
，于是存在速降的随

机变量狉（ω），使得对每一个狔∈ 狆（ω），狔（ω）狆≤狉（ω）．对每一个狓∈犖ε 狆（ω（ ）），存在狔∈

狆（ω）使得

狓 狆≤ 狓－狔 狆＋ 狔 狆≤ε＋狉（ω）， （１．２）

因此，犖ε 狆（ω（ ））是速降的，结合式（１．１）可知犓０（ω）＝犖ε 狆（ω（ ））为（犔２，犔犘）随机吸收集，

这就证明了（ｉ）．另一方面，由于 狆（ω｛ ｝）ω∈Ω是紧的，那么从式（１．１）可以看出所有狋≥犜，φ（狋，

θ－狋ω）犅（θ－狋ω）在犔狆空间具有有限ε网．因此，φ是（犔
２，犔犘）渐近紧的．

（充分性）　由于φ存在（犔
２，犔２）随机吸引子，根据定理１．８，φ存在（犔

２，犔２）随机吸收集

犓（ω｛ ｝）ω∈Ω且 犓（ω｛ ｝）ω∈Ω∈ ．现在令犓狆（ω）＝犓０（ω）∩犓（ω），ω∈Ω．则由 狆
的包含闭特

征，我们知道 犓狆（ω｛ ｝）ω∈Ω∈ 和 犓狆（ω｛ ｝）ω∈Ω∈ 狆．并且可以明显看出，犓狆（ω｛ ｝）ω∈Ω不但是

一（犔２，犔２）随机吸收集，而且是一（犔２，犔狆）随机吸收集．记

狆（ω）＝∩
狊≥０
∪
狋≥狊
φ（狋，θ－狋ω）犓狆（θ－狋ω）

犔狆

， （１．３）

这里犃
犔狆

表示犃关于犔狆范数的闭包．则对ω∈Ω０，我们有如下的等价关系：

狓∈ 狆（ω）当且仅当存在狋狀→∞和狓狀∈犓狆（θ－狋狀ω）时，

使得φ（狋狀，θ－狋狀ω）狓狀
‖·‖狆

狀→∞
→ 狓． （１．４）

由于φ是（犔
２，犔犘）渐近紧的，因此 狆（ω｛ ｝）ω∈Ω≠．

６
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下面将证明如式（１．３）定义的 狆（ω｛ ｝）ω∈Ω，为一（犔
２，犔狆）随机吸引子．证明分４步完成．

第一步，我们将说明 狆（ω｛ ｝）ω∈Ω为一速降的随机集．由假定（ｉ）和 犓狆（ω｛ ｝）ω∈Ω ∈ 这一

事实，我们知道对 －犪．犲．ω∈Ω和狓狀∈犓狆（θ－狋狀ω），φ（狋狀，θ－狋狀ω）狓狀∈犓０（ω）对充分大的狀成

立，即是存在一速降的随机变量狉（ω），使得对充分大的狀，

φ（狋狀，θ－狋狀ω）狓狀 狆≤狉（ω）．

于是对任意ε＞０及每一个狓∈ 狆（ω），运用式（１．４），对充分大的狀，我们有

狓 狆≤ φ（狋狀，θ－狋狀ω）狓狀－狓 狆＋ φ（狋狀，θ－狋狀ω）狓狀 狆≤ε＋狉（ω）

则 狆（ω）犓０（ω）
犔狆

，因此 狆（ω｛ ｝）ω∈Ω为一速降的随机集．

第二步，我们证明随机动力系统φ作用在 狆（ω｛ ｝）ω∈Ω上的不变性，也就是，对所有的狋≥

０，

φ（狋，ω） 狆（ω）＝ 狆（θ狋ω）．

根据定理１．８，φ的（犔
２，犔２）随机吸引子表示为

（ω）＝∩
狊≥０
∪
狋≥狊
φ（狋，θ－狋ω）犓（θ－狋ω）

犔
２

．

这里 犓（ω｛ ｝）ω∈Ω是一（犔
２，犔２）随机吸收集．则类似式（１．４）有

狓∈ （ω），当且仅当存在狋狀→∞，使得狓狀∈犓狆（θ－狋狀ω），φ（狋狀，θ－狋狀ω）狓狀
‖·‖

狀→∞
→ 狓．

（１．５）

由于 （ω｛ ｝）ω∈Ω对φ是不变的，所以只需证明对ω∈Ω０，（ω）＝ 狆（ω）．一方面，如果狓∈
（ω），则由式（１．５），一定存在狋狀→∞和狓狀∈犓（θ－狋狀ω），使得

φ（狋狀，θ－狋狀ω）狓狀
‖·
→
‖
狓当狀→∞． （１．６）

注意到 犓（ω｛ ｝）ω∈Ω∈ 为犔２的速降集，于是由假定（ｉｉ），可得存在｛｝狀 的一个子列（为了简单

同样记作｛｝狀 ）和狔∈犔狆使得

φ（狋狀，θ－狋狀ω）狓狀
‖·‖
→
狆

狔当狀→∞． （１．７）

由引理１．１１，结合式（１．６）— 式（１．７）我们有狓＝狔．接下来证明狔∈ 狆（ω）．事实上，由于

犓（ω｛ ｝）ω∈Ω∈ 和 犓狆（ω｛ ｝）ω∈Ω 是（犔
２，犔狆）随机吸收集，则对狓狀 ∈犓（θ－狋狀ω），存在犜＝

犜（犓，ω）＞０，使得对所有的狋≥犜，

狔狀＝φ（狋，θ－狋θ－（狋狀－狋）ω）狓狀（θ－狋θ－（狋狀－狋）ω）∈犓狆（θ－（狋狀－狋）ω）． （１．８）

根据φ的“ｃｏｃｙｃｌｅ”特征，对所有的狋狀≥狋≥犜，

φ（狋狀，θ－狋狀ω）狓狀（θ－狋狀ω）＝φ（狋狀－狋＋狋，θ－狋狀ω）狓狀（θ－狋狀ω）

＝φ（狋狀－狋，θ－（狋狀－狋）ω）φ（狋，θ－狋狀ω）狓狀（θ－狋狀ω）

＝φ（狋狀－狋，θ－（狋狀－狋）ω）φ（狋，θ－狋θ－（狋狀－狋）ω）狓狀（θ－狋θ－（狋狀－狋）ω）． （１．９）

令狋′狀 ＝狋狀－狋．则从式（１．７）—式（１．９）可以得到

φ（狋′狀，θ－狋′狀ω）狔狀
‖·‖
→
狆

狔当狀→∞， （１．１０）

这里狔狀由式（１．８）所定义，显然狔狀∈犓狆（θ－狋′狀ω）．因此根据式（１．４）和式（１．１０）得到狔∈

狆（ω），这就证明了包含关系 （ω） 狆（ω）．另一方面，如果狓∈ 狆（ω），运用式（１．４），存在

狋狀→∞和狓狀∈犓狆（θ－狋狀ω），使得

φ（狋狀，θ－狋狀ω）狓狀
‖·‖
→
狆

狓当狀→∞． （１．１１）

７
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