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第 1 章

函数　极限　连续

１．１　知识结构

函数

一元函数

定义 定义域、值域
函数表达式、函数值

性质

单调性
奇偶性
周期性
有界性

反函数

初等函数 基本初等函数
复合函数

多元函数
多元函数定义、定义域
多元函数表达式、函数值
二元函数的图形

极限与连续

一元函数的极限与连续

极限的描述性定义
数列极限
函数极限
单侧极限

极限的性质
极限的四则运算
两个重要极限

无穷小量与无穷大量

无穷小量
无穷小量与极限存在的关系
无穷小量的性质
无穷大量
无穷小量与无穷大量的关系

连续

函数在一点连续
函数在区间连续
函数间断点及分类
初等函数的连续性

极限与连续的关系

多元函数的极限与连续 多元函数极限的定义、求法
多元函数的连续性

闭区间（域）连续函数的性质

１



１．２　本章基本要求、重点和难点

１）基本要求
（１）理解函数、基本初等函数、复合函数、初等函数、分段函数概念；理解极限的描述性定

义；理解函数在一点连续的概念及初等函数的连续性．
（２）了解反函数和复合函数的概念；了解函数的单调性、有界性、周期性和奇偶性；了解

左、右极限的定义；了解无穷小、无穷大的概念及其相互关系；了解两个极限存在的准则；了解
初等函数的连续性．

（３）掌握基本初等函数的性质及图形；掌握复合函数的复合过程；掌握极限四则运算
法则．

（４）会求出简单实际问题中的函数关系；会用两个重要极限求极限；会对无穷小进行比
较；会判定间断点的类型．

（５）知道在闭区间（域）连续函数的性质．
２）重点
函数的概念及性质，极限的概念，无穷小及其阶的比较，极限的计算方法，函数的连续性．
３）难点
函数概念的理解，分段函数的意义，反函数的求法，复合函数的概念，函数关系的建立，极

限概念的理解，极限的计算方法，函数间断点及分类．

１．３　典型例题

题型 １　函数值与函数记号．

例 １　设 f（x） ＝ １
x ＋１ ，求（１） f（x －１）；　（２） f f １

x ；　（３） f f １
２ ．

解　（１） f（x －１） ＝ １
（x －１） ＋１ ＝１

x

（２） f f １
x ＝f

１
１
x ＋１ ＝f x

x ＋１ ＝ １
x

x ＋１ ＋１
＝x ＋１
２x ＋１

（３） f f １
２ ＝ ２ ＋１

２ ×２ ＋１ ＝３
５

题型 ２　求函数的定义域．

例 ２　求函数 y ＝ １
x２ －４ ＋ ３x －２ －ｌｎ（５ －x）的定义域．

２
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解　要使函数 y有意义，必须
３x －２≥０
５ －x ＞０
x２ －４≠０

解不等式组得

x≥２
３

x ＜５
x≠±２

所以原函数的定义域为
２
３ ，２ ∪ ２，５ ．

题型 ３　判断函数的特性．

例 ３　判断下列函数的奇偶性．

（１） f（x） ＝x １ －ax

１ ＋ax，（a＞０，a≠１） ；　 （２） f（x） ＝ｌｎ １ ＋x
１ －x；

（３） f（x） ＝（x２ ＋x）ｓｉｎ x．

解　（１）因为在定义域内 f（ －x） ＝（ －x）１ －a －x

１ ＋a －x ＝（ －x）a
x －１

ax ＋１
＝x １ －ax

１ ＋ax ＝f（x）

所以 f（x）是偶函数．

（２）因为在定义域内 f（ －x） ＝ｌｎ １ －x
１ ＋x ＝ｌｎ １ ＋x

１ －x
－１

＝－ｌｎ １ ＋x
１ －x ＝－f（x）

所以 f（x）是奇函数．
（３） f（ －x） ＝［（ －x）２ ＋（ －x）］ｓｉｎ（ －x） ＝－（x２ －x）ｓｉｎ x
由于 f（ －x）≠f（x）且 f（ －x）≠－f（x）
所以 f（x）是非奇非偶函数．

题型 ４　函数关系的建立．

例 ４　某厂生产某种产品 １ ６００ ｔ，定价为 １５０ 元／ｔ，规定在销售量在不超过 ８００ ｔ时，按原
价出售，超过 ８００ ｔ时超过部分按原价八折优惠，试求销售收入 R与销售量 x的函数关系．
解　当 ０≤x≤８００时，R ＝１５０x
当 ８００ ＜x≤１ ６００ 时，R ＝１５０ ×８００ ＋０．８ ×１５０ ×（x －８００） ＝２４ ０００ ＋１２０x

所以销售收入 R与销售量 x的函数关系为 R ＝
１５０x； ０≤x ＜８００
２４ ０００ ＋１２０x； ８００ ＜x≤１ ６００

题型 ５　判断极限的存在．

例 ５　判断函数 y ＝２
１
x －１

２
１
x ＋１
当 x→０时的极限是否存在．

解　当 x→０ －时， １x →－∞，２
１
x →０，所以 ｌｉｍ

x→０ －

２
１
x －１

２
１
x ＋１

＝－１

３
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当 x→０ ＋时， １x →＋∞，２
１
x →＋∞，所以 ｌｉｍ

x→０ ＋

２
１
x －１

２
１
x ＋１

＝１

由于 ｘ→０函数的左、右极限存在不相等，由根据极限存在的充分条件知，当 ｘ→０时，函数

y ＝２
１
x －１

２
１
x ＋１
的极限不存在．

题型 ６　函数极限的计算．

１）利用极限的四则运算法则及初等函数连续性求极限

例 ６　求极限ｌｉｍ
x→２

x２ ＋５
x －３．

解　ｌｉｍ
x→２

x２ ＋５
x －３ ＝f（２） ＝２

２ ＋５
２ －３ ＝－９．

２）利用零因子消去法求解 ０
０型未定式的极限

例 ７　求下列函数的极限：

（１） ｌｉｍ
x→１

x２ －１
x２ ＋２x －３；　（２） ｌｉｍ

x→０

x
１ ＋x － １ －x

；　（３） ｌｉｍ
x→１

x －１
３ x －１

．

解　（１） ｌｉｍ
x→１

x２ －１
x２ ＋２x －３ ＝ｌｉｍ

x→１

（x ＋１）（x －１）
（x ＋３）（x －１） ＝ｌｉｍ

x→１

x ＋１
x ＋３ ＝１

２

（２） ｌｉｍ
x→０

x
１ ＋x － １ －x

＝ｌｉｍ
x→０

x（ １ ＋x ＋ １ －x）
（１ ＋x） －（１ －x）

＝ｌｉｍ
x→０

x（ １ ＋x ＋ １ －x）
２x ＝ｌｉｍ

x→０

（ １ ＋x ＋ １ －x）
２ ＝１

（３）采用变量替换法，将原式分子分母变为有理式，再求解

令 x ＝t６ ，则 t ＝６ x，且 x→１时，t→１

原式＝ｌｉｍ
t→１

t３ －１
t２ －１ ＝ｌｉｍ

t→１

（ t －１）（ t２ ＋t ＋１）
（t －１）（ t ＋１） ＝ｌｉｍ

t→１

t２ ＋t ＋１
t ＋１ ＝３

２ ．

例 ８　若ｌｉｍ
x→１

x２ ＋ax ＋b
１ －x ＝１，求 a与 b值．

解　 因为ｌｉｍ
x→１

x２ ＋ax ＋b
１ －x ＝１且分母ｌｉｍ

x→１
（１ －x） ＝０

所以分子ｌｉｍ
x→１

（x２ ＋ax ＋b） ＝０，于是 １ ＋a ＋b ＝０
即 b ＝－１ －a，将其代入原极限得

ｌｉｍ
x→１

x２ ＋ax ＋b
１ －x ＝ｌｉｍ

x→１

x２ ＋ax －１ －a
１ －x ＝ｌｉｍ

x→１

（x －１）（x ＋１） ＋a（x －１）
－（x －１） ＝－（２ ＋a）

由－（２ ＋a） ＝１，１ ＋a ＋b ＝０，解得 １ ＋a ＋b ＝０　a ＝－３，b ＝２．

３）利用无穷小因子分出法求解∞
∞
型未定式的极限

例 ９　求下列函数的极限：
４
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（１） ｌｉｍ
x→∞

（２x －１）３０（３x ＋２）２０

（５x ＋１）５０ ；　（２） ｌｉｍ
x→∞

２x３ ＋３x２ ＋５
７x３ ＋４x２ －１

．

解　（１） ｌｉｍ
x→∞

（２x －１）３０（３x ＋２）２０

（５x ＋１）５０ ＝ｌｉｍ
x→∞

２x －１
x

３０ ３x ＋２
x

２０

５x ＋１
x

５０

＝ｌｉｍ
x→∞

２ －１
x

３０

３ ＋２
x

２０

５ ＋１
x

５０ ＝２
３０· ３２０

５５０

（２） ｌｉｍ
x→∞

２x３ ＋３x２ ＋５
７x３ ＋４x２ －１

＝ｌｉｍ
x→∞

２ ＋３
x ＋５

x３

７ ＋４
x －１

x３

＝
ｌｉｍ
x→∞

２ ＋３
x ＋５

x３

ｌｉｍ
x→∞

７ ＋４
x －１

x３

＝２
７

４）将∞唱∞型未定式转化为 ０
０型或

∞
∞
型未定式求极限

例 １０　求下列函数的极限：

（１） ｌｉｍ
x→１

１
x －１ － ２

x２ －１ ；　　 （２） ｌｉｍ
x→∞

（ x２ ＋x － x２ －x）．

解　（１） ｌｉｍ
x→１

１
x －１ － ２

x２ －１ ＝ｌｉｍ
x→１

x －１
（x ＋１）（x －１） ＝ｌｉｍ

x→１

１
x ＋１ ＝１

２

（２） ｌｉｍ
x→∞

（ x２ ＋x － x２ －x） ＝ｌｉｍ
x→∞

（ x２ ＋x － x２ －x）（ x２ ＋x ＋ x２ －x）
（ x２ ＋x ＋ x２ －x）

　＝ｌｉｍ
x→∞

２x
x２ ＋x ＋ x２ －x

＝ｌｉｍ
x→∞

２

１ ＋１
x ＋ １ －１

x

＝１．

５）利用求和公式求无限项和极限

例 １１　求ｌｉｍ
n→∞

１
n２ ＋

２
n２ ＋⋯＋n

n２ ．

解　ｌｉｍ
n→∞

１
n２ ＋２

n２ ＋⋯＋n
n２ ＝ｌｉｍ

n→∞

１ ＋２＋⋯＋n
n２ ＝ｌｉｍ

n→∞

１
２ n（１ ＋n）

n２ ＝１
２ ｌｉｍ

n→∞
１ ＋１

n ＝１
２

６）利用两个重要极限求极限
例 １２　求下列极限：

（１） ｌｉｍ
x→∞

x －１
x ＋１

x

；　　　　　（２） ｌｉｍ
x→０

ｔａｎ x －ｓｉｎ x
x３ ．

解　（１） ｌｉｍ
x→∞

x －１
x ＋１

x

＝ｌｉｍ
x→∞

１ ＋－２
x ＋１

x ＋１
－２ －２

· １ ＋－２
x ＋１

－１

＝ｅ －２· １ ＝ｅ －２

另解ｌｉｍ
x→∞

x －１
x ＋１

x

＝ｌｉｍ
x→∞

１ ＋－１
x

－x －１

１ ＋１
x

x ＝
ｌｉｍ
x→∞

１ ＋－１
x

－x －１

ｌｉｍ
x→∞

１ ＋１
x

x ＝ｅ －１

ｅ ＝ｅ －２

５
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（２） ｌｉｍ
x→０

ｔａｎ x －ｓｉｎ x
x３ ＝ｌｉｍ

x→０

ｓｉｎ x（１ －ｃｏｓ x）
x３ｃｏｓx

＝ｌｉｍ
x→０

１
ｃｏｓ x·

ｓｉｎ x
x ·

２ｓｉｎ２ x
２

x２
＝ｌｉｍ

x→０

１
ｃｏｓ x·

ｓｉｎ x
x · １

２

ｓｉｎ x
２

x
２

２

＝１
２ · ｌｉｍ

x→０

ｓｉｎ x
x · ｌｉｍ

x→０

１
ｃｏｓ x· ｌｉｍ

x→０

ｓｉｎ x
２

x
２

２

＝１
２ · １· １· １２ ＝１

２

７）利用无穷小量求极限

例 １３　求ｌｉｍ
x→∞

１
x ｓｉｎx．

解　因为ｌｉｍ
x→∞

１
x ＝０　　而 ｓｉｎx ≤１

由无穷小量与有界量乘积是无穷小量有 ｌｉｍ
x→∞

１
x ｓｉｎ x ＝０．

题型 ７　函数连续性的讨论．

１）判断函数在指定点的连续性

例 １４　判断函数 f（x） ＝

ｃｏｓ x －１
x２ ，x≠０

－１
２ ， x ＝０

在 x ＝０处的连续性．

解　因为在 x ＝０ 及近旁有定义，f（０） ＝－１
２

又ｌｉｍ
x→０

f（x） ＝ｌｉｍ
x→０

ｃｏｓ x －１
x２ ＝－ｌｉｍ

x→０

２ｓｉｎ２ x
２

４· x
２

２ ＝－１
２ ＝f（０）

由连续的定义知，函数 f（x）在 x ＝０处连续．

例 １５　设 f（x） ＝
xｓｉｎ １

x ，x ＞０；

a ＋x２x≤０．
，要使函数 f（x）在定义域内连续，求 a的值．

解　因为函数 f（x）在（ －∞，０］与（０， ＋∞）内均为初等函数，所以函数 f（x）在（ －∞，０］
与（０， ＋∞）内均为连续函数．

　　因为 f（０ －０） ＝ｌｉｍ
x→０ －

（a ＋x２） ＝a， f（０ ＋０） ＝ｌｉｍ
x→０ ＋

x ｓｉｎ １
x ＝１，f（０） ＝a

要函数在 x ＝０ 处连续，则 f（０ －０） ＝f（０ ＋０） ＝f（０），
所以 a ＝１．

例 １６　求下列函数的间断点，并判断其类型：

（１）y ＝ x２ －１
x２ －３x ＋２；　（２）y ＝ x

ｓｉｎ x；　（３） f（x） ＝ｌｉｍ
n→∞

x２n －１
x２n ＋１ ．

６
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解　（１）当 x ＝１ 或 x ＝２时分母为零，函数没有定义，故 x ＝１和 x ＝２是函数的间断点．

因为ｌｉｍ
x→１

x２ －１
x２ －３x ＋２ ＝ｌｉｍ

x→１

（x ＋１）（x －１）
（x －２）（x －１） ＝ｌｉｍ

x→１

x ＋１
x －２ ＝－２

ｌｉｍ
x→２

x２ －１
x２ －３x ＋２ ＝∞

所以 x ＝１ 是可去间断点，x ＝２是无穷间断点．
（２）分母为零即 ｓｉｎ x ＝０时，函数没有定义．使 ｓｉｎ x ＝０的点有无穷多个，即

x ＝kπ，（k∈Z）

　　　　当 k ＝０ 时，有 x ＝０，因为ｌｉｍ
x→０

x
ｓｉｎ x ＝１，所以 x ＝０为可去间断点．

当 k≠０ 时，有 x ＝kπ，因为 ｌｉｍ
x→kπ

x
ｓｉｎ x ＝∞，所以 x ＝kπ，（k≠０）时为无穷间断点．

　　（３）先求 f（x）的表达式：

当 x ＜１时，f（x） ＝ｌｉｍ
n→∞

x２n －１
x２n ＋１

＝－１

当 x ＞１时，f（x） ＝ｌｉｍ
n→∞

１ －１
x２n

１ ＋１
x２n

＝１

当 x ＝±１时，f（x） ＝０

故 f（x） ＝
－１，｜x｜＜１；
１，｜x｜＞１；
０，｜x｜＝１．

在 x ＝１处，因为 f（１ －０） ＝－１，f（１ ＋０） ＝１
所以 x ＝１ 为跳跃间断点；
在 x ＝－１处，因为 f（ －１ －０） ＝１，f（ －１ ＋０） ＝－１　
所以 x ＝－１为跳跃间断点．
２）求函数的连续区间

例 １７　求函数 f（x） ＝ １
３
x２ －３x ＋２

的连续区间．

解　由于 f（x） ＝ １
３
x２ －３x ＋２

是初等函数，所以它的连续区间就是定义域区间

由 x２ －３x ＋２≠０得，函数的连续区间为 －∞，１ ∪ １，２ ∪ ２， ＋∞ ．

题型 ８　证明方程根的存在性．

例 １８　证明方程 x ＝a ｓｉｎ x ＋b，其中 a ＞０，b ＞０，至少有一个正根，并且它不超过 a ＋b．
证明　设 f（x） ＝a ｓｉｎ x ＋b －x，f（x）在（ －∞， ＋∞）内连续，因而在区间 ０，a ＋b 上也连

续，且 f（０） ＝b ＞０， f（a ＋b） ＝a ｓｉｎ（a＋b） －a ＜０，由根的存在定理知，在 ０，a＋b 内至少存在一
点ξ， 使得 f（ξ） ＝０．这表明方程 x ＝a ｓｉｎ x ＋b至少有一个根介于 ０和 a＋b之间，且为正根．

７
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１．４　习题

习题一　函数

一、判断题

１．函数 y ＝ x２
与函数 y ＝x是相同函数 ； （　　）

２．函数 y ＝（２ x ＋２ －x） ｌｎ（x ＋ x２ ＋１）是奇数； （　　）
３．函数 y ＝x２ （x ＞０）是偶函数； （　　）
４．两个单调增函数之和仍为单调增函数； （　　）
５．设函数 y ＝f（u），u ＝g（x），则通过 u一定能复合为函数 y ＝f g（x） ； （　　）
６．凡是分段表示的函数都不是初等函数． （　　）
二、填空题
１．若 f（x）的定义域是［０，１］，则 f（x２ ＋１）的定义域是 ；

２．函数 y ＝ ２ x

（２ x ＋１）
的反函数为 ；

３．若 f（x）是以 ２为周期的周期函数，且在闭区间［０，２］上 f（x） ＝２x －x２ ，则闭区间［２，４］
上，f（x） ＝ ；

４．设 f（ x） ＝x ＋１，φ（ x） ＝ １
（１ ＋x２ ），则 f ［φ x ＋１］ ＝ ，φ［ f x ＋１］

＝ ；
５．数 y ＝ｌｏｇ２（ｓｉｎ x ＋２）是由简单函数 和 复合而成；
６．幂指函数 y ＝xx 是由简单函数 和 复合而成．
７．设 f（x －y，xy） ＝x２ －y２ ，则 f（x，y） ＝ ；f（１，２） ＝ ．
三、选择题
１．下列函数中既是奇函数又是单调增加的函数是（　　）；
Ａ．ｓｉｎ３x　　　　Ｂ．x３ ＋１　　　　Ｃ．x３ ＋x　　　　Ｄ．x３ －１
２．设 f（x） ＝４x２ ＋bx ＋５，若 f（x ＋１） －f（x） ＝８x ＋３，则 b应为（　　）；
Ａ．１ Ｂ．－１ Ｃ．２ Ｄ．－２
３．数 f（x） ＝ｓｉｎ（x２ －x）是（　　）；
Ａ．有界函数 Ｂ．周期函数 Ｃ．奇函数 Ｄ．单调函数
４．二元函数 z ＝ １ －x２ ＋ １

y２ －１
的定义域是（　　）；

Ａ．x≤１且 y≥１　Ｂ．｜x｜≤１且｜y｜≥１　Ｃ．｜x｜≤１且｜y｜＞１　Ｄ．｜x｜＜１且｜y｜≥１
四、计算下列各题

１．求 y ＝ ３ －x ＋ａｒｃｓｉｎ ３ －２x
５ 的定义域；

８
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２．设 f（x） ＝x２ ，g（x） ＝ｅx，求 f ［g（x）］；g［ f（x）］，g［g（x）］；

３．设φ（x） ＝
｜x｜，｜x｜＜１，
０，｜x｜≥１．

求φ １
５ ， φ －１

２ ， φ（ －２），并作出函数 y ＝φ（x）的图形．

五、某工厂生产某种产品，年产量为 X台，每台售价为 ２５０ 元，当年产量在 ６００ 台内时，可
全部售出，当年产量超过 ６００ 台时，经过广告宣传后又可再多出售 ２００ 台，每台平均广告费为
２０元，生产再多，本年度就销售不出去了．试建立本年度该工厂的销售收入 R与年产量 X的函
数关系．

习题二　数列的极限

一、判断题
１．在数列 xn 中任意去掉或增加有限项，不影响 xn 的极限； （　　）
２．若数列 xnyn 的极限存在，则 xn 的极限必存在； （　　）
３．若数列 xn 和 yn 都发散，则数列 xn ＋yn 也发散； （　　）
４．若 ｌｉｍ

n→∞
（un· vn） ＝０，则必有ｌｉｍ

n→∞
＝０ 或ｌｉｍ

n→∞
vn ＝０． （　　）

二、填空题

１．ｌｉｍ
n→∞

（ n ＋１ － n） ＝ ；　　　　２．ｌｉｍ
n→∞

ｓｉｎ nπ
２

n ＝ ；

３．ｌｉｍ
n→∞

４ ＋（ －１） n

n２ ＝ ； ４．ｌｉｍ
n→∞

１
３n ＝ ．

三、选择题
１．已知下列四数列：

①xn ＝２；　　　　　　　　　②xn ＝ ２
３n ＋１；

９
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③xn ＝（ －１） n ＋１ ２
３n ＋１； ④xn ＝（ －１） n ＋１３n －１

３n ＋１ ．

则其中收敛的数列为（　　）：
Ａ．①　　　Ｂ．①②　　　Ｃ．①④　　　Ｄ．①②③

２．xn ＝
１
n ，n为奇数

１０，n为偶数
则必有 （　　）．

Ａ．ｌｉｍ
n→∞

xn ＝０　　　　　　　　　Ｂ．ｌｉｍ
n→∞

xn ＝１０

Ｃ．ｌｉｍ
n→∞

xn ＝
０，n为奇数
１０，n为偶数 Ｄ．ｌｉｍ

n→∞
xn 不存在

四、设 x１ ＝０．９， x２ ＝０．９９， x３ ＝０．９９９， ⋯ ， xn ＝０．９９９⋯９，
n个

⋯

１．用 １０ 的负方幂表示 xn；

２．试求ｌｉｍ
n→∞

xn 的值．

习题三　函数的极限

一、判断题
１．若ｌｉｍ

x→x０
f（x） ＝A，则 f（x０） ＝A； （　　）

２．已知 f（x０ ）不存在，但ｌｉｍ
x→x０

f（x）有可能存在； （　　）

３．若 f（x０ ＋０）与 f（x０ －０）都存在，则ｌｉｍ
x→∞

f（x）必存在； （　　）

４．ｌｉｍ
x→∞

ａｒｃｔａｎ x ＝π
２ ； （　　）

５．ｌｉｍ
x→∞

ｅ －x ＝０． （　　）

二、 填空题

１．ｌｉｍ
x→１

（２x －１） ＝ ；２．ｌｉｍ
x→∞

１
１ ＋x２ ＝ ；３．ｌｉｍ

x→０
ｃｏｓ x ＝ ；

４．设 f（x） ＝
ｅx，x≤０
ax ＋b，x ＞０ ，则 f（０ ＋０） ＝ ，f（０ －０） ＝ ，

当 b ＝ 时，ｌｉｍ
x→０

f（x） ＝１；

０１
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