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内 容 提 要

本书根据教育部《高职高专高等数学课程教学基本要求》和《高职高专教育专业人才培养目标
及规格》编写而成，围绕高等职业教育工学结合的人才培养模式，以培养工程应用技术型人才为目
标，服务通识性理工类专业人才培养目标。

本书共 6 章，内容包括线性代数初步 ( 行列式、矩阵、线性方程组) ，概率统计初步，拉普拉
斯变换。此外，为了方便读者学习，每一章最后附有典型例题详解，并且在书后附上了常见概率统
计分布表、拉普拉斯变换简表和习题参考答案。

本书可用于高职高专院校、本科二级职业技术学院、成人高校的理工类专业数学课程教材，亦
可作为工程技术人员的数学参考资料。
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前 言

随着高等职业教育改革的不断深入，各高职专业对于工学结合课程体系的要求越来越翔
实且有针对性，以实现既定的专业人才培养目标。而工学结合的课程体系的关键之一就是符
合高职教育规律的教材。本书依据教育部 《高职高专高等数学课程教学基本要求》和 《高
职高专教育专业人才培养目标及规格》精神，集合了石家庄职业技术学院、河北工业职业
技术学院、石家庄学院、石家庄信息管理学校等多所院校的教师，根据多年教学实践和专业
技术工作经验编写而成。力求追寻高职数学课程改革方向，服务专业人才培养目标。

本书将数学知识与实体科学和工程技术标准结合在一起，编写时遵循了三条理念: 一是
教学内容的选取，打破学科体系的系统性，突出职业体系的应用性。具体说就是去掉或减少
不必要的理论推导，重在结论和具体方法的应用; 二是理工科专业教师和技术人员参与内容
编写，结合专业特点、项目案例和工程生产实际给出例题，给学生示范如何学以致用; 三是
利用直观的图形、通俗的语言降低学生的学习难度，提高内容的可读性以适应高等职业教育
的要求。

本书由刘青桂、石宁、牛铭担任主编，郝敏钗、宋菲、李鑫、李毅担任副主编。参加本
书编写的还有张明虎、王书田、敦冬梅、刘绛玉、张莹莹、陈云尚、杨雪梅、张敏静等。全
书由刘青桂总策划，承担总体框架结构安排、统稿和定稿，吴素敏对全书进行了审阅。

由于水平有限、时间仓促，书中的不足之处敬请读者斧正。

编 者
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书书书

第一章　行列式

线性代数是工程数学的重要组成部分，具有较强的应用性．而行列式是研究线性代数的
一个重要工具．本章主要介绍行列式的定义、性质及其计算方法．此外还要介绍用ｎ阶行列
式求解ｎ元线性方程组的克莱姆法则．

第一节　行列式的定义

一、二阶和三阶行列式

由２２＝４个数ａ１１，ａ１２，ａ２１，ａ２２排成的２行２列的式子

ａ１１ ａ１２
ａ２１ ａ２２

称为二阶行列式，它表示一个算式，即

ａ１１ ａ１２
ａ２１ ａ２２

＝ａ１１ａ２２－ａ１２ａ２１．

数ａｉｊ（ｉ，ｊ＝１，２）称为行列式的元素．下标ｉ和ｊ分别表示ａｉｊ所在的行数和列数，如

ａ１２位于第１行第２列．

例１　
１　２
－３　５

＝１×５－２×（－３）＝１１．

类似地，由３２＝９个数排成的３行３列的式子

ａ１１ ａ１２ ａ１３
ａ２１ ａ２２ ａ２３
ａ３１ ａ３２ ａ３３

称为三阶行列式，它也表示一个算式，即

ａ１１ ａ１２ ａ１３
ａ２１ ａ２２ ａ２３
ａ３１ ａ３２ ａ３３

＝ａ１１ａ２２ａ３３＋ａ１２ａ２３ａ３１＋ａ１３ａ２１ａ３２－ａ１３ａ２２ａ３１－ａ１２ａ２１ａ３３－ａ１１ａ２３ａ３２．

例２　

１　２ －１
３　０　 ４
０　１ －１

＝１×０×（－１）＋２×４×０＋（－１）×３×１－
（－１）×０×０－２×３×（－１）－１×４×１＝－１．

二、ｎ阶行列式的定义

为了定义ｎ阶行列式，先介绍余子式和代数余子式的概念．为了学习方便，不妨以三阶



行列式为例进行讨论．
定义１　在三阶行列式

Ｄ＝

ａ１１ ａ１２ ａ１３
ａ２１ ａ２２ ａ２３
ａ３１ ａ３２ ａ３３

中，划去ａｉｊ（ｉ，ｊ＝１，２，３）所在的第ｉ行和第ｊ列的元素，余下的元素按原来次序排成的
二阶行列式，称为元素ａｉｊ的余子式，记作 Ｍｉｊ；而Ａｉｊ＝（－１）ｉ＋ｊ　Ｍｉｊ称为元素ａｉｊ的代数余
子式．

例如，三阶行列式中元素ａ２３的余子式为

Ｍ２３＝
ａ１１ ａ１２
ａ３１ ａ３２

，

元素ａ２３的代数余子式为

Ａ２３＝（－１）２＋３　Ｍ２３＝－Ｍ２３＝－
ａ１１ ａ１２
ａ３１ ａ３２

．

例３　求三阶行列式

Ｄ＝
１　２ －１
３　０　 ４
０　１ －１

中，元素ａ１１＝１、ａ１２＝２、ａ１３＝－１的余子式和代数余子式的值．

解　Ｍ１１＝
０　 ４
１ －１

＝－４，Ｍ１２＝
３　 ４
０ －１

＝－３，Ｍ１３＝
３　０
０　１

＝３；

Ａ１１＝（－１）１＋１　Ｍ１１＝Ｍ１１＝－４，　Ａ１２＝（－１）１＋２　Ｍ１２＝－Ｍ１２＝３，

Ａ１３＝（－１）１＋３　Ｍ１３＝Ｍ１３＝３．
不难看出：Ｄ＝ａ１１Ａ１１＋ａ１２Ａ１２＋ａ１３Ａ１３＝１×（－４）＋２×３＋（－１）×３＝－１．
对于一般的三阶行列式，不难得到

ａ１１ ａ１２ ａ１３
ａ２１ ａ２２ ａ２３
ａ３１ ａ３２ ａ３３

＝ａ１１
ａ２２ ａ２３
ａ３２ ａ３３

－ａ１２
ａ２１ ａ２３
ａ３１ ａ３３

＋ａ１３
ａ２１ ａ２２
ａ３１ ａ３２

＝ａ１１Ａ１１＋ａ１２Ａ１２＋ａ１３Ａ１３，

即一个三阶行列式可以表示成第一行的元素与它们对应的代数余子式的乘积之和，也就是
说，一个三阶行列式可以由相应的三个二阶行列式来定义．

仿此，把四阶行列式定义为

ａ１１ ａ１２ ａ１３ ａ１４
ａ２１ ａ２２ ａ２３ ａ２４
ａ３１ ａ３２ ａ３３ ａ３４
ａ４１ ａ４２ ａ４３ ａ４４

＝ａ１１Ａ１１＋ａ１２Ａ１２＋ａ１３Ａ１３＋ａ１４Ａ１４，

其中Ａ１ｊ（ｊ＝１，２，３，４）是元素ａ１ｊ（ｊ＝１，２，３，４）的代数余子式．
依此类推，一般可用ｎ个ｎ－１阶行列式来定义ｎ阶行列式．

·２· 工 程 数 学



定义２　设ｎ－１阶行列式已定义，则规定ｎ阶行列式

Ｄ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ
  

ａｎ１ ａｎ２ … ａｎｎ

＝ａ１１Ａ１１＋ａ１２Ａ１２＋…＋ａ１ｎＡ１ｎ ＝∑
ｎ

ｊ＝１
ａ１ｊＡ１ｊ，

其中Ａ１ｊ（ｊ＝１，２，…，ｎ）是元素ａ１ｊ（ｊ＝１，２，…，ｎ）的代数余子式，是ｎ－１阶行列式．
如

Ａ１１＝（－１）１＋１　Ｍ１１＝

ａ２２ ａ２３ … ａ２ｎ
ａ３２ ａ３３ … ａ３ｎ
  

ａｎ２ ａｎ３ … ａｎｎ

．

例４　

１　 ０　０　３
２ －１　１　０
１　 ０　２　１
－１　 ０　２　１

＝１×（－１）１＋１
－１　１　０
０　２　１
０　２　１

＋３×（－１）１＋４
２ －１　１
１　 ０　２
－１　 ０　２

＝１×０＋（－３）×４＝－１２．
例５　计算下三角形行列式

Ｄ＝

ａ１１
ａ２１ ａ２２ ０
  
ａｎ１ ａｎ２ … ａｎｎ

．

解　按ｎ阶行列式定义

Ｄ＝ａ１１

ａ２２
ａ３２ ａ３３ ０
  
ａｎ２ ａｎ３ … ａｎｎ

＋０·Ａ１２＋…＋０·Ａ１ｎ

＝ａ１１ａ２２

ａ３３
ａ４３ ａ４４ ０
  
ａｎ３ ａｎ４ … ａｎｎ

＝…＝ａ１１ａ２２…ａｎｎ．

行列式中自左上角至右下角的对角线称为行列式的主对角线．可见，ｎ阶下三角形行列
式的值等于主对角线上ｎ个元素的乘积．

习题一

１．计算下列二、三阶行列式．

（１）
１　 ３
２ －５

；　　　　　　　　　（２）
槡ｃ　１
１ 槡ｃ

；

·３·第一章　行列式



（３）
２ －３　 １
１　 １　 １
３　 １ －２

； （４）
０ －５　０
２　 ３　６
－３ －１　０

．

２．求下列行列式中元素ａ１２，ａ２３，ａ３３的余子式和代数余子式．

（１）
２ －１　 ０
４　 １　 ２
－１ －１ －１

； （２）

５　２　０　０
２　１　０　０
０　０　８　３
０　０　５　２

．

３．计算下列行列式．

（１）

１　０　０　０
１　２　０　０
２　０　３　０
０　２　１　４

；　　　 （２）

２　 ０　 ０ －４
７ －１　 ０　 ５
－２　 ６　 １　 ０
８　 ４ －３ －５

；

（３）

ａ １　 ０　０
－１　 ｂ　 １　０
０ －１　 ｃ　１
０　 ０ －１　ｄ

； （４）

ａ１ ａ２ ａ３ ａ４
０ ｂ１ ｂ２ ｂ３
０ ０ ｃ１ ｃ２
０ ０ ０ ｄ１

．

第二节　行列式的性质及计算

直接用行列式的定义计算行列式的值是比较麻烦的．本节介绍行列式的性质，以简化行
列式的计算．另外这些性质在理论上也具有重要意义．为了学习方便，我们还是以二、三阶
行列式为例进行讨论．

性质１　将行列式的行、列互换，行列式的值不变．
设

Ｄ＝
ａ１１ ａ１２
ａ２１ ａ２２

，ＤＴ＝
ａ１１ ａ２１
ａ１２ ａ２２

，

则Ｄ＝ＤＴ．其中，行列式ＤＴ 称为行列式Ｄ的转置行列式．
该性质说明在行列式中，行与列的地位相同．因此，在行列式中，凡是对行成立的性质

对列也同样成立，反之亦然．
例１　计算上三角形行列式

Ｄ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
ａ２２ … ａ２ｎ

 

０ ａｎｎ

．

解　由性质１及上一节例５的结果，得

·４· 工 程 数 学



Ｄ＝ＤＴ＝

ａ１１
ａ１２ ａ２２ ０
  
ａ１ｎ ａ２ｎ … ａｎｎ

＝ａ１１ａ２２…ａｎｎ．

性质２　互换行列式的两行 （列），行列式的值仅改变符号．

如Ｄ＝
ａ　ｂ
ｃ　ｄ

＝ａｄ－ｂｃ，
ｃ　ｄ
ａ　ｂ

＝ｂｃ－ａｄ＝－Ｄ．

推论　如果行列式有两行 （列）完全相同，则此行列式的值为零．
性质３　行列式的某一行 （列）中各元素都乘以同一数ｋ，等于用数ｋ乘此行列式．

如
ｋａ１１ ｋａ１２
ａ２１ ａ２２

＝ｋ
ａ１１ ａ１２
ａ２１ ａ２２

，　
ｋａ１１ ａ１２
ｋａ２１ ａ２２

＝ｋ
ａ１１ ａ１２
ａ２１ ａ２２

．

推论１　行列式中某一行 （列）的所有元素的公因子可以提到行列式符号的外面．
推论２　行列式中某一行 （列）的元素全为零，则此行列式的值为零．
推论３　行列式中有两行 （列）的元素对应成比例，则此行列式的值为零．
性质４　若行列式中的某一行 （列）所有元素都是两项和，则此行列式等于把这些两项

和各取一项做成相应的行 （列），而其余的行 （列）不变的两个行列式的和．

如
ａ１１＋ｂ１１ ａ１２＋ｂ１２
ａ２１ ａ２２

＝
ａ１１ ａ１２
ａ２１ ａ２２

＋
ｂ１１ ｂ１２
ａ２１ ａ２２

．

例２　计算三阶行列式

１　 ２　 ３
－２　 ３ －１
９８　２０３　２９９

．

解　由性质４，得

　　　　　

１　 ２　 ３
－２　 ３ －１
９８　２０３　２９９

＝
１　 ２　 ３
－２　 ３ －１

１００－２　２００＋３　３００－１

＝
１　 ２　 ３
－２　 ３ －１
１００　２００　３００

＋
１　２　 ３
－２　３ －１
－２　３ －１

＝０．

性质５　把行列式某一行 （列）的ｋ倍加到另一行 （列）上，行列式的值不变．

如Ｄ＝
ａ１１ ａ１２
ａ２１ ａ２２

＝
ａ１１ ａ１２

ａ２１＋ｋａ１１ ａ２２＋ｋａ１２
（将Ｄ的第一行的ｋ倍加到第二行上）．

性质６　行列式的值等于它的任一行 （列）所有元素与其代数余子式的乘积之和．
以三阶行列式为例，则

Ｄ＝

ａ１１ ａ１２ ａ１３
ａ２１ ａ２２ ａ２３
ａ３１ ａ３２ ａ３３

＝ａ１１Ａ１１＋ａ１２Ａ１２＋ａ１３Ａ１３
＝ａ２１Ａ２１＋ａ２２Ａ２２＋ａ２３Ａ２３
＝ａ３１Ａ３１＋ａ３２Ａ３２＋ａ３３Ａ

烍
烌

烎３３

（按行展开）；
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＝ａ１１Ａ１１＋ａ２１Ａ２１＋ａ３１Ａ３１
＝ａ１２Ａ１２＋ａ２２Ａ２２＋ａ３２Ａ３２
＝ａ１３Ａ１３＋ａ２３Ａ２３＋ａ３３Ａ

烍
烌

烎３３

（按列展开）．

推论　行列式的某一行 （列）各元素与另一行 （列）的对应元素的代数余子式的乘积之
和等于零．

按行：ａｉ１Ａｊ１＋ａｉ２Ａｊ２＋…＋ａｉｎＡｊｎ＝０ （ｉ≠ｊ）；

按列：ａ１ｉＡ１ｊ＋ａ２ｉＡ２ｊ＋…＋ａｎｉＡｎｊ＝０ （ｉ≠ｊ）．
将性质６与推论合起来简记为

∑
ｎ

ｋ＝１
ａｉｋＡｊｋ ＝∑

ｎ

ｋ＝１
ａｋｉＡｋｊ ＝

Ｄ，ｉ＝ｊ，

０， ｉ≠｛ ｊ
（ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ）．

由行列式的性质可总结出计算一般ｎ阶行列式的简单方法 （降阶法）：选择零元素最
多的行 （或列），用性质５将该行 （或列）的ｎ－１个元素变为０，再由性质６将行列式按
这一行 （或列）展开，降为一个ｎ－１阶行列式，用此方法直至降到二阶，即可求出行列式
的值．

为了使计算过程清楚，引入一些记号：

（１）以ｒｉ表示第ｉ行，以ｃｉ表示第ｉ列；

（２）交换ｉ，ｊ两行记作ｒｉｒｊ；交换ｉ，ｊ两列，记作ｃｉｃｊ；

（３）用数ｋ乘第ｉ行 （列），记作ｋｒｉ（ｋｃｉ）；

（４）第ｉ行 （列）的ｋ倍加到第ｊ行 （列）上，记作ｒｊ＋ｋｒｉ（ｃｊ＋ｋｃｉ）；

（５）从第ｉ行 （列）提出公因子ｋ，记作ｒｉ÷ｋ（ｃｉ÷ｋ）．
例３　计算四阶行列式

Ｄ＝

１　 ２　 ３　 ４
１　 ０　 １　 ２
３ －１ －１　 ０
１　 ２　 ０ －５

．

解

Ｄ＝

１　 ２　 ３　 ４
１　 ０　 １　 ２
３ －１ －１　 ０
１　 ２　 ０ －５

ｃ３－ｃ１

ｃ４－２ｃ


１

１　 ２　 ２　 ２
１　 ０　 ０　 ０
３ －１ －４ －６
１　 ２ －１ －７

（ ）＝１× －１ ２＋１

２　 ２　 ２
－１ －４ －６
２ －１ －７

ｒ１÷２

ｒ２÷（－１
）２

１　 １　 １
１　 ４　 ６
２ －１－７

ｃ２－ｃ１

ｃ３－ｃ


１
２
１　 ０　 ０
１　 ３　 ５
２ －３－９

＝２
３　 ５
－３－９

ｒ２＋ｒ


１
２
３　 ５
０ －４

＝－２４．

例４　计算四阶行列式

１　２　３　４
４　１　２　３
３　４　１　２
２　３　４　１

．
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解

１　２　３　４
４　１　２　３
３　４　１　２
２　３　４　１

ｃ１＋ｃｉ

ｉ＝２，３，
４

１０　２　３　４
１０　１　２　３
１０　４　１　２
１０　３　４　１

ｃ１

÷１０

１０

１　２　３　４
１　１　２　３
１　４　１　２
１　３　４　１

ｒｉ－ｒ１

ｉ＝２，３，
４
１０

１　 ２　 ３　 ４
０ －１ －１ －１
０　 ２ －２ －２
０　 １　 １ －３

ｒ３＋２ｒ２

ｒ４＋ｒ


２
１０

１　 ２　 ３　 ４
０ －１ －１ －１
０　 ０ －４ －４
０　 ０　 ０ －４

＝－１６０．

例５　计算ｎ阶行列式

Ｄｎ＝

ｘ　ｙ　 ０ … ０ ０
０ ｘ　ｙ … ０ ０
    

０ ０ ０ … ｘ　ｙ
ｙ　 ０ ０ … ０ ｘ

．

解　按第一列展开

Ｄｎ ＝ｘ（－１）１＋１

ｘ　ｙ　 ０ … ０ ０
０ ｘ　ｙ … ０ ０
    

０ ０ ０ … ｘ　ｙ
０ ０ ０ … ０ ｘ

＋ｙ（－１）ｎ＋１

ｙ　 ０ ０ … ０ ０
ｘ　ｙ　 ０ … ０ ０
    

０ ０ ０ … ｙ　 ０
０ ０ ０ … ｘ　ｙ

＝ｘｎ＋（－１）ｎ＋１　ｙｎ．

习题二

１．计算下列行列式．

（１）
５ －１　 ３
３　 ２　 １

２９５　２０１　９７

；　　　　　　（２）

３　４　０　５
２　０　１　０
－２　６　０　０
－１　０　０　０

；

（３）

４　１　２　４
１　２　０　２
１０　５　２　０
０　１　１　７

； （４）

ａ　ｂ　ｂ　ｂ
ｂ　ａ　ｂ　ｂ
ｂ　ｂ　ａ　ｂ
ｂ　ｂ　ｂ　ａ

．

２．求解方程

１　１　１　１
１　ｘ　２　２
２　２　ｘ　３
３　３　３　ｘ

＝０．

３．证明下列等式．
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（１）
ａ２　 ａｂ　 ｂ２

２ａ ａ＋ｂ　２ｂ
１　 １　 １

＝（ａ－ｂ）３；　　　（２）

ｃ　ａ　ｄ　ｂ
ａ　ｃ　ｄ　ｂ
ａ　ｃ　ｂ　ｄ
ｃ　ａ　ｂ　ｄ

＝０．

４．计算ｎ阶行列式．

Ｄｎ＝

０　 １　 ０ … ０
０　 ０　 ２ … ０
   

０ ０ ０ … ｎ－１
ｎ　 ０ ０ … ０

．

第三节　克莱姆法则

线性代数的一个中心问题是求解线性方程组，这里只研究方程个数和未知量个数相等的
情形，至于更一般的情形，将在第三章讨论．

定理１　（克莱姆法则）如果线性方程组

ａ１１ｘ１＋ａ１２ｘ２＋…＋ａ１ｎｘｎ＝ｂ１，

ａ２１ｘ１＋ａ２２ｘ２＋…＋ａ２ｎｘｎ＝ｂ２，

　　　　　　 

ａｎ１ｘ１＋ａｎ２ｘ２＋…＋ａｎｎｘｎ＝ｂｎ

烅

烄

烆 ．

（１．１）

的系数行列式

Ｄ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ
  

ａｎ１ ａｎ２ … ａｎｎ

≠０，

则该方程组有唯一解

ｘｊ＝
Ｄｊ
Ｄ
，　 （ｊ＝１，２，…，ｎ）．

其中Ｄｊ是把系数行列式Ｄ 中第ｊ列元素换成常数项ｂ１，ｂ２，…，ｂｎ 所构成的行列式．
例１　求解线性方程组

ｘ＋ ｙ＝１８，

４ｘ＋８ｙ＝１００｛ ．

解　其系数行列式Ｄ＝
１　１
４　８

＝４≠０，而Ｄ１＝
１８　１
１００　８

＝４４，Ｄ２＝
１　 １８
４　１００

＝２８．

由克莱姆法则，方程组的唯一解为：ｘ＝
Ｄ１
Ｄ
＝１１，ｙ＝

Ｄ２
Ｄ
＝７．

例２　求解线性方程组
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２ｘ１＋３ｘ２＋１１ｘ３＋５ｘ４＝２，

ｘ１＋ ｘ２＋ ５ｘ３＋２ｘ４＝１，

－ ｘ２－ ７ｘ３ ＝－５，

－ ２ｘ３＋２ｘ４＝－４

烅

烄

烆 ．
解　因为

Ｄ＝

２　 ３　 １１　５
１　 １　 ５　２
０ －１ －７　０
０　 ０ －２　２

＝１０≠０，

Ｄ１＝

２　 ３　 １１　５
１　 １　 ５　２
－５ －１ －７　０
－４　 ０ －２　２

＝０，　　Ｄ２＝

２　 ２　 １１　５
１　 １　 ５　２
０ －５ －７　０
０ －４ －２　２

＝８，

Ｄ３＝

２　 ３　 ２　５
１　 １　 １　２
０ －１ －５　０
０　 ０ －４　２

＝６，　 Ｄ４＝

２　 ３　 １１　 ２
１　 １　 ５　 １
０ －１ －７ －５
０　 ０ －２ －４

＝－１４．

所以方程组有唯一解为

ｘ１＝
Ｄ１
Ｄ
＝０，ｘ２＝

Ｄ２
Ｄ
＝
４
５
，ｘ３＝

Ｄ３
Ｄ
＝
３
５
，ｘ４＝

Ｄ４
Ｄ
＝－

７
５
．

在方程组 （１．１）中，如果所有的常数项ｂｉ＝０（ｉ＝１，２，…，ｎ），则称方程组为齐次线
性方程组；反之，如果常数项不全为零，则称方程组为非齐次线性方程组．对于齐次线性方
程组，显然至少有一组零解ｘ１＝ｘ２＝…＝ｘｎ＝０．

定理２　齐次线性方程组

ａ１１ｘ１＋ａ１２ｘ２＋…＋ａ１ｎｘｎ＝０，

ａ２１ｘ１＋ａ２２ｘ２＋…＋ａ２ｎｘｎ＝０，

　　　　　　 

ａｎ１ｘ１＋ａｎ２ｘ２＋…＋ａｎｎｘｎ＝０

烅

烄

烆 ．

（１．２）

有非零解的充要条件为系数行列式Ｄ＝０．
例３　如果齐次线性方程组

ｋｘ１＋ ｘ２＋ ｘ３＝０，

ｘ１＋ｋｘ２＋ ｘ３＝０，

ｘ１＋ ｘ２＋ｋｘ３＝０
烅

烄

烆 ．
有非零解，求ｋ值．

解　Ｄ＝
ｋ　１　１
１　ｋ　１
１　１　ｋ

ｒ１ｒ


２
－
１　ｋ　１
ｋ　１　１
１　１　ｋ

ｒ２－ｋｒ１

ｒ３－ｒ


１
－
１　 ｋ　 １

０　１－ｋ２　 １－ｋ
０　１－ｋ　ｋ－１
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＝（１－ｋ）２
１　 ｋ　 １
０　１＋ｋ　１
０ －１　 １

＝（１－ｋ）２（ｋ＋２）．

因为方程组有非零解，所以Ｄ＝０，得ｋ＝１或ｋ＝－２．

习题三

１．用克莱姆法则解下列方程组．

（１）
２ｘ１＋３ｘ２＋５ｘ３＝２，

ｘ１＋２ｘ２ ＝５，

３ｘ２＋５ｘ３＝４
烅

烄

烆 ；

（２）

ｘ１－ ｘ２ ＋２ｘ４＝－５，

３ｘ１＋２ｘ２－ｘ３－２ｘ４＝６，

４ｘ１＋３ｘ２－ｘ３－ ｘ４＝０，

２ｘ１ －ｘ３ ＝０

烅

烄

烆 ；

（３）

ｘ１＋ ｘ２＋ ｘ３＋ ｘ４＝５，

ｘ１＋２ｘ２－ ｘ３＋ ４ｘ４＝－２，

２ｘ１－３ｘ２－ ｘ３－ ５ｘ４＝－２，

３ｘ１＋ ｘ２＋２ｘ３＋１１ｘ４＝０

烅

烄

烆 ．

２．下列齐次线性方程组有非零解吗？

（１）
－ｘ１＋２ｘ２＋２ｘ３＝０，

４ｘ１＋ ｘ２－２ｘ３＝０，

ｘ２＋４ｘ３＝０
烅

烄

烆 ；

（２）

ｘ１＋３ｘ２－９ｘ３＋７ｘ４＝０，

－３ｘ１－ ｘ２－８ｘ３－ ｘ４＝０，

ｘ１－３ｘ２＋５ｘ３－ ｘ４＝０，

ｘ１＋ ｘ２＋２ｘ３＋３ｘ４＝０

烅

烄

烆 ．

３．ｋ取何值时，下列齐次线性方程组有非零解？

ｘ１＋ ｘ２＋ｋｘ３＝０，

－ｘ１＋ｋｘ２＋ ｘ３＝０，

ｘ１－ ｘ２＋２ｘ３＝０
烅

烄

烆 ．

第四节　典型例题详解

例１　证明

１　 １　 １
ｘ１ ｘ２ ｘ３
ｘ２１ ｘ２２ ｘ２３

＝（ｘ２－ｘ１）（ｘ３－ｘ１）（ｘ３－ｘ２）．
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证　左边＝

１　 １　 １
ｘ１ ｘ２ ｘ３
ｘ２１ ｘ２２ ｘ２３

ｃｉ－ｃ１

ｉ＝２，
３

１　 ０　 ０
ｘ１ ｘ２－ｘ１ ｘ３－ｘ１
ｘ２１ ｘ２２－ｘ２１ ｘ２３－ｘ２１

＝１×（－１）１＋１
（ｘ２－ｘ１） （ｘ３－ｘ１）

（ｘ２－ｘ１）（ｘ２＋ｘ１） （ｘ３－ｘ１）（ｘ３＋ｘ１）

＝（ｘ２－ｘ１）（ｘ３－ｘ１）
１　 １

（ｘ２＋ｘ１） （ｘ３＋ｘ１）

＝（ｘ２－ｘ１）（ｘ３－ｘ１）（ｘ３－ｘ２）＝右边．
例２　计算四阶行列式

Ｄ＝

７　 ３　 １ －５
２　 ６ －３　 ０
３　１１ －１　 ４
－６　 ５　 ２ －９

．

解

Ｄ＝

７　 ３　 １ －５
２　 ６ －３　 ０
３　１１ －１　 ４
－６　 ５　 ２ －９

ｃ１ｃ


３
－

１　 ３　 ７ －５
－３　 ６　 ２　 ０
－１　１１　 ３　 ４
２　 ５ －６ －９

ｒ２＋３ｒ１
ｒ３＋ｒ１

ｒ４－２ｒ


１
－

１　 ３　 ７ －５
０　 １５　 ２３ －１５
０　 １４　 １０ －１
０ －１ －２０　 １

＝－１×（－１）１＋１
１５　 ２３ －１５
１４　 １０ －１
－１ －２０　 １

＝－
１５　 ２３ －１５
１４　 １０ －１
－１ －２０　 １

ｒ１ｒ


３

－１ －２０　 １
１４　 １０ －１
１５　 ２３ －１５

ｒ２＋１４ｒ１

ｒ３＋１５ｒ


１

－１ －２０　 １
０ －２７０　１３
０ －２７７　 ０

＝－１×（－１）１＋１
－２７０　１３
－２７７　 ０

＝－
－２７０　１３
－２７７　 ０

＝－３　６０１．

例３　ｋ取什么值时，下面方程组有唯一解？有唯一解时求出解．
ｘ１＋ ｘ２＋ｋｘ３＝１，

－ｘ１＋ｋｘ２＋ ｘ３＝－１，

ｘ１－ ｘ２＋２ｘ３＝０
烅

烄

烆 ．
解　这是有三个未知量三个方程的非齐次线性方程组．由克莱姆法则知，当系数行列式

Ｄ≠０时，方程组有唯一解．由

Ｄ＝
１　 １　ｋ
－１　 ｋ　１
１ －１　２

ｒ２＋ｒ１

ｒ３－ｒ


１

１　 １　 ｋ
０ ｋ＋１　ｋ＋１
０ －２　 ２－ｋ

＝
ｋ＋１　ｋ＋１
－２　 ２－ｋ

＝（ｋ＋１）（４－ｋ）
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