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引言　责任之旅　　　

引言　责任之旅

记得２００２年第一次参与四川省教育厅师训处组织的支教活动时，周小

山教授、严先元教授和省教育厅的副巡视周雪峰老师说：“与 ‘新课改’成

长的老师是幸福的，与 ‘新课改’成长的老师一定会是有社会责任感的。”

一晃，１２年过去了，留下了无数成长的足迹，这些足迹充满艰辛，但也让

我收获喜悦。在康定、在泸定、在布拖，在简阳、在资阳、在乐山、在邛崃

等地方留下了我与教师们研讨数学文化的身影；“５·１２”地震时我正在都江

堰培训成都市农村骨干教师，从生死线上幸存下来的我更加坚定了帮助教师

研究数学文化的决心。从２０１０年起，除了完成我的本职工作外，我还在成

都市文翁实验小学、康河小学继续我的研究之旅。这份责任之旅，使我个人

成长，也使我与其他教师们一起成长，一路下来，受益者不仅是我和我的教

师团队，还有可爱的学生们。

研究之旅中，我不时停下来思考：为什么在与教师们的交流过程中，他

们谈到最多的是如何帮助新市民子女？这些新市民，从各个农村涌入城市，

为城市的建设添砖加瓦，做出了贡献。政府为了解决他们的后顾之忧，义务

接收他们的孩子到城市学校随班就读。这些新市民子女刚到新学校欢天喜

地，但后来发现不知如何融入新集体。而我们的教师面对这些孩子，也苦于

不知道如何给予他们最好的爱，纠结于哪种教育方式最适合这些孩子，哪种

教育方式可以帮助这些新市民的子女树立自信心，哪种教育可以让这些孩子

长成参天大树。这份社会责任沉沉地促使我思考。我们的责任是让这些新市

民子女阳光十足，健康成长。幸运的是，成都市青羊区教育局２０１０年让我

组建了一个 “段九宇特级教师工作室”，来自全区七所学校的十位数学教师

开始了系统的思考和行动之旅。

第一站，成都市文翁实验小学；第二站，成都市康河小学。我们的研究

从新市民子女数学文化构建开始，构从课堂这个主阵地切入。

课堂是师生共同成长的舞台。在这个舞台上，师生可以按照自己对文化
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浸润的理解，尽情地施展自己的才华，互相吸收营养。能最大限度舒展地成

长乃这个舞台的一大幸事。

我和工作室成员对新市民子女数学文化构建的研究从一节北师大版四年

级下册 《小数的加减法》的数学课开始。执教教师是一名参加工作三年的男

教师。这位男教师是西南大学数学系的毕业生，在校期间是奖学金获得者，

他的数学思维极其严谨，而且追求卓越。他的课堂个性特色应该十分突出。

课程一开始，教师设计了一个很好的环节，以帮助学生复习小数的组

成。教师让学生从０～９中选出三个数字，组成一个最大的两位小数。由于

问题是从学生最近的学习区出发，他们很快报出了各自的答案。

接着教师又让学生写出最接近１的小数：０．９８和１．０２，还让他们比较

这两个小数和１的大小关系，学生们也很快地报出了答案。老师又出示了超

市的购物券，让学生解读购物券中隐含的数学信息，如酸奶一瓶３．２０元，

饼干一盒５．７０元……课堂平稳地进行，但我观察到学生已由最初的兴致勃

勃到听得 “东倒西歪”了。

是什么让学生有了学习的倦怠情绪？是什么让老师的严谨教学失去了吸

引力呢？这节四年级的数学随堂课，老师和孩子们需要共同研究什么数学问

题？为什么要研究它？怎样研究它，才能让课堂成为师生互动的卓越课堂？

解决这个问题的最佳方案，实际就是个性化教学与卓越的课堂文化的构建。

这位男教师，严谨但缺失幽默感。学生的年龄在１０岁左右，正是活泼

好动、求知欲旺盛但又易丢三落四的阶段。这样的性格特征，在课堂教学中

需要依靠什么来构建卓越文化呢？

我们可以在课堂教学中紧紧依靠 “数学来源于生活”的理念，依靠学生

已有知识的储存和儿童的本性，依靠教师的人格魅力和严谨思维来适时点

拨，给学生呈现一个生动有趣而又回味无穷的课堂。

在这堂课上，教师可以把小数的概念用生活化的情境向学生展示。其

实，生活中小数处处都在，具有重要的研究意义。如果教师在开课前能尊重

孩子的生活认知，在开课时让孩子们分享他们的生活中有关小数的调查，课

堂就会灵动许多。根据调查情况，教师让学生再提出一些需要解决的数学问

题并分享下是如何解决问题的，那么课堂的数学味道就会越来越浓。让学生

当课堂的主人，从现实生活中发现问题、提出问题再解决问题，这是构建卓

越课堂的一个重要元素。

教师的人格魅力和严谨思维是影响课堂质量的另一重要因素。针对本堂
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引言　责任之旅　　　

课，教师可以让学生将收集的生活中的大量的数学素材展示出来，然后让其

他学生点评，教师再予以点评和讲解，让学生明白 “数学来源于生活”的理

念。

进而，教师可以在班上组织一场有关解决问题的辩论赛。比如针对

“２４．２５＋１．６＝？”的问题正方的结果是２４．４１，反方的结果是２５．８５。这样，

学生参与辩论赛的积极性定会空前高涨，学生会越辩越清晰、越辩越明白，

越辩越把小数的加减法的算理弄得清清楚楚。教师参与辩论赛，首先会让教

师的亲生形象得到很好的彰显，教师在学生辩论时要明白学生不可能一下子

把一个问题说清楚，要允许并尊重课堂的瑕疵。因为教师的使命就是让课堂

“百花齐放”展现精彩。在课堂上，如果教师能允许学生汇报时的暂时打结，

允许学生思维碰撞时暂时的不严谨，让学生们经历一次又一次完美和瑕疵的

激烈交战；如果教师在课堂上能享受学生的辩论，在学识魅力的支撑下，依

靠严谨思维，对学生的辩论进行适时点拨，那么辩论赛定会进入一个更高的

层次。这样的课堂是师生向往的课堂，是卓越的课堂，是带给学生无限幸福

的课堂。

在新市民子女数学文化构建过程中，热爱、信任、引领是核心。教师需

要的是发自内心地热爱这些新市民子女，心与心的交流一定能创造奇迹；相

信每一位新市民子女都愿意学好、也能学好数学知识，给予这些孩子足够的

信任，引领他们发现数学的美，并愿意为数学学习付出努力，最后成为祖国

的合格建设者和接班人。

责任之旅真好！
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第一章　数学文化及其作用

第一节　数学文化的含义

什么是数学文化？从狭义角度讲，数学文化是数学的思想、精神、方

法、观点、语言，以及它们的形成和发展。从广义角度看，数学文化除上述

内容以外，还包含数学家、数学史、数学美、数学教育以及数学发展中的人

文成分、数学与社会的联系、数学与各种文化的关系等。

数学文化同人类文化一样，具有区域特点。在古希腊文化中，以首都雅

典为中心模式，实行的是奴隶主的民主制度。他们规定男性奴隶主有权利参

与全体大会，并享有选举执政官的选举权，对当时的战争、财政、国家建设

等重大事务具有表决权。规定这种选举权和表决权必须建立在民主的基础

上，如果双方发生分歧，必须用理由来说服对方。大家为了说明自己的理由

是真理，必须先证明。因此，当时就已经产生了一些人人认同的 “公理”，

同时规定了一些名词的意义，然后把陈述的命题称为 “公理的逻辑推论”。

当时这种辩论的民主氛围相当浓厚，我们熟知的欧氏 《几何原本》就是在这

样的背景下产生的。当时其他代表人物还有泰勒斯、毕达哥拉斯、柏拉图、

亚里士多德。古希腊文化追求的是一种精神享受，一种对大自然的理解。像

“对顶角相等”这样的命题，在 《几何原本》里列入命题１５，借助公理３
（等量减等量，其差相等）给予证明。

作为古希腊的代表人物毕达哥拉斯，他这一生的经历就很好地体现了古

希腊数学特点，也体现了早期欧洲数学文化的特点。毕达哥拉斯不仅是一位

数学家，还是一位哲学家。他出生在希腊撒摩亚 （Ｓａｍｏａ）的一个贵族家

庭，早期像很多古希腊学者一样，去各地游历学习，他大部分时间都在埃及

和巴比伦这两个当时世界上文化水准极高的文明古国里。随着他对数学的造
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第一章　数学文化及其作用　　　

诣越来越高，后来就到了意大利南部去传授他的数学和哲学思想，并成立了

毕达哥拉斯学派。难能可贵的是毕达哥拉斯允许在他开坛授课时妇女们来听

课，虽然仅仅针对是贵族妇女，但这在当时是具有相当进步意义的。他认为

女性和男性一样，共同享有求知的权利，而且是平等的。从后来的史料中发

现，在他的学派里就有十多名女性学者，而当时的很多学派中都没有女性学

者。

有个非常有趣的故事，他认为每一个人都应该具备一些基本几何知识，

有一次，他在街上散步时，看到一个十分勤勉的穷人，在和这个穷人交流

中，发现他对数学尤其是几何一窍不通。于是他和这个穷人约定，如果穷人

能学懂一个定理，就可以从他那里得到一枚钱币。当然，看在钱币的份上，

穷人愉快地接受了这份协议。令人惊奇的是，不久这个穷人就对几何产生了

非常大的兴趣，反而要求毕达哥拉斯讲得多一些，讲得快一些。为了激励自

己的老师，穷人和老师达成一项新的协议：如果老师多教一个定理，他就给

老师一枚钱币。就这样，没过多久，毕达哥拉斯就从这位学生手里收回了他

的钱币。

提到 “在一个直角三角形中，斜边的平方是两股平方和”这个定理，我

们都耳熟能详，中国的 “勾股定理”。虽然中国人 （周朝的商高）和巴比伦

人早在毕达哥拉斯提出前一千年就在使用，但一般人仍将定理归功于毕达哥

拉斯，是因为他证明了定理的普遍性。毕达哥拉斯认为，寻找证明就是寻找

认识，这种认识比任何训练所累积的经验都不容置疑，数学逻辑是真理的仲

裁者。

毕达哥拉斯的成就还体现在对有理数的发现，他认为数学之美在于有理

数能解释一切自然现象。但这种过于自信的认识导致对无理数的本身存在性

视而不见。著名数学家希帕索斯，在一个休息日里闲来无聊，便试图找出根

号２的等价分数，他用尽了一切办法，也无法找出这个等价分数，慢慢地，

有一种思想从他的脑海里迸发出来———根号２的等价分数不存在。这一思想

在当时是十分可怕的，也是十分危险的，可是希帕索斯在兴奋之余早已忘记

了这些，赶紧找到他的老师毕达哥拉斯，将他的发现展现在老师面前。可是

在当时，毕达哥拉斯学派早已用有理数解释了世间的天地万物，哪能接受这

种思想的存在。希帕索斯竭尽全力向他的老师解释，而毕达哥拉斯无法用逻

辑推理来反驳他的学生，显然毕达哥拉斯已经意识到了他的错误，但学派以

及外部的各种因素使得毕达哥拉斯不愿承认自己的错误，并且同时做出了令
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自己终身蒙羞的决定，判处他的学生———希帕索斯死刑。而希帕索斯也预感

到危险即将降临在自己的身上，于是趁着夜幕未降临之际，登上了一艘小

船，不幸的是，他们最终追上了希帕索斯，从此，希帕索斯长眠于大海之

中。后来无理数被学者们不断地讨论着，最终，欧几里得以反证法证明了根

号２是无理数。

数学文化由人类创造，不同时代有不同的文化，不同的区域也有不同的

文化。文化伴随着历史，历史反映着人类文化的繁衍与传承。纵观人类的文

化史，每次人类文化的高度发展总是集中出现，随后又平淡发展，随后又集

中出现……大约公元前８世纪到前２世纪之间，产生了像中国的孔子、西方

的亚里士多德、印度的释迦牟尼、古希腊的犹太先知和毕达哥拉斯等文化名

人。德国哲学家卡尔·雅斯贝尔斯将这个时代称为 “人类的轴心时代”，在

这个黄金时代，人类的文化达到了前所未有的高度，其中包括 “数学文化”，

也做出了巨大贡献。

中国的数学受当时时代的影响，走的是实用管理数学路线，因为这样，

中国在算法的研究上得到了长足的发展。比如春秋战国时期，百家争鸣，看

似与西方有着相同辩论氛围的环境，但当时的制度却是君王统治制度。君王

借助这些思想家和数学家统治臣民、管理国家，所以此时的数学研究主要集

中在丈量田亩、兴修水利、分配劳力、计算税收、运输粮食等国家管理的实

用目标上。在对大自然的理解上，就显得相对浅显。可以说，中国的数学主

要体现为 “管理数学”和 “木匠数学”，存在于官方的文书上。负数的运用、

解方程的开根法以及杨辉 （贾宪）三角、祖冲之的圆周率计算、天元术那样

的精致计算课题，也只能在中国诞生，而为古希腊文明所轻视。

墨子在 《墨经》一书中为我们在中国数学文化史上留下了浓墨重彩的一

笔，其中关于 “倍”“同长”“平”“中”“圆”“正方形”等概念，他给出了

经典定义。

“倍，为二也。”就是将原数加一次，或原数乘以二，称为 “倍”。比如

二尺为一尺的 “倍”。

“同长，以正相尽也。”两个物体的长度相比，正好一一对应，完全相

等，称为 “同长”。

“平，同高也。”同样的高度称为 “平”。这与欧几里得几何学定理 “平

行线间的公垂线相等”意思相同。

“中，同长也。”这里的 “中”指物体的对称中心，也就是物体的中心，
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第一章　数学文化及其作用　　　

为与物体表面距离都相等的点。

“圆，一中同长也。”圆可用圆规画出，也可用圆规进行检验。圆规在墨

子之前早已得到广泛的应用，但给予圆以精确的定义，则是墨子的贡献。墨

子关于圆的定义与欧几里得几何学中圆的定义完全一致。

“方，柱隅四灌也。”四个角都为直角，四条边长度相等的四边形即为正

方形，正方形可用直角曲尺 “矩”来画图和检验。

这些定理产生的背景都与当时农耕民族的生产需要有着密切的联系，所

以中国早期的数学文化来源于生产的实际需要，具有很强的针对性。

如果说墨子是中国早期数学文化的代表的话，那将中国数学文化引向世

界的则是祖冲之。

祖冲之 （４２９—５００年），字文远，我国南北朝时期杰出的数学家、天文

学家。

童年时期的祖冲之和其他孩子一样，学习中国的四书五经。一天，父亲

像往常一样一字一句地教着小冲之读 《论语》。每次都是父亲读一段，冲之

就背一段，但最多只能背到十来句就接不下去了，而这已经花了两个月的时

间了，仍然不见冲之进步，父亲终于忍不住了，一把将书扔到地上，头也不

回地走了。可是祖冲之的父亲受着中国儒家文化的熏陶，没有放弃冲之，于

是主动改变教学方法，让冲之理解 “孔子之道”，父亲还特意把一些注解教

给冲之。可是冲之还是不会，看着自己的孩子，想想邻居家的孩子，“笨蛋”

“蠢牛”“没出息”不由地出现在父亲脑海中。冲之真的很笨吗？答案是否定

的，其实冲之是个非常有心计的孩子，他的特长是在数学和天文学上。在一

个晴朗的夜晚，夜已经很深了。小冲之却在床上翻来覆去，睡不着。脑海里

不断闪现着日间最喜爱的一本书 《周髀算经》里的一句话：“圆周是直径的

三倍。”这种说法可信吗？带着这个问题冲之进入了梦乡。第二天，天还没

亮，小冲之就跑到妈妈的床前，一边大声叫着 “妈妈，妈妈”，一边摇晃着

妈妈。“妈妈，能把您做鞋用的绳子给我一根吗？”妈妈望着小冲之稚嫩的小

脸，说道：“可以啊，不过，你要绳子干什么？”“好妈妈，您先别问，等会

儿我告诉您。”当然，妈妈对冲之是非常了解的，冲之年少时就已经很懂事

了，所以妈妈就高兴地答应了。小冲之拿着绳子飞快地跑到村头的大路上，

一会向前面眺望，一会向后面张望，像在等什么人似的。不一会，一辆马车

进入了冲之的眼帘，冲之喜出望外，急忙跑到马车前，拦住去路，对驾车的

老爷爷说道：“爷爷，我用绳子量量您马车的车轮行吗？”这位老爷爷看到可
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爱的小冲之，便停住马车，答应了冲之的请求。小冲之首先把绳子在车轮上

绕了一圈，然后把被绕的绳子均分成三段，再用其中的一段量车轮的直径。

奇怪的事情发生了，无论怎么量，轮子的三分之一周长总是比直径长。冲之

百思不得其解，问老爷爷：“爷爷，书上说周长是直径的三倍，可为什么周

长的三分之一比直径长呢？” “是呀，为什么周长的三分之一比直径长呢？”

爷爷嘴里念叨着，可是爷爷哪里想过这个问题，再加上还要赶路，这一停车

又耽误了时间，再这么耗下去，可不是办法，于是找了个借口：“孩子，我

怎么知道它的长短呢？”说完后急急忙忙地坐上马车离开了。虽然爷爷离开

了，但这个 “周长的三分之一比直径长”的问题却一直在冲之的脑海里，一

待就是许多个春秋，直到祖冲之４０多岁那年。

当时，宋孝武帝刚驾崩不久，祖冲之也被革了职务。当他赋闲在家时，

孩童时期的那个问题再一次蹦了出来。他先归纳总结了刘徽的 “割圆术”

（圆内接正ｎ边形的边数越多，各边长的总和就越接近圆周的实际长度。

但因为它是内接的，又不可能把边数增加到无限多，所以边长总和永远小于

圆周）。刘徽计算圆周长的方法很好，但数据不够精确，不知道什么原因使

得刘徽没有继续下去，带着这些疑问，祖冲之想看看刘徽的这种办法能否继

续计算下去。在和儿子商量一番后，儿子高兴地说道：“太好了！父亲，让

我和您一起干吧！”父子两人选定书房为研究室，在研究室地面上画了一个

直径为一丈的大圆，先从内接多边形入手。儿子负责画多边形，父亲负责用

筹 （小竹棍）计算，八边形、十六边形……终于在一百九十二边形时，他们

发现此时的计算结果与刘徽的一样了。祖冲之兴奋地对儿子说道：“我们继

续往下吧。”就这样父子俩继续计算着，而日子也一天一天地过去了，两人

废寝忘食地画着、算着，大圆里多边形的边数也越来越多，３０７２边形、

６４５４边形、１２２８８边形，依次求出每个内接正多边形的边长。边数越来越

多……边长却越来越短，父子俩趴在地上，聚精会神地摆弄着边，谁都不敢

走神，因为只要稍微有一点点差错，前面的努力就白费了。“工夫不负有心

人”，当２４５７６边形在大圆里成功摆出时，祖冲之兴奋地说着：“你快看，我

算出来了。２４５７６边形的周长与圆直径的比是３．１４１５９２６，一点没错。”父子

俩看着摆在地上密密麻麻的小竹棍，再看看大圆里的图形，开心地笑了笑。

后来祖冲之在此基础上采用推算的办法得出４９１５２边形的周长与外接圆直径

的比不会超过 ３．１４１５９２７，所以他得出结论，圆周率在 ３．１４１５９２６ 和

３．１４１５９２７这两个数字之间。直到一千年后，这个小数精确值记录才被阿拉
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伯数学家阿尔·卡西和法国数学家维叶特所打破。

祖冲之提出的 “密率”，也是直到一千年以后才由德国人重新提出，被

称为 “安托尼兹率”。有趣的是，一些别有用心的人提出祖冲之圆周率是在

明朝末年西方数学传入中国后伪造的。是否如这些人所说祖冲之圆周率存在

着蓄意捏造的嫌疑呢？其实唐代的 《隋书》和其他现传版本中都有关于祖冲

之圆周率的记载，大约在明朝末年前三百余年。在明朝之前中国的许多数学

家都在自己的著作中引用过祖冲之的圆周率，这些足以说明同时也证明了祖

冲之在对圆周率的研究方面具有世界级的意义。

要做出这样精密的计算，是一项极为细致而又艰巨的脑力劳动。我们知

道，在祖冲之那个时代，算盘还未出现，人们普遍使用的计算工具叫 “算

筹”，它是一根根几寸长的方形或片状的小棍子，由竹、木、铁、玉等各种

材料制成。通过算筹的不同摆法来表示各种数目，叫作 “筹算法”。如果计

算数字的位数越多，所需要摆放的面积就越大。用算筹来计算不像用笔计

算，笔算时结果可以留在纸上，而筹算每计算完一次就得重新摆放以进行新

的计算，且只能用笔记下计算结果，而无法得到较为直观的图形与算式。因

此只要一有差错，比如算筹被碰偏了或者计算中出现了错误，就只能从头开

始。要求得祖冲之圆周率的数值，就需要对有九位有效数字的小数进行加、

减、乘、除和开方运算等十多个步骤的计算，而每个步骤都要反复进行十几

次，仅开方运算就有５０次，最后计算出的数字要达到小数点后十六七位。

今天，即使用算盘和纸笔来完成这些计算，也不是一件轻而易举的事。让我

们想一想，在约１５００年前的南北朝时期，一位中年人在昏暗的油灯下，手

中不停地算呀、记呀，还要经常重新摆放数以万计的算筹，这是一件多么艰

辛的事情，而且还需要日复一日地重复这种状态。要是没有极大的毅力，是

绝对完不成这项工作的。

祖冲之圆周率对当时中国的生产帮助很大，尤其是在度量衡方面。古代

有一种量器叫作 “釜”，一般是一尺深，外形呈圆柱状，那么这种量器的容

积有多大呢？要想求出这个数值，就要用到圆周率。当时社会主要使用汉朝

刘歆所造的 “律嘉量”（另一种量器，与上面提到的都是类似于现在我们所

用的 “升”等单位的量器，但它们都是圆柱体），由于在祖冲之前的圆周率

精确度太低，导致这些容器的实际体积与计算体积差异很大，而祖冲之利用

了 “祖率”校正了数值，使得中国的度量衡发展到了更精确的位置。

祖冲之在数学领域的成就，只是中国古代数学成就的一个方面。实际
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上，１４世纪以前中国一直是世界上数学最为发达的国家之一。比如几何中

的 “勾股定理”，在中国早期的数学专著 《周髀算经》（大约于公元前２世纪

成书）中即有论述；成书于公元１世纪的另一本重要的数学专著 《九章算

术》，在世界数学史上最早提出了负数概念及正负数加减法法则；１３世纪

时，中国就已经有了十次方程的解法，而直到１６世纪，欧洲才提出三次方

程的解法。

第二节　数学文化的作用

数学文化的内涵：“在数学的起源、发展、完善和应用的过程中体现出

的对于人类发展具有重大影响的方面。它既包括对人的观念、思想和思维方

式的一种潜移默化的作用……也包括在人类认识和发展数学的过程中体现出

来的探索和进取的精神和所能达到的崇高境界等。”数学文化中的核心思想

对于学生及其家庭有哪些作用呢？

一、估算与精算

《义务教育数学课程标准》 （２０１１版）中对 “数感”的解释是：主要是

指关于数与数量、数量关系、运算结果估计等方面的感悟。建立 “数感”有

助于学生理解现实生活中数的意义，理解或表述具体情境中的数量关系。

数感强调的是一种感悟。通过小学数学学习，学生能感悟 “数是对数量

的抽象”，同时还能感悟到 “抽象出来的数与数量是有联系的”。“抽象”的

核心是舍去现实背景，“联系”的核心是回归现实背景。比如同样是抽象出

来的 “１００”，但我们能明显感悟到１００粒黄豆和１００匹马是有明显差异的；

去菜市场买菜，带１００元就足够了，可是如果去买房子，带１００元是远远不

够的。现实生活中有许多情况，我们对一个 “数”进行感悟时，就能感悟到

数与现实背景之间的联系。当孩子们建立了这种 “数感”时，他会利用这种

能力去判断日常生活和科学研究中所提供的信息。我们还知道，孩子在进行

计算时，有的孩子反应快，有的孩子反应慢。反应快的孩子 “数感”比较强

烈，他可以通过直觉判断１６加８比２０大还是小，１／２加４／７比１大还是小；

他们能大概判断１０００步有多长，１０００个学生做广播体操时大约需要多大的

场地。更有甚者，他们会觉得在商场让利促销时，对一个几千元的商品让利
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单位在百元比较合适，而一个几百元的商品，让利单位在十元范围比较合

适，对一个几十元的商品合适的让利单位应该是几元。如果要度量北京到纽

约的距离，那么用万公里比较合适；如果要度量长春到北京的距离，那么用

百公里比较合适；如果要度量教室的大小，那么用米比较合适；如果要度量

书桌的大小，那么用厘米比较合适。这些都是 “数感”强的表现。

读懂了估算，那精算是怎么回事呢？在日常生活和生产实践中，我们遇

到的大量计算都是估算，估算的核心是对数量的运算，而精算的核心是对于

数的运算。那么学习估算和精算对于培养学生的 “数感”有哪些好处呢？法

国脑科学家研究了人们在进行精算和估算时大脑的反射部位，研究结果表

明：精算主要激活脑左额叶下部，与大脑的语言区有明显重叠；估算主要激

活脑双侧顶叶下部，与大脑运动知觉区联系密切。因此，就教育价值而言，

根据脑科学家的研究成果，很可能会有这样的区分：精算有利于培养学生的

抽象能力，估算有利于培养学生的直观能力。显然，抽象能力与直观能力是

人们日常生活和生产实践中必不可少的两种能力，这两种能力都是数学素养

的基本能力，对小学生能力的发展是必需的。

长期以来我们对估算还有一些错误的认识，纠正这些错误观点，对能力

的发展也是重要的。首先估算不是近似计算，更不是精算以后的四舍五入。

估算也不是估计，估算也是需要算的，许多估算问题是为了得到上界或下

界，为此需要对给定数量进行适当的放大或者缩小，然后凑整计算。对于小

学生来说，解决估算问题要有合适的实际背景，否则就失去了估算的教育意

义。

教材上是如何培养学生 “数感”的呢？我们以 《小学数学新课程标准》

（２０１１版）中的例２６为例来具体解释：

李阿姨去商店购物，带了１００元，她买了两袋面，每袋３０．４元，又买

了一块牛肉，用了１９．４元，她还想买一条鱼，大一些的每条２５．２元，小一

些的每条１５．８元。请帮助李阿姨估算一下，她带的钱够不够买小鱼？能不

能买大鱼？

这个例子提出了两个问题，这两个问题的核心都是估计用１００元购物后

的剩余金额，但这两种估计方法有所不同。

第一个问题 “够不够买小鱼”是估计剩余金额的下界 （至少剩余多少

钱）：如果下界超过１５．８元，那么肯定可以买小鱼。对于估计下届的问题，
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购物金额的数量要适当放大：两袋面粉不超过６２元，一块牛肉不超过２０
元，因此，剩余金额至少有１００－６２－２０＝１８ （元），够买小鱼。

第二个问题 “能不能买大鱼”是估计剩余金额的上界 （至多剩余多少

钱）：如果上界不到２５．２元，那么肯定不能买大鱼。对于估计上界的问题，

购物金额的数量要适当缩小：两袋面粉至少要６０元，一块牛肉不少于１９
元，因此，剩余金额至多有１００－６０－１９＝２１ （元），不够买大鱼。

“思维判断先于具体计算之前”，这种方法不仅能培养学生的计算能力，

更重要的是能培养学生在日常生活中对事物的直观判断能力。

二、符号意识

《义务教育数学课程标准》（２０１１版）中对符号意识的解释是：“能够理

解并且运用符号表示数、数量关系和变化规律；知道使用符号可以进行运算

和推理，得到的结果具有一般性。建立符号意识有助于学生理解符号的使用

是数学表达和进行数学思考的重要形式。”其中有两点非常重要，第一点是

“符号可以像数那样进行运算和推理”，第二点是 “通过符号运算和推理得到

的结果具有一般性”。

用符号来表达，对于揭示事物的本质非常重要，可是人类到真正学会用

符号来表达，经历了一个相当漫长的岁月。元代数学家朱世杰 （１２４９—

１３１４）在１３０３年左右出版了数学著作 《四元玉鉴》，在这部著作里，他述说

了许多高维数学问题的解决方法，其中著名的有 “四元术”（一种解多元高

次联立方程的方法）、“招差术”（一种高次内插法）、“垛积数”（一种从立体

层面考虑的三维的级数求和法）……但令人遗憾的是，这部书中无论是对问

题的提出，还是对结果的描述，基本上都是采用具体的数值，没有抽象成一

般性的符号表达，很难让人理解问题本质和结果所表示的含义，更难揣摩解

决问题的思路。明清以后几乎没人能够理解朱世杰的工作。

事实证明，用符号来表述概念从而形成数学研究对象和用抽象的符号来

表示研究对象之间的关系从而形成命题，对培养学生素养非常重要。那么抽

象的方法是什么呢？亚里士多德在 《形而上学》中是这样描述的：“数学家

用抽象的方法对事物进行研究，去掉感性的东西诸如轻重、软硬、冷热，剩

下的只有数量和关系，而各种规定都是针对数量和关系的规定。有时研究位

置之间的关系，有时研究可通约性，时研究各种比例……数学家把共同原理

用于个别情况……等量减等量余量相等，这便是一条对所有量都适用的共同
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原理。对于数学研究而言，线、角或者其他量 （的定义），不是作为存在而

是作为关系。”抽象思维要把握两点：一是去掉现实世界中事物的那些感性

的东西，只保留事物的数量特征或者图形特征，以及数量或者图形之间的关

系，并且通过创造符号，建立概念来表达这些特征和关系。二是数学的使命

不是去研究这些抽象概念本身，而是研究概念与概念之间的关系，并且通过

建立运算法则和数学命题来表述这种关系。这种关系能使学生作用于生活以

及将来的工作中，透过现象看本质。

我们看到足球、篮球可以抽象出圆的概念，但是脱离了足球和篮球，我

们仍然有圆的概念，用这个概念我们可以在纸上或黑板上画出圆来，甚至我

们还能借助这个概念来定义圆，研究圆的各种性质。显然我们画出来的圆，

是依赖于头脑中存在的抽象的圆，而不是曾经看到过的足球或篮球的简单复

制。正如明代画家郑板桥所说的那样： “我画的是胸中之竹，不是眼中之

竹。”我们称这样的存在为 “抽象了的存在”。

我们以中国著名定理 “勾股定理”为例来感悟这种符号意识。《周髀算

经》记载，当周公问商高：古代伏羲在制订历法时是如何计算太阳高度的？

商高回答：勾广三，股修四，径隅五。意思就是如果一个直角三角形两个直

角边 （勾和股）的长度分别是３和４，那么斜边 （径）的长度就是５。我们

注意到商高是用具体的数字来回答的，但商高显然已经知道 “对应直角边成

比例的两个直角三角形相似”这个结论，现代的我们可以将商高的数字表述

理解为一般性的结论 （遗憾的是 《周髀算经》没有对定理进行过证明），这

个结论用符号来表示就是ａ２＋ｂ２＝ｃ２，其中，ａ和ｂ分别表示两条直

角边的长，ｃ表示斜边长。

从这个故事中我们发现，用符号来表达意见既简洁又确切。

三、培养学生创新意识

中国传统数学教育重视 “双基”能力的培养，也就是对分析问题的能力

和解决问题的能力的培养。随着社会的发展和时代要求的不断更新，我们在

对教育理念的不断传承中也有新的认识，从曾经的 “以知识为本”转变为今

天的 “以人为本”，这种新的教育理念强调培养学生的基本素质，强调培养

学生的社会责任感、创新精神和实践能力。要达到这个要求，首要解决的是

正确区分 “发现问题”和 “提出问题”的关系。发现问题的前提是勤于思

考、敢于质疑，这与培养学生的创新意识关系密切；提出问题则要求能用数
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学的语言阐明问题，这与培养学生的创新能力关系密切。

以 《义务教育数学课程标准》（２０１１版）中给出的两个例子为例：

例２８　利用计算器计算１５×１５，２５×２５，…，９５×９５，并探索规律。

例５０　利用公式证明例２８所发现的运算规律。

例２８是在说 “发现问题”，而例５０表面上说的是 “证明问题”，但要证

明什么运算规律并没有说出，所以，从本质上来讲是在 “提出问题”。在例

２８中我们发现，乘数和乘数是一样的，无论是 “发现问题”还是 “提出问

题”，这里探讨的都是乘积与乘积之间的关系。发现问题、发现规律最有效

的途径之一就是归纳推理，这就要求操作过程循序渐进。

下面，我们从小到大计算，依次找出乘数与乘积之间的关系：

１５×１５＝２２５，２５×２５＝６２５，３５×３５＝１２２５，…

看到这里，学生可以感悟到规律是存在的，但如何用语言来表达是需要

教师引导的。我们可以做这样的分析：上面计算得到的乘积是一个三位数或

者四位数，其中个位数和十位数都是２５，而百位数和千位数存在这样的规律：

１×２＝２，２×３＝６，３×４＝１２，…学生在教师的引导下，可以开始尝试用语言

来描述这个规律，这就是 “发现问题”的过程，但还没实现 “提出问题”。

这时我们需要学生做出语言方面的表达，因为在发现的基础上，需要进

一步让学生表述出一个结论性的内容，这个其实就是我们所说的 “数学命

题”。这里的数学命题用语言可表达为：“个位数是５的两位数的平方是一个

三位数或者四位数，其中后两位是２５，百位或者千位是乘数的十位数与这

个数加１的乘积。”显然，像这样的表述对于小学生来说是很困难的，因此

不可能要求学生用语言准确地表达，但这个思考的环节却是必要的，思维必

须经历一个从混沌到清晰的过程。

数学只有利用符号，才能摆脱用语言表达的困境。那么对于上面这个命

题，我们如何用符号来表达呢？用ａ表示乘数的十位数，则这个两位数可以

表示为ａ×１０＋５。那么，就可以将上述语言表述的结论用符号表示为

（ａ×１０＋５）２＝ａ× （ａ＋１）×１００＋２５

我们看到，可以用符号表达一个公式，这就是一个 “提出问题”的过

程。这是一个通过归纳推理后提出的问题，得到的结论不一定是正确的，需

要进一步通过演绎推理进行验证。这里要指出的是，得到结论的过程是非常

重要的，这是培养创新能力的核心。对于大部分数学问题，一旦用符号表达
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