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1  Structure des ensembles R, R2 R?

1.1 INTRODUCTION ET RAPPELS

La géométrie euclidienne classique étudie les trois ensembles R, R?, R3.
Selon l’ensemble considéré, on parle respectivement de géométrie de la
droite, géométrie du plan, géométrie de I’espace.

Nous avons déja vu que R, R?, R? sont des exemples d’espaces vectoriels
sur le corps R de tous les nombres réels. En fait, ce sont des cas particuliers
de I’espace vectoriel R™ (de dimension n). Par conséquent, R est de dimen-
sion 1, R? est de dimension 2, et R? est de dimension 3. Dans la suite, nous
parlerons souvent de ’ensemble R™ (ou n € {1,2,3}). Mais tres souvent
nous supposerons en fait n € N car la plupart de nos résultats sont vrais en
dimension quelconque.

Ces ensembles R"™ portent une structure d’espace vectoriel. Cela signifie
plusieurs choses :

(1) 11 existe une addition interne des éléments de R™, appelés vecteurs.
Cette addition est associative et commutative.

(2) 1 existe un vecteur spécial, appelé vecteur nul, noté 0 (parfois 0),
et neutre pour ’addition :

YoeR"”, O0+v=v=v+0

(3) 11 existe une multiplication externe d’un élément de R™ par un nom-
bre réel. Cette multiplication obéit aux regles de distributivité

VA € R,Vuy,v2 € R™, A(v1 + v2) = Avg + Avg

VA1, A2 € R, Vv € R, (/\1 + )\2)’0 = A1V + Agv

Ensuite, comme R™ est un espace vectoriel, il possede des sous-espaces
vectoriels. Nous savons déja que l'intersection de sous-espaces vectoriels est
encore un sous-espace vectoriel et que tous les sous-espaces vectoriels de R"
ont une dimension finie < n.
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Nous rappelons également ce qu’est une
e application linéaire entre espaces vectoriels
E,F sur le méme corps K : c’est une ap-
plication u : E — F' telle que
VA1, A2 € K,Yv1,v9 € E

Uy

£ u()\lvl + /\2’02) = Alu(vl) + )\gu(vz)

Figure 1.1 L’opération Nous savons que si W est un sous-espace
d’addition des vecteurs vectoriel de E, alors u(W) = {u(v)|v € W}
est un sous-espace vectoriel de F'.
Une forme linéaire sur un espace vectoriel V est par définition une
application linéaire V' — K, ou K est le corps de V' (on rappelle que K est
un espace vectoriel sur K).

1.2 SOUS-ESPACES AFFINES

Définition. Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur K. On
dit qu’une partie A C V est un sous-espace affine de V s’il existe un
vecteur a € V' et un sous-espace vectoriel W de V tel que

A=a+W ={a+wweW}

Le sous-espace vectoriel W est alors unique. Il est appelé la direction de
A et sera noté A. La dimension de A est la dimension de sa direction

A.
En effet W est unique, car si a; + Wi =

az + Wh, on montre que a; —ags € W1 N W,
puis que W, C Wy et W C Wy, \a

On remarque qu’un sous-espace affine \0\ ar i
est toujours non vide (car il contient le W—_
vecteur a = a + 0). En outre, tout sous- Figure 1.2 Un sous-espace
espace vectoriel de V est un sous-espace affine et sa direction
affine de V' (prendre a = 0).

Théoréme 1.1. Soit V' un espace vectoriel sur R.
Une partie A de V' est un sous-espace affine de V' si et seulement si :
(2) A est non vide, et (i1) VA € R,Vvy,v2 € A, Av; + (1 — A)vg € A.
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Preuve. <si> : Nous supposons (i) et (ii) vraies. Il existe alors a € A
et on définit W = {v — a|v € A}. Clairement W contient le vecteur nul.
Ensuite pour wy,ws € W, on a

a+%('w1 +ws) = %(a-}-wl)-i- (1—%) (a+wy) e A

1
et donc §(w1 +wp) € W. Enfin, si A € R et w € W, alors

a+dw=ANa+w)+(1—-A)(a+0)€ A

et donc Aw € W. 1l en résulte en particulier que wy,wy € W = w; + w;y €
W. Donc W est un espace vectoriel, ce qui montre A =a+ W.

<seulement si>> : on sait déja qu’un sous-espace affine n’est jamais
vide. Ensuite, si on écrit A = a + W, deux éléments quelconques de A,
notés vy, vg, s’écrivent
v1 = a+ wy, v = a+ wy, ou wi,ws sont deux éléments de W. Mais alors

Avi+ (1= ANve = Aa + wy) + (1 — A)(a + we)
=a+ [Aw; + (1 — X)ws]
Comme W est un sous-espace vectoriel, on trouve Aw; + (1 — N)wy € W et
donc Av; + (1 — A)vg € A. O

Il est intéressant de mettre cote a cote les définitions de sous-espace affine
et de sous-espace vectoriel. D’apres le théoréme qui vient d’étre prouvé, A
est un sous-espace affine si et seulement si A4 # @ et

VAL, A2 € R,Vu,v2 € A, (A1 + A2 = 1= A\jug + Aavg € A)
D’autre part, W est un sous-espace vectoriel si et seulement si W # & et
VA1, A2 € R, Vwy,wg € W, \jwy + Aowg € W

Ceci montre a nouveau que tout sous-espace vectoriel est un sous-espace
affine. En fait, les sous-espaces vectoriels sont exactement les sous-espaces
affines qui contiennent le vecteur nul.

Définition. Soit V =R" avec n € {1,2,3}.
Un sous-espace affine de dimension 0 de V est appelé point.
Un sous-espace affine de dimension 1 de V est appelé droite.
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Un sous-espace affine de dimension 2 de V est appelé plan.

On parle alors de points de la droite R, points du plan R?, points de
’espace R3, droites du plan R2, droites de 1’espace R3, plans de I’espace R3.

_— e

0 0
Figure 1.3  Une droite du plan Figure 1.4  Une droite de I’espace

Figure 1.5 Un plan de I’espace

Comme le seul espace vectoriel de dimension 0 est le singleton {0}, un
sous-espace affine de dimension 0 dans R™ est un ensemble de la forme
a+ {0} = {a}. On peut donc établir une bijection naturelle entre les points
de R" et les vecteurs de R".

Définition. Soit V un espace vectoriel sur K, et Aj, Ay deux sous-
espaces affines de V. On dit que A, est parallele a Ay si A C As.

Quelques observations a propos de cette définition :

(1) Si A; est parallele a As, alors dim A; < dim As.

(2) Si A; est paralléle & Az, on n’a pas forcément que Ay est parallele a
.A].

(3) Si A, est parallele & A, et Aj est parallele a A;, alors A = A,.

(4) Si A, est parallele & Ay, et A3 est parallele a A3, alors A; est parallele
a As.

(5) Tout point est parallele & tout sous-espace affine.

(6) Deux droites Dj, Dy de R™ sont paralleles si et seulement si Ja €
R™ Dy = a+ D;.

(7) Deux plans P;, P, de R™ sont paralléles si et seulement si Ja €
R, Py =a+ P;.
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Théoréme 1.2. Soit V un espace vectoriel sur K, et Ay, As deuz sous-
espaces affines de V. Si Ay N Ag est non vide, alors A1 N As est un sous-
espace affine de.

Preuve. Prenons a € A;N.Aj (il existe par hypothése). On note Wy, Ws
les directions des deux sous-espaces affines, de sorte que

A = {a+wi|w; € W1}, As = {a + wa|wy € Wy}

Il vient alors A; N Az = {a + wjlw € Wy N Wa}. Or W; N W est un sous-
espace vectoriel de V, ce qui montre bien que A; N A2 est un sous-espace
affine de V. O

Notons que le théoréme reste encore vrai pour une intersection d’un
nombre quelconque (éventuellement infini) de sous-espaces affines.

1.3 APPLICATIONS AFFINES

Définition. Soient E, F deux espaces vectoriels sur K. Une applica-
tion affine de E vers F' est une application u : E — F telle qu’il existe
une application linéaire @ : E — F avec

Yvy,v2 € E,u(vy) — u(ve) = @(vy — v2)

Pour une application affine u, ’application linéaire @ est unique. En
effet, pour tout v € E, le vecteur @(v) = u(v) — u(0) est déterminé par
I’application u.

Exemples.

(1) Siu: E-— F est linéaire, alors u est affine et % = u. Les applications
linéaires sont exactement les applications affines u avec u(0g) = Op.

(2) Sivg € E est fixé, 'application ¢t : E — E : v — v+ est affine, avec
t =idg. Sivg est non nul, cette application affine n’est pas une application
linéaire. L’application v — v 4 vy est appelée translation de vecteur v,
sur E.

A

t0

A °

0 0

Figure 1.6 Une translation du plan comme exemple d'une application affine
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(3) Toute application constante u : E — F' est affine, avec @ = 0.

(4) Siu: E — Fetu : F — G sont affines, alors v/ ou : E — G est
affine, et m = E’)oﬂ’ (utiliser le fait que la composée de deux applications
linéaires est encore linéaire).

Théoreme 1.3. Soient E, F' deuz espaces vectoriels sur K de dimension
finie, A un sous-espace affine de E et u : E — F une application affine.
Alors u(A) est un sous-espace affine de F'.

Preuve. On appelle W la direction de A et on écrit A = a + W, ou
a € E. Alors

u(A) = {u(a +w)|lw € W}
= {u(a) + @(w)|lw € W} = u(a) + (W)
Or nous savons déja que %(W) est un sous-espace vectoriel de F. Puisque F’

est de dimension finie, on peut aussi dire que @ (W) est de dimension finie.
Ceci montre bien que u(.A) est un sous-espace affine de F'. d

Théoréme 1.4. Soient E,F deuz espaces vectoriels sur K, u : E —
F une application affine. On considére des vecteurs vi,---,v, € E et des
scalaires A1, -, A\p € K tels que \y +--- + A\, = 1. Alors on a U’égalité

u(AMv1 + -+ Avn) = Mu(vy) + -+ + Apu(vy)

Preuve. C’est le fruit d’un petit calcul :
w(Av1 + -+ Apvp) = [w( A1 + - - + Avn) — u(vn)] + u(vn)
=u[Avy + -+ (A — 1)vgp] + u(vy)
=u[A1(v1 — vn) + A2(v2 — vp)
4+ + A—1(Vn—1 — vn)] + u(vp)
= A1[i(v1) — d(vn)] + Aoft(v2) — @(vn)]
+ -+ A1 [@(vn—1) — U(vn)] + u(vn)
=Ma(v1)+ - FAn18(Vp—1)+ (An — 1)t(vn) +u(vn)
=i [u(v1) —u(0)] + -+ + Ap—1[u(vp—1) — u(0)]
+(An = [u(vn) — w(0)] + u(vn)
=Au(vr) + -+ + Aqu(vy) 0O
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Attention au piege : Si A\ +--- 4+ A, # 1, la formule est fausse. En
particulier, si u est affine, on ne peut pas dire que u(v; +v3) = u(vy)+u(ve).

1 1 1 1
Mais il est vrai que u (Evl + E’Uz) = Eu(vl) + iu(vg).

1.4 REPERES. EQUATIONS PARAMETRIQUES
DE DROITES ET DE PLANS

Définition. Un repére de R" est un (n + 1)-uplet (w;ei, -+, e,) de
vecteurs de R™ tel que (e1,--+,en) est une base de R™. Le vecteur w est
appelé ’origine du repére.

Lorsqu’on se donne un repéere, on peut associer & chaque point v de R™
ses coordonnées dans le repére. C’est par définition le n-uplet de réels

(71, ) tel que
V—w="y€e1+ -+ Ynen

Les coordonnées du point origine w dans le repere (w;es,---,e,) sont tou-
jours (0,---,0). Si on choisit w=0 et (e, -+, e,)=((1,0,---,0),---,(0,---,
0,1)) (la base canonique de R™), alors les coordonnées de (a1, -, a,) € R
dans ce repere (appelé repére canonique) sont évidemment (aj, - - -, ap).

Mais si on choisit ’origine du repére w différente du vecteur nul, alors
les coordonnées du vecteur nul dans le repére ne sont pas toutes nulles!
Définition. Soit (w;eq,---,e,) un
repére de R™ et j € [[1,n]]. On appelle

j-eme axe du repére la droite {w +
tej|t e R} w+ey
w
Cet ensemble est bien une droite w+e€;
dans R", car c’est un sous-espace affine 0 es
de dimension 1 et de direction Re;. <
1

Les n axes du repére ont un seul

point commun, qui est w. Figure 1.7 Un repere du plan

5 , et ses deux axes
Lorsqu’on veut représenter des

éléments de R, R?,R® dans une figure,
on a besoin d’un repére et de graduations sur les axes du repere.

La représentation de R est la plus facile. Soit (w;e;) le repére choisi. On
dessine une droite graduée (chaque point de la droite dessinée correspond



