


恩格斯说:“纯数学的对象是现实世界的空间形式和数量关系.”这就是说,数学是研究数与形的关系的一门学科,
它是以解决客观世界的事物的内在逻辑联系的“问题”为主要目的.从这个意义上来讲,探索解决数学问题的规律及方法是十分重要的.
通过对数学形态的内在基本结构的分析和研究,从而顺利地解决问题,对培养我们的数学思维水平及提高解决问题的能力都有十分重要的意义.

数学的内容就是一种形态与另一种形态的对比和关系的转化.要解决好一个数学问题,
首要的是要对一个数学问题构成的结构有充分的认识,再熟知一些推演关系的基本手段及方法；

其次,要善于把问题的假设和结论,借助已有的(尽可能多的)数学知识和数学理论沟通起来,从而顺利地解决问题.
解决问题有“通法”和“巧技”,但我们一定要知道“巧”不是解题的大道,只是一条捷径,而捷径不是处处都有的.只有练好解题的基本功,

解题的捷径才不难找到.要掌握解题的“通法”,必须要知道一些数学形态的“通性”,即它们的内部结构及这些结构的逻辑联系、演化规律,
每一种典型的基本结构在数学形态中的作用以及处理它们的一些常见的数学方法和数学知识.解题能力的大小,就是你拥有的这种数学知识的体现.
它就像要给人治病,必须先了解人体的各部分组成的器官和构成器官的细胞及它们的生物学作用.只有这样练好了基本功,才会得到解题的“通法”,
找到处理数学问题的“大道”.

这里还有一个数学能力的问题,具体来说,就是通过对数学问题的研究和学习得到处理数学问题的有效程度的大小和解题能力.
能力是一种稳定的个性心理特征,它影响人们的数学

学习活动的完成,影响数学学习活动的效果.
正如瑞典心理学家魏德林(I.Werdelin)
指出的:“数学能力是理解数学的问题、符号、方法

和证明的本质的能力;是学会它们,
在记忆中保持和再现它们,在解数学(或类似的)
课题时运用它们的能力.”

总之,只有通过对数学问题的基本结构进行深入

的分析,对各种基本结构彼此关联的本质进行探索,
掌握好处理数学问题的一般的数学思维方式和方法,
才能掌握解决问题的本领.把初等数学作为一个系统,
用“结构”的观点来进行分析研究,
就是本书的目的.所谓“结构”,就是追根溯源,
从一个科学体系的最基本的“细胞”开始研究,
寻找其内部的联系和规律,从而达到对整个系统的认识,
使研究的方法、结果更具科学性和一般性.
任何一个科学体系的基本结构,
抽象为数学语言,就是我们所谓的“元”

(如同物理学上的“基本粒子”,化学上的元素,
生物学上的细胞等).

认识一个数学问题,对它进行处理,
有一个最基本的思想,那就是将这个数学问题简单化,
从而发掘出此问题的内在演化规律,以及它与已有的数学结论之间的联系,
从而达到使用最优的逻辑演算和推理方法来解决问题,这就是人们通常说的简单化原则.不管问题的形态多么复杂,但它都由一些基本结构组成,就像一个

生命体,它由各种各样的细胞构成,正是这些细胞相互关联,才使生命充满了活力.要认识生命,就必须认识这些细胞.同样的,要解决数学问题,也必须认识

数学的一些基本结构,以及这些结构在数学中的作用,按自然辩证法的观点,数学的简单化原理也应该有规律可循.对数和式组成的数学形态的处理,探求

简化规则,就是对规律的一种分析方法.
规律是一个抽象的概念,规律往往隐藏在大量复杂的表象后面,它似乎离我们很近,但又很远,需要我们对大量同类问题进行全方位、多层次的分析比

较,拨开迷雾,找出它们的本质属性.本书就以数学最基本的对象——元的认识展开我们的研究.
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“中学生数学读物”系列丛书的出版,标志着我校中学数学教

育、教学研究进入了一个全新的时期.近百年来,我校的先辈们在

基础数学教育、教学方面进行了大量的科学研究,取得了丰硕的

成果.进入新时期后,学校在总结先辈及国内外的先进经验,并吸

取教训的基础上,推出了培养新时期各学科领军人物的“春笋计

划”.经过三年的努力,不论在理论上,还是教育实践中,都已取得

了一批可喜的成果,极大地推动了教改进程和学校的快速发展,
并在课堂教学、创新人才培养方面取得了显著成效,受到了各界

的赞誉.特别是数学教研组和数学名师工作室的全体教师,通过认

真学习中外数学教育的先进理论,深入调研,开展了许多有意义

的研究工作.他们将研究的成果集结成这套系列丛书,从理论上阐

述了初等代数体系的架构及处理代数问题的基本规则,使教和学

能够在科学的规则指导下高效地进行.此套丛书既有先进的科学

性,又有很好的可读性和可操作性,是一部值得师生阅读、参考的

读物.如果读者在阅读后能有些许收获,我们将深感荣幸和欣慰.

西南大学附属中学校长:张万琼
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恩格斯说:“纯数学的对象是现实世界的空间形式和数量关

系.”这就是说,数学是研究数与形的关系的一门学科,它是以解决

客观世界的事物的内在逻辑联系的“问题”为主要目的.从这个意

义上来讲,探索解决数学问题的规律及方法是十分重要的.通过

对数学形态的内在基本结构的分析和研究,从而顺利地解决问

题,对培养我们的数学思维水平及提高解决问题的能力都有十分

重要的意义.
数学的内容就是一种形态与另一种形态的对比和关系的转

化.要解决好一个数学问题,首要的是要对一个数学问题构成的结

构有充分的认识,再熟知一些推演关系的基本手段及方法;其次,
要善于把问题的假设和结论,借助已有的(尽可能多的)数学知识

和数学理论沟通起来,从而顺利地解决问题.
解决问题有“通法”和“巧技”,但我们一定要知道“巧”不是解

题的大道,只是一条捷径,而捷径不是处处都有的.只有练好解题

的基本功,解题的捷径才不难找到.要掌握解题的“通法”,必须要

知道一些数学形态的“通性”,即它们的内部结构及这些结构的逻

辑联系、演化规律,每一种典型的基本结构在数学形态中的作用

以及处理它们的一些常见的数学方法和数学知识.解题能力的大

小,就是你拥有的这种数学知识的体现.它就像要给人治病,必须

先了解人体的各部分组成的器官和构成器官的细胞及它们的生

物学作用.只有这样练好了基本功,才会得到解题的“通法”,找到

处理数学问题的“大道”.
这里还有一个数学能力的问题,具体来说,就是通过对数学

问题的研究和学习得到处理数学问题的有效程度的大小和解题
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能力.能力是一种稳定的个性心理特征,它影响人们的数学学习活

动的完成,影响数学学习活动的效果.正如瑞典心理学家魏德林

(I.Werdelin)指出的:“数学能力是理解数学的问题、符号、方法和

证明的本质的能力;是学会它们,在记忆中保持和再现它们,在解

数学(或类似的)课题时运用它们的能力.”
总之,只有通过对数学问题的基本结构进行深入的分析,对

各种基本结构彼此关联的本质进行探索,掌握好处理数学问题的

一般的数学思维方式和方法,才能掌握解决问题的本领.把初等数

学作为一个系统,用“结构”的观点来进行分析研究,就是本书的

目的.所谓“结构”,就是追根溯源,从一个科学体系的最基本的“细
胞”开始研究,寻找其内部的联系和规律,从而达到对整个系统的

认识,使研究的方法、结果更具科学性和一般性.任何一个科学体

系的基本结构,抽象为数学语言,就是我们所谓的“元”(如同物理

学上的“基本粒子”,化学上的元素,生物学上的细胞等).
认识一个数学问题,对它进行处理,有一个最基本的思想,那

就是将这个数学问题简单化,从而发掘出此问题的内在演化规

律,以及它与已有的数学结论之间的联系,从而达到使用最优的

逻辑演算和推理方法来解决问题,这就是人们通常说的简单化原

则.不管问题的形态多么复杂,但它都由一些基本结构组成,就像

一个生命体,它由各种各样的细胞构成,正是这些细胞相互关联,
才使生命充满了活力.要认识生命,就必须认识这些细胞.同样的,
要解决数学问题,也必须认识数学的一些基本结构,以及这些结

构在数学中的作用.按自然辩证法的观点,数学的简单化原理也应

该有规律可循.对数和式组成的数学形态的处理,探求简化规则,
就是对规律的一种分析方法.

规律是一个抽象的概念,规律往往隐藏在大量复杂的表象后

面,它似乎离我们很近,但又很远,需要我们对大量同类问题进行

全方位、多层次的分析比较,拨开迷雾,找出它们的本质属性.本书

就以数学最基本的对象———元的认识展开我们的研究.

戴 宇
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第一讲  元的认识

代数的一个主要内容是对数符、字符和运算符组合成的代数

式进行研究,通过运算、恒等变形、转换形式及数理的逻辑推演,
从而达到对客观世界的自然形态的认识和变化规律的认知,使人

类改造世界的目标得以实现.初等数学中,代数的基本内容主要是

对数的认识、式子的恒等变形的技巧训练、方程的求解、函数观点

的确定、不等量的比较等.它对学习者有一个最基本的要求,就是

要建立对“基元”的认识,下面举例说明.

例1 化简:

2-a
2+a - 2-a

+
4-a2 +a+2

2a
æ

è
çç

ö

ø
÷÷· 4-a2

a2 -
2
a

æ

è
ç

ö

ø
÷

(0<a<2).

解 令x= 2-a,y= 2+a,

所以a=
1
2
(y2-x2),2=

1
2
(y2+x2).

所以原式=
x

y-x+
xy+y2

y2-x2
æ

è
ç

ö

ø
÷· 2xy

y2-x2-
y2+x2

y2-x2
æ

è
ç

ö

ø
÷

=
x

y-x+
y

y-x
æ

è
ç

ö

ø
÷· -(y-x)2

y2-x2
é

ë
êê

ù

û
úú

=
x+y
y-x

·x-y
y+x =-1.

【思悟点拨】

1.观察整个式子,主要由 2+a,2-a 构成,它们为此问

题的元.
2.把式子用基元x,y表示时,要注意a和2的表示:对称和次

1



数的认识及分析.
3.注意与常规的有理化解法比较.

例2 化简: 4 15
5+23+ 17

-23+
17
17

.

解 令x= 5,y=23,z= 17,所以x2+y2=z2.

所以原式=
2xy

x+y+z-y+z

=
(x+y)2-z2

x+y+z -y+z

=x+y-z-y+z

=x= 5.

【思悟点拨】

1.此式由 5,23,17构成,注意其相互间的关系.

2. 2xy
x+y+z

转化时注意分子、分母次数的统一.

3.正整数的“基”应为质数,所以这里应考虑将质数的算术平

方根作为元.

例3 化简:8+2 15- 10- 6
5+ 3- 2

.

解 令x= 5,y= 3,z= 2,所以x2=y2+z2.

原式=
x2+y2+2xy-xz-yz

x+y-z

=
(x+y)2-z(x+y)

x+y-z

=
(x+y)(x+y-z)

x+y-z
=x+y

= 5+ 3.
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例4 解方程: 7+43( )
x
+ 7-43( )

x
=14.

解 令a= 7+43( )
x,b= 7-43( )

x,

所以ab=1且a+b=14.
所以a,b是y2-14y+1=0的两根,

故
a=7+43,

b=7-43{ 或
a=7-43,

b=7+4 3.{
即有x

2=1或x
2=-1⇒x=2或x=-2,检验满足原方程.

【思悟点拨】

1.式子左边两项共轭,是基本结构.
2.构造方程求解.

例5 解方程组:
x+

1
y - x+y-3= 3,

2x+y+
1
y =6.

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

解 令a= x+
1
y
,b= x+y-3,

则a2+b2=x+
1
y +x+y-3=6-3=3.

所以原方程变为
a-b= 3,

a2+b2=3⇒(a-b)2+2ab=3,{
所以ab=0,即

a=0,

b=- 3{ (舍)或 a= 3,

b=0.{

所以
x+

1
y =3,

x+y=3

ì

î

í

ïï

ïï
⇒

x=2,

y=1{ 或
x=4,

y=-1.{
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【思悟点拨】

1.两式最低次为根式,以它们为基元,则可将方程化为整式

方程.
2.确定元后,注意两元的关系,并用其表示第二个方程.
3.注意“有意义”的范围.

例6 求:7
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

1002

· 32004+152004

352004+72004
.

解 令x=71002,y=31002,z=51002,

所以原式=
x
y
· y2+y2z2

x2z2+x2

=
x
y
· y2

x2

=
x
y
·y
x

=1.

【思悟点拨】

1.此式的元由质因子及方幂确定,故71002,31002,51002 分别

为元.
2.从以上各例可以看出进行多元代换时,应尽量寻求各元之

间的内在关系.

例7 对一切不为0的实数x,总有2x·f(x)+3f
1
x

æ

è
ç

ö

ø
÷=x2

成立,求f(x).

解 由于2x·f(x)+3f
1
x

æ

è
ç

ö

ø
÷=x2,  ①

将x 换成1
x

得3f(x)+
2
x
·f

1
x

æ

è
ç

ö

ø
÷=
1
x2

4



⇒3x·f(x)+2f
1
x

æ

è
ç

ö

ø
÷=
1
x.  ②

②×3-①×2得5x·f(x)=
3
x -2x2,

即f(x)=
3
5x2-

2
5x.

【思悟点拨】

1.式中有两个元,即f(x)和f
1
x

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,但题中只有一个方程,

故需转化为两个方程.
2.注意元的任意性的代换.

例8 分解因式:(ax-by)3+(by-cz)3-(ax-cz)3.

解 令m=ax-by,n=by-cz,则m+n=ax-cz.
故原式=m3+n3-(m+n)3

=(m+n)(m2-mn+n2)-(m+n)3

=(m+n)(m2-mn+n2-m2-n2-2mn)

=(m+n)(-3mn)

=-3(ax-by)(by-cz)(ax-cz).

【思悟点拨】

换元使问题简化,从而可知其内在规律.

例9 分解因式:2a2-3ab-2b2-a+7b-3.

解 原式=2a2-(3b+1)a-2b2+7b-3
=2a2-(3b+1)a-(2b-1)(b-3)

=(a-2b+1)(2a+b-3).

【思悟点拨】

1.多字母认定主元后,其余字母视作常数,一般字母次数低的
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应作主元.
2.此法可用作不超过二次式的分解运算.
3.当然也可以以字母b为主元重新整理.
4.此题为典型的二元二次式因式分解,其传统方法是两次十

字相乘或双十字相乘法.

例10 已知a+b-2 a-1-4b-2=3c-3-
1
2c-5,

求a+b+c.

解 令x= a-1,y= b-2,z= c-3,
则x2+1=a,y2+2=b,z2+3=c.

条件式变为x2+y2+3-2x-4y=3z-
1
2
(z2+3)-5

 ⇔(x2-2x+1)+(y2-4y+4)+
1
2z

2-3z+
9
2=0

 ⇔(x-1)2+(y-2)2+
1
2
(z-3)2=0,

所以

x=1,

y=2,

z=3.

ì

î

í

ïï

ïï

所以a+b+c=x2+y2+z2+6=1+4+9+6=20.

【思悟点拨】

1.将根式作元,则无理式可变化成有理式的运算.
2.三元不定方程通常只能找三个元的关系,而结果要求三元

之和,则可注意到换元后为二次式,应看可否化为非负数和的形

式,从而分别配方.
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例11 已知x,y,z∈R+ 且 x
2+x+

y
2+y+

z
2+z=1.

求证:x2

2+x+
y2

2+y+
z2

2+z≥1.

证明 令2+x=a,2+y=b,2+z=c,由已知得

a-2
a +

b-2
b +

c-2
c =1,即

1
a +

1
b +

1
c =1.

则a+b+c

=(a+b+c)1a +
1
b +

1
c

æ

è
ç

ö

ø
÷

≥ (1+1+1)2=9,
即a+b+c≥9.

故 x2

2+x+
y2

2+y+
z2

2+z

=
(a-2)2

a +
(b-2)2

b +
(c-2)2

c

=a+b+c+4
1
a +

1
b +

1
c

æ

è
ç

ö

ø
÷-12

≥9+4-12=1.

【思悟点拨】

1.分母为单项式比其为多项式简单,且条件式和结论式的分

母有相同因式,故选2+x,2+y,2+z作元就可使二式均简化,而
容易观察其内在联系.

2.变换后由于只有式子a+b+c,而条件为1
a +

1
b +

1
c =1,

故容易想到用柯西不等式.

3.此题选 x
2+x

,y
2+y

,z
2+z

作元也可,如下.
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另证 设 x
2+x=a,则x=

2a
1-a

(a>0,a≠1),

再设 y
2+y=b,z

2+z=c,得y=
2b
1-b

,z=
2c
1-c

,

则a+b+c=1(a,b,c∈R+).

A=
x2

2+x+
y2

2+y+
z2

2+z

=
2a2

1-a+
2b2

1-b+
2c2

1-c

=2
a2

b+c+
b2

c+a+
c2

a+b
æ

è
ç

ö

ø
÷

≥2·
(a+b+c)2

2(a+b+c)=1.

例12 求使 x + y ≤a x+y 恒成立的a 的取值范围.

解 由于a≥
x

x+y
+

y
x+y

,

所以可令u=
x

x+y
,v=

y
x+y

,

则问题化为求t=u+v 的最大值.
因为u2+v2=1(u≥0,v≥0),

又令u=sinθ,v=cosθθ∈ 0,π2
é

ë
êê

ù

û
úú

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,

所以t=u+v=sinθ+cosθ= 2sinθ+
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,

所以tmax= 2,故所求a 的范围是a≥ 2.

【思悟点拨】

1.在不能观察出最本质的元时,可以分步逐次取元,最终达到

简化结构的目的.
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2.含有参数的恒成立问题,分离参数是常用的解决方法.

例13 已知x∈ 0,π2
æ

è
ç

ö

ø
÷ ,求f(x)=tanx+cotx+secx+

cscx 的最小值.

解 f(x)=
sinx
cosx+

cosx
sinx +

1
cosx+

1
sinx

=
sin2x+cos2x+sinx+cosx

sinxcosx .

令t=sinx +cosx,则2sinxcosx =t2 -1,因为x ∈

0,π2
æ

è
ç

ö

ø
÷ ,所以t∈ (1,2],代入原式得

f(x)=
1+t

1
2
(t2-1)

=
2

t-1
.

所以t= 2时,[f(x)]min=2(2+1).

【思悟点拨】

1.二元对称式中一般将和作元,即有a+b和ab,选t=a+b
作元,再用t表示出ab.

2.此题也可先用万能公式,再选tanx
2

作元.

例14 设a0 为常数,且an =-2an-1+3n-1(n∈N*).

求证:对任意n≥1,an =
1
5
[3n +(-1)n-12n]+(-1)n2na0.

证明 设bn =an -
1
5
[3n +(-1)n-12n]-(-1)n2na0,

则an =bn +
1
5
[3n +(-1)n-12n]+(-1)n2na0,
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