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前　　言

世界在变，自然在变。高等数学是研究变量变化过程中相互依赖关系的学

科，它是现代科学研究与工程设计的基础。阿基米德、牛顿、高斯、欧拉、拉格朗日

……在自然科学诸多领域作出了卓绝的贡献，正是因为他们也是数学家。数学是

打开机会的钥匙。现代青年为追求卓越、振兴中华，必须学好高等数学。因此，陕

西省教育厅组织西安交通大学、西安电子科技大学、西安工业大学、西安建筑科技

大学教师和西北大学出版社，为应用型理工类本科生编写、出版了《高等数学（理

工类）》，省内外不少院校采用了该课本。本书就是应广大师生强烈要求，为该课

本编写的辅导教材。

编者认为，要学好数学，必须引导学生认真阅读教材，深刻理解、牢固掌握基

本概念、基本理论、基本算法。所以，各章首先列出了内容提要。学生应根据基本

要求和自己的情况，确定自己的难点与学习重点，及时看书、研讨、答疑。针对学

生常见的疑问与错误，本书作了解答。这些解答不可能涵盖全部问题，建议读者

自己多思考、多看书、多询问。对于作业中出现的错误，尤其应当反思其原因。为

帮助读者深入理解、牢固掌握基本概念、理论与算法，本书还补充了一些典型例

题。希望读者看到，解决问题的途径多种多样；通过猜测、类比、抽象、运算、推理、

优化，常能证明或推翻预期的结论。这就是数学思维的神奇力量。

众所周知，要学会游泳，必须下水锻炼。同样，要学好数学，也必须自己动脑、

动手多做练习。行成于思而毁于随，业精于勤而荒于嬉。我们反对抄袭现成的答

案。只有通过自己的思考、运算和论述，才有可能学会数学的思维和表达方法，真

正把握打开机会的钥匙。我们也赞成对遭遇困难的人扶助一把，对迷失道路的人

指引方向。所以，对课本中一些较难或易错的题目，本书作了解答。希望读者看

过后，反思自己不会做或做错的原因，吸取教训，自己动手做好习题。达朗贝尔说

过：前进就会产生信念。当你一步步学会独立完成作业，独自解决许多问题的时

候，你一定会自信，我也可以成为有益于社会的人。

本书主编为李广民、邓建中教授，副主编为陈慧婵、任春丽副教授。各章编写
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人员分别为邓建中、陈慧婵、任春丽、李花妮、程红萍、伊晓玲、黄小平、翟美娟、王

艳、宋丽平。他们分属西安电子科技大学、西安交通大学、西安工业大学、西安建

筑科技大学等。他们都很有教学经验，多是教授、副教授、数学教研室主任。但由

于时间仓促，水平有限，缺点与错误一定不少，恳请读者批评指正。

编　者

２００９年５月
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第一章 　 函数与极限

一、内容提要

１．函数的定义

名称 定 　　 义 记 　 号

函数

设ｘ和ｙ是两个变量，Ｄ是数集，若对于每个数ｘ∈Ｄ，按照

一定的对应法则ｆ，总存在唯一确定的实数ｙ与之对应，则称

ｙ为ｘ的函数．

ｙ＝ｆ（ｘ），ｘ∈Ｄ，Ｄ为

定义域，Ｗ ＝｛ｙ｜ｙ＝

ｆ（ｘ），ｘ∈Ｄ｝为值域

基本

初等

函数

幂函数ｙ＝ｘα，ｘ∈ （０，＋∞）（α是实数）

指数函数ｙ＝ａｘ，ｘ∈ （－∞，＋∞）（ａ＞０，ａ≠１）

特别ｙ＝ｅｘ，ｘ∈ （－∞，＋∞）

对数函数ｙ＝ｌｏｇａｘ，ｘ∈ （０，＋∞）（ａ＞０，ａ≠１）

特别ｙ＝ｌｎｘ，ｘ∈ （０，＋∞）

三角函数ｙ＝ｓｉｎｘ，ｙ＝ｃｏｓｘ，ｙ＝ｔａｎｘ，

ｙ＝ｃｏｔ　ｘ，ｙ＝ｓｅｃｘ，ｙ＝ｃｓｃｘ

反三角函数

ｙ＝ａｒｃｓｉｎｘ，ｘ∈ ［－１，１］；ｙ＝ａｒｃｃｏｓｘ，ｘ∈ ［－１，１］；

ｙ＝ａｒｃｔａｎｘ，ｘ∈（－∞，＋∞），ｙ＝ａｒｃｃｏｔｘ，ｘ∈（－∞，＋∞）

初等

函数

由上述五类基本初等函数经过有限次的四则运算及复合而

成的函数．

非初等函数的例子：

ｙ＝ｓｇｎｘ

＝

－１，ｘ＜０

０，ｘ＝０

１，ｘ＞
烅
烄

烆 ０
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２．函数的性态

ｙ＝ｆ（ｘ） 定义域 定 　　 义 例

单调增（减） （ａ，ｂ）

ｘ１，ｘ２ ∈ （ａ，ｂ），且ｘ１

＜ｘ２，有ｆ（ｘ１）＜ｆ（ｘ２）

（或ｆ（ｘ１）＞ｆ（ｘ２））

ｙ＝ｘ３，ｘ∈ （－∞，＋∞）

ｙ＝ １ｘ
，ｘ∈ （０，＋∞）

有界性 （ａ，ｂ）
Ｍ ＞０，ｘ∈ （ａ，ｂ），

有｜ｆ（ｘ）｜≤Ｍ

ｙ＝ １ｘ２
，ｘ∈（－∞，０）∪（０，＋∞）

ｙ＝ｓｉｎｘ，ｘ∈ （－∞，＋∞）

奇（偶）性 （－ｌ，＋ｌ）

ｘ∈ （－ｌ，＋ｌ）

ｆ（－ｘ）＝－ｆ（ｘ）

（ｆ（－ｘ）＝ｆ（ｘ））

ｙ＝ｓｉｎｘ＋ｔａｎｘ，ｘ∈（－∞，＋∞）

ｙ＝ ｓｉｎ２　ｘ＋ｃｏｓｘ，ｘ ∈ （－ ∞，

＋∞）

周期性 （－∞，＋∞）
Ｔ＞０，

ｆ（ｘ＋Ｔ）＝ｆ（ｘ）
ｙ＝ｃｏｓｘ，Ｔ＝２π

３．函数极限的定义

函 　 数 自变量变化过程 自变量变到一定阶段 因变量与Ａ任意接近 记 　 号

数列

ｘｎ ＝ｆ（ｎ）
ｎ→ ∞ ｎ＞Ｎ ｜ｘｎ－Ａ｜＜ε ｌｉｍ

ｎ→∞
ｘｎ ＝Ａ

函数

ｙ＝ｆ（ｘ）

ｘ→ｘ０ ０＜｜ｘ－ｘ０｜＜δ ｜ｆ（ｘ）－Ａ｜＜ε ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
ｆ（ｘ）＝Ａ

单侧
ｘ→ｘ－０ ０＜ｘ０－ｘ＜δ ｜ｆ（ｘ）－Ａ｜＜ε ｌｉｍ

ｘ→ｘ－０

ｆ（ｘ）＝Ａ

ｘ→ｘ＋０ ０＜ｘ－ｘ０ ＜δ ｜ｆ（ｘ）－Ａ｜＜ε ｌｉｍ
ｘ→ｘ＋０

ｆ（ｘ）＝Ａ

ｘ→ ∞ ｜ｘ｜＞Ｘ ｜ｆ（ｘ）－Ａ｜＜ε ｌｉｍ
ｘ→∞
ｆ（ｘ）＝Ａ

单侧
ｘ→－∞ ｘ＜－Ｘ ｜ｆ（ｘ）－Ａ｜＜ε ｌｉｍ

ｘ→－∞
ｆ（ｘ）＝Ａ

ｘ→＋∞ ｘ＞Ｘ ｜ｆ（ｘ）－Ａ｜＜ε ｌｉｍ
ｘ→＋∞
ｆ（ｘ）＝Ａ

无穷小量 当ｘ→ｘ０（或ｘ→ ∞）时，α（ｘ）以零为极限
ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
（ｘ→∞）

α（ｘ）＝０

无穷大量 当ｘ→ｘ０（或ｘ→ ∞）时，ｆ（ｘ）绝对值无限变大
ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
（ｘ→∞）

ｆ（ｘ）＝ ∞
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４．极限存在准则及两个重要极限

准 　 则 结 　　 论 重要极限

加逼准则
若ｙｎ≤ｘｎ≤ｚｎ，且ｌｉｍ

ｎ→∞
ｙｎ＝ａ，ｌｉｍ

ｎ→∞
ｚｎ＝ａ，

则ｌｉｍ
ｎ→∞
ｘｎ ＝ａ

ｌｉｍ
ｘ→０

ｓｉｎｘ
ｘ ＝１

单调有界准则 单调有界数列必有极限
ｌｉｍ
ｎ→∞

１＋ １（ ）ｎ
ｎ

＝ｅ，

ｌｉｍ
ｘ→∞

１＋ １（ ）ｘ
ｘ

＝ｅ

５．极限的运算

四则运算

设ｌｉｍｆ（ｘ）＝Ａ，

ｌｉｍｇ（ｘ）＝Ｂ

则ｌｉｍ［ｋ·ｆ（ｘ）］＝ｋ·Ａ＝ｋ·ｌｉｍｆ（ｘ）（ｋ为常数）

则ｌｉｍ［ｆ（ｘ）±ｇ（ｘ）］＝Ａ±Ｂ＝ｌｉｍｆ（ｘ）±ｌｉｍｇ（ｘ）

则ｌｉｍ［ｆ（ｘ）·ｇ（ｘ）］＝Ａ·Ｂ＝ｌｉｍｆ（ｘ）·ｌｉｍｇ（ｘ）

则ｌｉｍｆ
（ｘ）
ｇ（ｘ）＝

Ａ
Ｂ ＝ｌｉｍｆ

（ｘ）
ｌｉｍｇ（ｘ）

，（Ｂ≠０）

等价无穷小代换 若α～α′，β～β′，ｌｉｍβ
′
α′
存在，则有ｌｉｍβ

α ＝ｌｉｍβ′α′

６．函数连续性的定义

类 　 型 定 　　 义 注

在点ｘ０ 连续 ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
ｆ（ｘ）＝ｆ（ｘ０）（或ｌｉｍ

Δｘ→ｘ０
Δｙ＝０），称ｆ（ｘ）在点ｘ０连续

若 ｆ（ｘ）在点 ｘ０

不连续，称ｆ（ｘ）

在点ｘ０ 间断

在 （ａ，ｂ）内

连续
ｆ（ｘ）在（ａ，ｂ）内每一点都连续，称ｆ（ｘ）在（ａ，ｂ）内连续

在 ［ａ，ｂ］上

连续

ｆ（ｘ）在（ａ，ｂ）内每一点都连续，在点ａ右连续，在点ｂ左

连续

初等函数在其定

义区间内连续
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７．闭区间上连续函数的性质

最大值最小值性质 闭区间上的连续函数必有最大值和最小值．

介值性定理
若ｆ（ｘ）∈Ｃ［ａ，ｂ］，Ｃ是介于ｆ（ａ）与ｆ（ｂ）之间任一常数，则至少一

点存在ξ∈ （ａ，ｂ），使得ｆ（ξ）＝Ｃ

零点定理
若ｆ（ｘ）∈Ｃ［ａ，ｂ］，且ｆ（ａ）·ｆ（ｂ）＜０，则存在ξ∈ （ａ，ｂ），使得

ｆ（ξ）＝０

二、问题答疑

问题１　 单调函数必有反函数，不单调的函数是否一定没有反函数？

答 　 否．一个函数是否有反函数取决于函数的对应规则，函数在定义域与值

域之间是否构成一一对应．若是，则必存在反函数；若不是，则不存在反函数．
单调性只是存在反函数的充分条件，而非必要条件．例如：

ｆ（ｘ）＝
ｘ， ｘ为有理数

－ｘ， ｘ烅
烄

烆 为无理数

在（－∞，＋∞）中不是单调函数，但它有单值反函数，这个反函数就是ｆ－１（ｘ）＝

ｆ（ｘ），ｘ∈ （－∞，＋∞）．
问题２　 初等函数与非初等函数有何区别？

答 　 初等函数是由常数和基本初等函数（幂、指、对、三、反）经过有限次的四

则运算和有限次的复合运算所构成的，并且可以用一个式子表示，否则就是非初

等函数，例如：

ｙ＝ ｘ２－槡 ４，ｙ＝ｅ
ｘ－ｅ－ｘ
２

及ｙ＝ｌｎｘ＋ｅ
ｓｉｎ槡ｘ－１
ｘ２

等都是初等函数．ｙ＝ｘｘ也是初等函数，因为它是由ｙ＝ｅｕ与ｕ＝ｘｌｎｘ复合而成

的．ｙ＝｜ｘ｜同样是初等函数，因为它是由ｙ＝槡ｕ与ｕ＝ｘ２复合而成的．而狄利
克雷函数

ｙ＝
１， ｘ为有理数

０， ｘ烅
烄

烆 为无理数

是非初等函数．贝萨尔函数Ｊ０（ｘ）＝１－ｘ
２

２２＋
ｘ４
２２·４２－

ｘ６
２２·４２·６２＋

…及椭圆函
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数Ｆ（ｘ，ε）＝∫
ｘ

０

ｄｔ
１－ε２ｓｉｎ２槡 ｔ

，０＜ε＜１也是非初等函数．因为它不可能由有限次

的四则运算和有限次的复合运算所构成的．微积分中所讨论的函数绝大多数属于

初等函数．

问题３　 分段函数一定不是初等函数吗？

答 　 不一定，分段函数只是表示函数的一种方法并非一类函数．例如分段函

数ｙ＝
ｘ， ｘ≥０

－ｘ， ｘ＜烅
烄

烆 ０
，它也可以表示为ｙ＝｜ｘ｜，是初等函数．又如分段函数

ｆ（ｘ）＝
ｃｏｓ２　ｘ＋ｓｉｎ２　ｘ， －∞ ＜ｘ≤１

ｌｏｇｘｘ， １＜ｘ＜＋∞烅
烄

烆
，它也可以表示为ｆ（ｘ）＝１，是初等函

数．

问题４　 下列关于数列极限的论述是否正确？

（１）当ｎ充分大以后，若数列｛ｘｎ｝越来越接近于ａ，则有ｌｉｍ
ｎ→∞
ｘｎ ＝ａ．

（２）若对 ε＞０，存在自然数Ｎ，当ｎ＞Ｎ时，总有无穷多个ｘｎ满足｜ｘｎ－

ａ｜＜ε，则有ｌｉｍ
ｎ→∞
ｘｎ ＝ａ．

（３）若对于任意给定的正整数ｋ，总存在正数Ｎ，当ｎ＞Ｎ时，所有的ｘｎ均满

足｜ｘｎ－ａ｜＜ｅ－ｋ，则有ｌｉｍ
ｎ→∞
ｘｎ ＝０．

答 　（１）不正确．ｌｉｍ
ｎ→∞
ｘｎ＝ａ是指当ｎ充分大以后，ｘｎ与ａ的差的绝对值可以

任意的小（小于预先给定任意小的正数ε），即随着ｎ的增大｜ｘｎ－ａ｜趋向于０；而

当ｎ充分大以后，数列｛ｘｎ｝越来越接近于ａ，只能表明｜ｘｎ－ａ｜越来越小，并不能

保证｜ｘｎ－ａ｜趋向于０．例如ｘｎ ＝１＋１ｎ
，随着ｎ的增大ｘｎ越来越接近于０，但

ｌｉｍ
ｎ→∞
ｘｎ ≠０．正确的说法应当是，若当ｎ→ ∞ 时，ｘｎ无限的接近于ａ（要多么接近就

有多么接近），则有ｌｉｍ
ｎ→∞
ｘｎ ＝ａ．

（２）不正确．ｌｉｍ
ｎ→∞
ｘｎ＝ａ的几何表现为：①点ａ的任何ε邻域Ｕ（ａ，ε）都包含了

数列｛ｘｎ｝的无限多个点；② 在Ｕ（ａ，ε）以外，最多只有数列｛ｘｎ｝的有限多个点．题

设只满足 ① 而不满足 ②，故不能说数列｛ｘｎ｝以ａ为极限．例如：取

ｘｎ ＝
１
２ｎ
， ｎ为奇数

１， ｎ
烅
烄

烆 为偶数

的确在Ｕ（０，ε）都包含了数列｛ｘｎ｝的无限多个点，但显然ｌｉｍ
ｎ→∞
ｘｎ 不存在．



６　　　　 高等数学辅导与习题选解
　　　ＧＡＯ　ＤＥＮＧ　ＳＨＵ　ＸＵＥ　ＦＵ　ＤＡＯ　ＹＵ　ＸＩ　ＴＩ　ＸＵＡＮ　ＪＩＥ

（３）正确．因为对于任意给定的正数ε总可以取适当的正整数ｋ，使得ｅ－ｋ＜ε，

对于上述数ｋ，由题设存在正整数Ｎ，当ｎ＞Ｎ 时，所有的ｘｎ 均满足｜ｘｎ－ａ｜＜

ｅ－ｋ ＜ε，所以由极限的定义有ｌｉｍ
ｎ→∞
ｘｎ ＝ａ．

问题５　 如果数列｛ｘｎ｝收敛，数列｛ｙｎ｝发散，那么数列｛ｘｎｙｎ｝一定发散吗？

答　不一定．例如：ｘｎ＝１ｎ
，ｎ＝１，２，…；ｙｎ＝（－１）ｎ，ｎ＝１，２，…．显然，｛ｘｎ｝

收敛于０，｛ｙｎ｝发散．但ｘｎｙｎ ＝ （－１）ｎ １ｎ
，ｎ＝１，２，…，｛ｘｎｙｎ｝收敛于０．又例如：

ｘｎ ＝１＋ｎｎ
，ｎ＝１，２，…；ｙｎ＝（－１）ｎ，ｎ＝１，２，…．显然，｛ｘｎ｝收敛于１，｛ｙｎ｝发散．

而ｘｎｙｎ ＝ （－１）ｎ１＋ｎｎ
，ｎ＝１，２，…，｛ｘｎｙｎ｝发散．正确的说法应当是：如果数列

｛ｘｎ｝收敛且ｌｉｍ
ｎ→∞
ｘｎ ≠０，数列｛ｙｎ｝发散，则数列｛ｘｎｙｎ｝一定发散．

问题６　 无穷多个无穷小的和是否仍为无穷小？

答 　 不一定．例证如下：（１）若ｘｎ ＝ １ｎ２＋
２
ｎ２＋

…＋ｎ－１ｎ２
，

因为ｘｎ ＝ １ｎ２
［１＋２＋…＋（ｎ－１）］＝ １ｎ２

ｎ（ｎ－１）
２

，

所以ｌｉｍ
ｎ→∞
ｘｎ＝ｌｉｍ

ｎ→∞

１
ｎ２
ｎ（ｎ－１）
２ ＝１２

，此处，无穷多个无穷小之和是不等于零的

常数．

（２）若ｘｎ ＝ １ｎ３＋
２
ｎ３＋

…＋ｎ－１ｎ３
，则ｌｉｍ

ｎ→∞
ｘｎ ＝ｌｉｍ

ｎ→∞

１
ｎ３
ｎ（ｎ－１）
２ ＝０．此处，无

穷多个无穷小之和仍是无穷小．

（３）若ｘｎ＝ １
ｎ
３
２
＋２
ｎ
３
２
＋…＋ｎ－１

ｎ
３
２

，则ｌｉｍ
ｎ→∞
ｘｎ＝ｌｉｍ

ｎ→∞

１
ｎ
３
２

ｎ（ｎ－１）
２ ＝＋∞．此处，

无穷多个无穷小之和是无穷大．

正确的说法应当是：有限多个无穷小的和仍为无穷小．

问题７　 同一自变量变化过程中的两个无穷小一定能比较吗？

答 　 不一定．例如当ｘ →０时，ｘ 与ｓｉｎｘｃｏｓ１ｘ
都是无穷小，但由于

ｌｉｍ
ｘ→０

ｓｉｎｘｃｏｓ１ｘ
ｘ ＝ｌｉｍ

ｘ→０
ｃｏｓ１ｘ

不存在，所以这两个无穷小不能比较．
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问题８　 函数ｆ（ｘ）＝ １ｘｃｏｓ
１
ｘ
在区间（０，１）内是否无界？当ｘ→０时，是否

为无穷大？无穷大量和无界函数有什么区别和联系？

答　在区间（０，１）内取一个点列ｘｎ＝ １ｎπ
，ｎ＝１，２，…，则ｆ（ｘｎ）＝（－１）ｎｎπ，

ｌｉｍ
ｎ→∞
ｆ（ｘｎ）＝∞，因此，ｆ（ｘ）在集合｛ｘｎ｝上无界，而｛ｘｎ｝（０，１），故ｆ（ｘ）在（０，１）

上无界；在区间（０，１）内又取一个点列ｙｎ＝ １
（ｎ＋１２

）π
，ｎ＝１，２，…，则ｆ（ｙｎ）＝０，

ｌｉｍ
ｎ→∞
ｆ（ｙｎ）＝０，因此，当ｘ→０时，ｆ（ｘ）不为无穷大．

无穷大量是指在自变量的某个变化过程中，对应函数值的绝对值无限地增

大，即若ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
ｆ（ｘ）＝∞，则称函数ｆ（ｘ）为当ｘ→０时的无穷大；无界函数是指函数

在该区间上的函数值构成的集合不能包含在某闭区间［－Ｍ，Ｍ］（Ｍ＞０）之内，即

对于任意给定的正数Ｍ ＞０，在该区间上都会存在至少一点，使得该点处的函数

值的绝对值大于Ｍ．无穷大量和无界函数之间的关系可以概括如下：若ｆ（ｘ）是当

ｘ→ｘ０ 时的无穷大量，则ｆ（ｘ）在ｘ０ 的邻域内无界；反之未必成立．

问题９　若ｆ（ｘ）在ｘ０连续，则是否存在ｘ０的某个邻域Ｕ（ｘ０，δ），使ｆ（ｘ）在

该邻域内连续？

答 　不一定．例如：ｆ（ｘ）＝
ｘ２， 当ｘ为有理数

０， 当ｘ烅
烄

烆 为无理数
，则ｆ（ｘ）在ｘ＝０连续，而

在点ｘ＝０任何一个邻域内都间断．事实上该函数除了在点ｘ＝０连续外，在

（－∞，＋∞）内的其他点都不连续．

问题１０　 初等函数在其定义域内一定连续吗？

答 　 不一定．例如ｆ（ｘ）＝ ｃｏｓｘ－槡 １，其定义域为ｘ＝２ｎπ（ｎ＝０，±１，

±２，…），即一系列离散的点．由连续函数的定义知ｆ（ｘ）在其定义域内不连续，因

为ｆ（ｘ）在ｘ＝２ｎπ（ｎ＝０，±１，±２，…）的任何邻域内均无定义．正确的说法是：

初等函数在其定义区间内一定连续


．

三、经典题型（或例题）

例１　 求下列函数的定义域：
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（１）ｙ＝ａｒｃｓｉｎｘ－１３ ＋ ｘ－ｘ槡 ２

ｌｎ（２ｘ－１）
．　　　　（２） １

ｌｎ｜ｘ－１｜

解 　 函数的定义域是指使对应法则有意义的自变量取值区间，因此

（１）

ｘ－１
３ ≤１

ｘ－ｘ２ ≥０

２ｘ－１＞０

２ｘ－１≠

烅

烄

烆 １



－３≤ｘ－１≤３

ｘ（１－ｘ）≥０

２ｘ＞１

ｘ≠

烅

烄

烆 １



－２≤ｘ≤４

０≤ｘ≤１

ｘ＞ １２

ｘ≠

烅

烄

烆 １

 １２ ＜ｘ＜１
，即（１

２
，１）

（２）
ｌｎ｜ｘ－１｜≠０

｜ｘ－１｜≠烅
烄

烆 ０

ｘ≠０，ｘ≠２

ｘ≠烅
烄

烆 １
 定义域为ｘ≠０，ｘ≠１，ｘ≠２，

即（－∞，０）∪ （０，１）∪ （１，２）∪ （２，＋∞）

注 　 复杂函数的定义域，就是各个简单函数定义域的交集．

例２　 设ｆ（ｘ－１）的定义域为［０，ａ］（ａ＞０），求ｆ（ｘ）的定义域．

解 　 由ｆ（ｘ－１）的定义域为［０，ａ］（ａ＞０），即０≤ｘ≤ａ．

令ｔ＝ｘ－１，则０≤ｔ＋１≤ａ，即－１≤ｔ≤ａ－１，

故ｆ（ｔ）的定义域为［－１，ａ－１］，即ｆ（ｘ）的定义域为［－１，ａ－１］．

注 　①已知ｆ（ｇ（ｘ））的定义域求ｆ（ｘ）的定义域的一般方法是，令ｔ＝ｇ（ｘ）

从ｘ的变化范围ｘ∈Ｄ，即ｇ－１（ｔ）∈Ｄ，解出ｔ的变化范围．

② 定义域是指ｘ的变化范围，例２中ｆ（ｘ－１）的定义域为［０，ａ］，是指０≤ｘ

≤ａ，而不是ｘ－１的定义域为［０，ａ］．

例３　 设ｆ（ｘ）＝
４－ｘ２， ｜ｘ｜≤２

０， ｜ｘ｜＞烅
烄

烆 ２
，求ｆ［ｆ（ｘ）］．

解 　ｆ［ｆ（ｘ）］＝
４－ｆ２（ｘ）， ｜ｆ（ｘ）｜≤２

０， ｜ｆ（ｘ）｜＞烅
烄

烆 ２
．

（１）当｜ｆ（ｘ）｜≤２时，

或｜ｘ｜≤２，｜ｆ（ｘ）｜＝｜４－ｘ２｜≤２
｜ｘ｜≤２

２≤ｘ２ ≤烅
烄

烆 ６
槡２≤｜ｘ｜≤２．

或｜ｘ｜＞２，｜ｆ（ｘ）｜＝０≤２｜ｘ｜＞２．
（２）当｜ｆ（ｘ）｜＞２时，
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或｜ｘ｜≤２，｜ｆ（ｘ）｜＝｜４－ｘ２｜＞２
｜ｘ｜≤２

｜ｘ｜＞槡６或｜ｘ｜＜槡
烅
烄

烆 ２


｜ｘ｜≤２

｜ｘ｜＜槡
烅
烄

烆 ２
｜ｘ｜＜槡２，

或｜ｘ｜＞２，｜ｆ（ｘ）｜＝０＞２，矛盾．

综上所述，ｆ［ｆ（ｘ）］＝

０， ｜ｘ｜＜槡２，

４－（４－ｘ２）２， 槡２≤｜ｘ｜≤２，

４， ｜ｘ｜＞２
烅

烄

烆 ．

注 　 复合函数的运算是内层函数（或是其一段子函数）的值域与外层函数

（或是其一段子函数）的定义域对接传递的过程，须仔细分析多做练习，才能掌

握．

例４　 若函数ｙ＝ｆ（ｘ）的图形有对称轴ｘ＝ａ及ｘ＝ｂ（ｂ＞ａ），试证ｙ＝

ｆ（ｘ）为周期函数，并求出周期Ｔ．

解 　 由于ｙ＝ｆ（ｘ）的图形以ｘ＝ａ及ｘ＝ｂ为对称轴，于是有

ｆ（ａ－ｘ）＝ｆ（ａ＋ｘ），ｆ（ｂ－ｘ）＝ｆ（ｂ＋ｘ）．

进而有ｆ（ｘ）＝ｆ（２ａ－ｘ）且ｆ（ｘ）＝ｆ（２ｂ－ｘ），因此

ｆ（２ａ－ｘ）＝ｆ（２ｂ－ｘ）．

令ｔ＝２ａ－ｘ，则ｘ＝２ａ－ｔ，便得到

ｆ（ｔ）＝ｆ（ｔ－２ａ＋２ｂ）＝ｆ（ｔ＋２（ｂ－ａ））．

根据周期函数的定义，ｙ＝ｆ（ｘ）有周期Ｔ＝２（ｂ－ａ）＞０．

注 　 凡ｙ＝ｆ（ｘ）的对称轴问题或对称中心问题，应注意到函数的广义奇偶

性．

广义奇偶性：

① 若ｙ＝ｆ（ｘ）的图形以ｘ＝ａ为对称轴，则必有ｆ（ａ－ｘ）＝ｆ（ａ＋ｘ）．

若令ｔ＝ａ－ｘ，则可得ｆ（ｔ）＝ｆ（２ａ－ｔ）或记为（函数自变量记号可根据需要

来更换）ｆ（ｘ）＝ｆ（２ａ－ｘ）．若令φ（ｘ）＝ｆ（ａ－ｘ），则φ（ｘ）为偶函数．

② 若ｙ＝ｆ（ｘ）的图形以（ａ，０）为对称点，则必有ｆ（ａ－ｘ）＝－ｆ（ａ＋ｘ），类

似 ① 的分析可得到ｆ（ｘ）＝－ｆ（２ａ－ｘ）．若令φ（ｘ）＝ｆ（ａ－ｘ），则φ（ｘ）为奇函

数．

例５　 设ｙ＝ｆ（ｘ）在（－∞，＋∞）上为奇函数，已知ｆ（１）＝ａ，对ｘ∈
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（－∞，＋∞）有ｆ（ｘ＋２）＝ｆ（ｘ）＋ｆ（２）．
（１）求ｆ（５）；

（２）若ｙ＝ｆ（ｘ）以Ｔ＝２为周期，求常数ａ．

解 　（１）对已知等式令ｘ＝－１，则有ｆ（－１＋２）＝ｆ（－１）＋ｆ（２），又因为

ｙ＝ｆ（ｘ）为奇函数，因此ｆ（２）＝２ｆ（１）＝２ａ．

再令ｘ＝３，则有ｆ（５）＝ｆ（３）＋ｆ（２）．

至于ｆ（３），可通过令ｘ＝１，知道ｆ（３）＝ｆ（１）＋ｆ（２）＝３ａ，最后得到ｆ（５）

＝５ａ．
（２）若ｙ＝ｆ（ｘ）以Ｔ＝２为周期，则应有ｆ（ｘ＋２）＝ｆ（ｘ）＋ｆ（２）＝ｆ（ｘ）．

因为ｆ（２）＝０，即解出ａ＝０．

例６　 求极限ｌｉｍ
ｎ→∞∑

ｎ

ｋ＝１

ｋ
ｎ２＋ｋ

．

解 　 记ｘｎ ＝∑
ｎ

ｋ＝１

ｋ
ｎ２＋ｋ＝

１
ｎ２＋１＋

２
ｎ２＋２＋

…＋ ｎ
ｎ２＋ｎ

．

又因为 ∑
ｎ

ｋ＝１

ｋ
ｎ２＋ｎ≤

ｘｎ ≤∑
ｎ

ｋ＝１

ｋ
ｎ２
，

于是有 １
ｎ２＋ｎ

ｎ（ｎ＋１）
２ ≤ｘｎ ≤ １ｎ２

ｎ（ｎ＋１）
２

，

由夹逼准则，令ｎ→ ∞，上述不等式两端有相同的极限１２
，因此

ｌｉｍ
ｎ→∞∑

ｎ

ｋ＝１

ｋ
ｎ２＋ｋ＝

１
２．

例７　 求极限ｌｉｍ
ｎ→∞
（１＋２ｎ＋３ｎ）

１
ｎ．

解 　 显然有３＝ （３ｎ）
１
ｎ ＜ （１＋２ｎ＋３ｎ）

１
ｎ ＜ （３·３ｎ）

１
ｎ ＝３·３

１
ｎ，

令ｎ→ ∞，给上式两边同时取极限可得ｌｉｍ
ｎ→∞
（１＋２ｎ＋３ｎ）

１
ｎ ＝３．

注 　 用夹逼准则求极限时，应合理使用放缩法，找到具有相同极限两个数

列，其中一个比目标数列大，另一个比目标数列小，从而得到目标数列的极限．

类题 　 试用夹逼定理证明下列数列的极限为零（当ｎ→ ∞ 时）

（１）ａｎ ＝ ｎ＋２
ｎ２＋２ｎ＋２

； （２）αｎ（０＜α＜１）．

提示：（１）０＜ ｎ＋２
ｎ２＋２ｎ＋２＜

２ｎ
ｎ２
；
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（２）记α＝ １
（１＋ｈ）

（ｈ＞０），则

０＜αｎ ＝ １
（１＋ｈ）ｎ ＝

１

１＋ｎｈ＋ｎ
（ｎ－１）
２！ ｈ２＋…＋ｈ

＜ １
１＋ｎｈ＜

１
ｎｈ．

例８　设ａ１＝α＞１，ａｎ＋１＝１２
（ａｎ＋ａ１ａｎ

）（ｎ＝１，２，…），证明极限ｌｉｍ
ｎ→∞
ａｎ存在，

并求出此极限值．

证 　 由已知递推式，首先有ａｎ ＞０，即｛ａｎ｝有下界，只需再考虑序列的单调

性．

证法１　ａｎ＋１ ≥ １２
（２· ａｎ·αａ槡 ｎ

）＝槡α＞１　（平均值不等式），

ａｎ＋１－ａｎ ＝ １２
（ａｎ＋ａａｎ

）－ａｎ ≤ １２
（ａｎ＋ａ

２
ｎ

ａｎ
）－ａｎ ＝０．

因此，ａｎ＋１ ≤ａｎ，即｛ａｎ｝单调减少，故有极限．

证法２　ａｎ＋１ ≥槡α，即α≤ａ２ｎ，因此

ａｎ＋１
ａｎ ＝

１
２
（１＋αａ２ｎ

）≤１，

于是｛ａｎ｝单调减少．

证法３　 由α≤ａ２ｎ，则立即有

ａｎ＋１ ＝ １２
（ａｎ＋ａ１ａｎ

）≤ １２
（ａｎ＋ａ

２
ｎ

ａｎ
）＝ａｎ，

于是｛ａｎ｝单调减少．

设ｌｉｍ
ｎ→∞
ａｎ ＝Ａ，由极限的唯一性，对已知递推式令ｎ→ ∞，得到

Ａ＝ １２
（Ａ＋αＡ

），

解得Ａ＝槡α（含负根）．
注 　 对只给出递推表达式或抽象表达式（无具体函数类型表达）的极限问

题，应首先考虑单调有界或夹逼准则．用单调有界性求数列极限的一般步骤：（１）

证明数列单调有界；（２）建立数列相邻两项之间的关系式；（３）对上述关系式两端

同时取极限，得到关于极限α的方程，从中解出α即可．

类题　设ｘ１＝１０，ｘｎ＋１＝ ６＋ｘ槡 ｎ（ｎ＝１，２，…），试证数列｛ｘｎ｝极限存在并

求此极限．



１２　　　 高等数学辅导与习题选解
　　　ＧＡＯ　ＤＥＮＧ　ＳＨＵ　ＸＵＥ　ＦＵ　ＤＡＯ　ＹＵ　ＸＩ　ＴＩ　ＸＵＡＮ　ＪＩＥ

提示：用数学归纳法证明数列｛ｘｎ｝单调减少，由ｘ１ ＝１０，ｘｎ＋１ ＝ ６＋ｘ槡 ｎ 可

知ｘｎ ＞０（ｎ＝１，２，…），设数列｛ｘｎ｝的极限为ａ，对ｘｎ＋１ ＝ ６＋ｘ槡 ｎ 式两端同时

取极限，得到关于极限ａ的方程，从中解出ａ．
例９　 求极限ｌｉｍ

ｘ→１
ｘ

１
１－ｘ．

解法１　 凑成重要极限形式

ｌｉｍ
ｘ→１
ｘ

１
１－ｘ ＝ｌｉｍ

ｘ→１
｛［１＋（ｘ－１）］

１
ｘ－１｝－１ ＝ｅ－１．

解法２　 令ｙ＝ｘ
１
１－ｘ，两边同时取对数，有ｌｎｙ＝ ｌｎｘ

１－ｘ
，

ｌｉｍ
ｘ→１
ｌｎｙ＝ｌｉｍ

ｘ→１

ｌｎ（１＋ｘ－１）
－（ｘ－１） ＝－１，

因此ｌｉｍ
ｘ→１
ｘ

１
１－ｘ ＝ｅ－１．

注　这一极限为幂指函数的极限，属于“１∞”型不定式，用重要极限或两边同

时取对数的方法都可以解决．

例１０　 判断下列解题过程是否正确？

（１）由于当ｘ→０时，ｔａｎ２　ｘ～ｘ２，ｓｉｎｘ～ｘ，所以

ｌｉｍ
ｘ→０

ｔａｎ２　ｘ－ｓｉｎｘ
ｘ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

ｘ２－ｘ
ｘ ＝０．

（２）ｌｉｍ
ｘ→０

ｔａｎｘ－ｓｉｎｘ
ｘ３ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

ｓｉｎｘ（１－ｃｏｓｘ）
ｘ３ｃｏｓｘ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

ｓｉｎｘ
ｘ

１
ｃｏｓｘ

１－ｃｏｓｘ
ｘ２

＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｓｉｎｘ
ｘ ｌｉｍ

ｘ→０

１
ｃｏｓｘｌｉｍｘ→０

１－ｃｏｓｘ
ｘ２

＝１·１·１２ ＝
１
２
（当ｘ→０时，１－ｃｏｓｘ～ １２ｘ

２）．

答 　（１）的题解错误，原因在于将ｔａｎｘ与ｓｉｎｘ同时用ｘ替换是不符合等价

无穷小替换要求的．正确解为

ｌｉｍ
ｘ→０

ｔａｎ２　ｘ－ｓｉｎｘ
ｘ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

ｓｉｎｘ
ｘ
（ｓｉｎｘ
ｃｏｓ２　ｘ－１

）＝１·（０－１）＝－１

（２）的题解正确．

说明 　１．等价无穷小替换定理要求，被替换的无穷小部分处于原式分子或

分母的因子位置．

２．常用等价无穷小替换有当ｘ→０时，

ｓｉｎｘ～ｘ，ｔａｎｘ～ｘ，ｌｎ（１＋ｘ）～ｘ，ｅｘ－１～ｘ，１－ｃｏｓｘ～ｘ
２

２
，（１＋ｘ）ｍ－１～ｍｘ．
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