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Vorwort

Dieses Buch entstand auf Grund einer an der Universitdt Ziirich gehaltenen
Vorlesung und soll eine Einfiihrung in die algebraische Geometrie geben, ohne
grosse Kenntnisse der Algebra vorauszusetzen. Wir erwarten eine mathemati-
sche Grundausbildung im Umfang von 2 bis 3 Studiensemestern und fithren die
benoétigten algebraischen Hilfsmittel bei Bedarf ein. Dabei beschridnken wir uns
auf die Behandlung komplexer quasiprojektiver Varietéten, stellen aber so viel
an kommutativer Algebra bereit, dass dem Leser ein spaterer «Schema-theoreti-
scher» Zugang zur algebraischen Geometrie nicht mehr schwerfallen diirfte.
Weiter verzichten wir auf Methoden aus der komplexen Analysis. (Eine Aus-
nahme machen wir bei der Behandlung von Stratifikationen, welche wir auch
vom Standpunkt der komplex-analytischen Mannigfaltigkeiten aus betrachten).

Angesichts der liberwiltigenden Reichhaltigkeit der algebraischen Geometrie
muss sich eine Einfithrung in dieses Gebiet auf einige zentrale Grundthemen
konzentrieren. In unserem Fall sind dies die Begriffe des reguliren und des
singuldren Punktes, des Tangentialkegels, der Multiplizitdt und des mit dieser
verwandten Grad-Begriffes. Nebst diesen im eigentlichen Sinne geometrischen
Begriffen spielt auch das topologische Konzept der Dimension eine wichtige
Rolle in der algebraischen Geometrie. Deshalb werden wir uns ausfithrlich mit
der Dimensionstheorie befassen. Breiten Raum nimmt auch die Behandlung der
Morphismen — d.h. der Abbildungen der algebraischen Geometrie — ein.

Das Buch ist in 6 Kapitel gegliedert. Im ersten behandeln wir affine Hyperfla-
chen, d.h. Nullstellengebilde eines einzigen Polynoms. Fiir solche Hyperflichen
fithren wir den Multiplizitits- oder Vielfachheitsbegriff und den Tangentialkegel
ein. Aus der Multiplizitdt ergibt sich auch das Konzept des singuldren und des
reguldren Punktes. Schliesslich geben wir hier auch einen ersten Zusammenhang
zwischen dem Grad und der Schnittmultiplizitit und werfen so bereits einen
Blick in Richtung der projektiven Varietdten. Die genannten Begriffe werden
uns als roter Faden durch den Rest des Buches begleiten. Ein wesentlicher Teil
unserer spateren Arbeit wird ndmlich darin bestehen, diese fiir Hyperflichen
einfachen Begriffe im Falle beliebiger quasiprojektiver Varietdten zu definieren
und zu untersuchen. Viel Platz nehmen im ersten Kapitel auch die Beispiele ein,
welche der Veranschaulichung der eingefiihrten Begriffe dienen sollen.

Im zweiten Kapitel untersuchen wir beliebige affine und quasiaffine Varietiten.
Dazu stellen wir zuerst das notige algebraische Riistzeug aus der Idealtheorie
der Polynomringe bereit. Anschliessend fiihren wir die Zariski-Topologie, regu-



Vil Vorwort

lire Funktionen und Koordinatenringe ein. Dann definieren wir Morphismen
und beweisen einige ihrer grundlegenden Eigenschaften. Weiter fiihren wir den
Begriff des lokalen Rings einer Varietiit in einem Punkt ein und machen uns
dessen fundamentale Bedeutung klar. Schliesslich behandeln wir hier auch
Produkte von quasiaffinen Varietéten.

Kapitel III ist der Dimensionstheorie und den fiir diese unentbehrlichen endli-
chen Morphismen gewidmet. Wir beweisen dort auch einige wichtige topologi-
sche Eigenschaften von Morphismen, wobei den Fasern eine besondere Bedeu-
tung zukommt. Ausfiihrlich befassen wir uns auch mit den quasiendlichen und
den birationalen Morphismen.

In Kapitel IV werden wir die Begriffe des reguldren (resp. singuldren) Punktes,
der Multiplizitdt sowie das Konzept des Tangentialkegels fiir beliebige quasiaffi-
ne Varietiten behandeln. Anders als in Kapitel I stellen wir den Begriff des
reguldren und des singulidren Punktes an den Anfang und fassen diesen mit Hilfe
des Tangentialraums. Danach wenden wir uns den Stratifikationen zu. Erst
dann fiithren wir den Multiplizitédtsbegriff ein, und zwar iiber die Theorie der
Hilbert-Samuel-Polynome von graduierten Ringen. Schliesslich behandeln wir
den Tangentialkegel, wobei die graduierten Ringe auch hier ein wichtiges Hilfs-
mittel sind.

Das fiinfte Kapitel befasst sich mit den projektiven und den quasiprojektiven
Varietiten. Die lokalen Eigenschaften dieser Varietdten verstehen wir leicht
dank unsern Kenntnissen der quasiaffinen Varietiten. Die Untersuchung der
globalen Eigenschaften stiitzt sich auf die schon in Kapitel IV entwickelte
Theorie der graduierten Ringe. Die wichtigste globale Invariante ist dabei der
Grad einer projektiven Varietdat. Wir werden uns auch etwas mit dem Zusam-
menhang zwischen der Schnitttheorie und dem Grad befassen. Damit bringen
wir die entsprechenden Aussagen aus Kapitel I in einem allgemeineren Rahmen
zum Abschluss.

Im letzten Kapitel geben wir einige Grundbegriffe aus der Garben-Theorie.
Dabei stehen die kohdrenten Garben iiber algebraischen Varietaten im Vorder-
grund. Besonders wichtig sind hier die kohdrenten Garben iiber projektiven
Varietiten, die in engem Zusammenhang mit den graduierten Moduln stehen.
Insbesondere ldsst sich fiir diese ein Grad-Begriff einfiihren, der denjenigen aus
Kapitel V verallgemeinert. Ebenso behandeln wir invertierbare Garben und
definieren die Picard-Gruppe einer Varietit, wobei wir einfache Beispiele be-
trachten.

Jedem der 6 Kapitel ist eine kurze Einleitung vorangestellt. Jedes Kapitel ist in
4 (oder 5) Abschnitte gegliedert. Diese sind durchgehend numeriert von 1 bis 25.
Die Abschnitte selbst sind nach Themen in 3 bis 8 Unterabschnitte aufgeteilt.
Jedem Abschnitt sind einige Ubungsaufgaben nachgestellt. Die Anmerkungen
geben Hinweise zum Text, sind aber fiir das Verstdndnis nicht notwendig.



Vorwort X

Im einzelnen setzen wir an Kenntnissen voraus:
Mengenlehre: Zornsches Lemma, abzéhlbare und iiberabzdhlbare Mengen.
Algebra: Gruppen, Korper, Grundbegriffe der linearen Algebra.

Analysis: Grundbegriffe der Infinitesimalrechnung, der Korper der komplexen
Zahlen.

Topologie: Topologische Raume, Kompaktheit, stetige Abbildungen.

Danken mdochte ich den Herausgebern der Reihe «Basler Lehrbiicher» fiir das
entgegengebrachte Vertrauen. H. Kraft danke ich fiir seine Vorschlige und
Anregungen. Besonderer Dank gebiihrt auch H. Keller fiir seine sorgfdltige
Lektiire des Manuskripts und seine zahlreichen Korrekturvorschlége.

Ziirich, Mai 1988 M. Brodmann
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