


书书书

普通高等教育“十一五”规划教材
普通高等院校数学精品教材

概率论与数理统计
（第二版）

主　编　刘次华　　　　　　　　
参　编　万建平　刘继成　王湘君

胡吉卉　刘小茂　李　萍
胡晓山　叶　鹰　周晓阳

华中科技大学出版社
中国·武汉



　图书在版编目（ＣＩＰ）数据

　概率论与数理统计（第二版）／刘次华　主编．—武汉：华中科技大学出版社，２０１２．１

　ＩＳＢＮ　９７８－７－５６０９－５０８６－０

　Ⅰ．概…　Ⅱ．刘… 　Ⅲ．①概率论－高等学校－教学参考资料　②数理统计－高等学校－教学参考

资料　Ⅳ．Ｏ２１

中国版本图书馆ＣＩＰ数据核字（２００９）第００４４５２号

概率论与数理统计（第二版） 刘次华　主编

策划编辑：周芬娜

责任编辑：周芬娜

封面设计：潘　群

责任校对：李　琴

责任监印：周治超

出版发行：华中科技大学出版社（中国·武汉）

武昌喻家山　　邮编：４３００７４　　电话：（０２７）８７５５７４３７
录　　排：武汉佳年华科技有限公司

印　　刷：仙桃市新华印务有限责任公司

开　　本：７１０ｍｍ×１０００ｍｍ　１／１６　
印　　张：１６．５
字　　数：３６２千字

版　　次：２０１２年１月第２版第３次印刷

定　　价：２９．００元

　　

本书若有印装质量问题，请向出版社营销中心调换

全国免费服务热线：４００－６６７９－１１８　竭诚为您服务

版权所有　侵权必究





序

　　概率论与数理统计是研究随机现象统计规律性的数学科学，它是工程数学的重
要分支，是一门重要的基础理论课。

概率论从数量上研究随机现象的统计规律性，它是本课程的理论基础；数理统计
研究处理随机数据，建立有效的统计方法进行统计推断。本书的第一章至第五章是
概率论的基本理论，第六章至第九章是数理统计的基本内容，第十章是概率统计实验
的一个入门介绍。

本书将概率统计实验内容写入教材，不仅给学生一个提高和加深对本学科理解
的机会，也给教师一种根据需要对讲授内容进行选择的余地，是一种新的教学改革
模式。

本书编写中力求突出重点、深入浅出，注重对基本概念、重要公式和定理的实际
意义的解释说明；力求在循序渐进的过程中，使读者逐步掌握概率论与数理统计的基
本方法。

本书是华中科技大学概率统计系积累几十年教学成果的结晶。本书的作者由经
验丰富的主讲教授组成。各章作者依次为万建平、刘继成、王湘君、胡吉卉、刘小茂、
王湘君、李萍、胡晓山、叶鹰、周晓阳，最后由刘次华教授定稿。

本书的编写自始至终得到华中科技大学教务处及出版社的大力支持，也得到华
中科技大学概率统计系全体教师的协助与鼓励。对此，我们一并表示衷心的感谢。

刘次华

２０１１年７月于武汉
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第一章　
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随机事件与概率

　　随机事件对概率论的研究具有重要意义，随机事件的等价表示是概率建模的重
要技巧，随机事件的关系、运算及公理化概率定义下涉及的概率计算公式，就是针对
随机事件及其运算而设计的．这些内容构成了后续内容学习的基础．概率论中的全概
率公式，条件概率、贝叶斯公式的科学地位可与微积分中的分部积分、变量代换媲美，
它们构成了计算概率的最常规工具．

１．１　随机试验与随机事件

掌握随机现象统计规律性的重要手段是重复观测，但在许多场合下这种观测是
需要成本的．这些成本可能是时间或其他资源，即人们的这些重复观测是受到约束
的．解决这些问题的一条出路就是通过精心设计的随机试验对这种观测进行模型化
和简化．随机试验是人们敲开随机现象规律性大门的巧妙工具．例如，人们可通过反
复投掷硬币观测正、反两面出现的统计规律来解释人类生育过程中男女性别之比的
统计规律．掌握一些经典的随机试验的案例及构造设计一些随机试验，对于研究概率
论是很有意义的．随着科学研究向深度与广度的发展，我们鼓励读者在这样的研究过
程中，通过开发，设计出一些新的随机试验来更有效地从事其研究工作．

１．１．１　随机试验

定义１．１　设有试验Ｅ，若Ｅ满足：
（１）试验之前可知试验的一切可能结果，
（２）每次试验之前不能确定此次试验的结果，
（３）试验在相同条件下可以重复进行，

则称试验Ｅ为随机试验．
例１．１　表１．１中数据记载了几位数学家抛硬币试验的结果．

表１．１

实验者 抛硬币次数ｎ 出现正面次数ｎ正 出现正面频率ｎ正
ｎ

Ｂｕｆｆｏｎ　 ４０４０　 ２０４８　 ０．５０６９



续表

实验者 抛硬币次数ｎ 出现正面次数ｎ正 出现正面频率ｎ正
ｎ

Ｐｅａｒｓｏｎ　 １２０００　 ６０１９　 ０．５０１６

Ｐｅａｒｓｏｎ　 ２４０００　 １２０１２　 ０．５００５

　　观测上述数据可以发现，当ｎ越来越大时，
ｎ正
ｎ
有向１

２
集中的趋势． □

例１．２（投针问题）　设平面上画着一族平行线，它们之间的间距相等且都等于

ａ，向此平面任投一长度为ｌ（ｌ≤ａ）的针，观测在这种反复的投掷过程中针与平行线相
交的次数．表１．２给出了几位数学家实验数据的记录（设ａ＝１）．

表１．２

实　验　者 针　　长 投 掷 次 数 相 交 次 数

Ｗｏｌｆ　 ０．８　 ５０００　 ２５３２

Ｓｍｉｔｈ　 ０．６　 ３２０４　 １２１８．５

Ｄｅ　Ｍｏｒｇａｎ．Ｃ　 １．０　 ６００　 ３８２．５

Ｆｏｘ　 ０．７５　 １０３０　 １４８９

Ｌａｚｚｅｒｉｎｉ　 ０．８８　 ３４０８　 １８０８

Ｒｅｉｎａ　 ０．５４１９　 ２５２０　 ８５９

图１．１

　　有趣的是，通过对针与平行线相交概率的计算得到了
一个关于π的统计估计方法，由此思路出发诞生了 Ｍｏｎｔｅ
Ｃａｒｌｏ随机模拟方法．Ｍｏｎｔｅ　Ｃａｒｌｏ随机模拟是现代统计计
算的重要基础． □

例１．３（高尔顿板）　设板上钉有图１．１所示排列的钉
子，自上端放入一小球，使其任意自由下落，下落过程中当
小球碰到钉子后，它以向左边或向右边相等的机会落下，碰
到下一排钉子时情形也是如此．在底部设有如图所示的格
子，进行大量试验后观测各个格子中落入的球的堆积情况．
这样的试验表明各个格子中球的堆积曲线在进行这样的反
复试验中形状几乎是一样的．读者可设想通过这种试验可
解释哪些随机现象呢？ □

例１．４　设想某人在平面上从零点出发，其规则是他手持分别标有１、２、３、４的
一个均匀四面体，他随意抛出后，若标有１的面贴地，则他向东走一个单位长度，若标
有２的面贴地，他向南走一个单位长度，标有３的面贴地对应他向西走一个单位长
度，标有４的面贴地对应他向北走一个单位长度．若干次后，观测他走过的路线的轨
迹．由此你有什么联想呢？ □
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１．１．２　随机事件与样本空间

定义１．２　随机试验的每一个可能结果称为一个随机事件，简称事件．事件一般
用Ａ、Ｂ、Ｃ等表示．不可能再分解的事件称为基本事件，由若干个基本事件组成的事
件称为复合事件．

例１．５　随意向桌面掷一颗骰子，观察出现的点数，基本事件为｛１｝，｛２｝，｛３｝，
｛４｝，｛５｝，｛６｝；而出现的点数为偶数｛２，４，６｝的事件则为复合事件． □

定义１．３　随机试验Ｅ产生的所有可能的结果的集合称为样本空间，记为Ω．
样本空间的任一子集即为一个事件，其中必然事件记为Ω，不可能事件记为．
例１．６　设随机试验Ｅ为记录两支排球队在一局比赛中某球队的净输球数，则

Ω＝｛２，３，４，…，２５｝． □
例１．７　设随机试验Ｅ为任取某地区某年的年降雨量记录，则Ω＝｛ｘ：ｘ≥０，ｘ

的单位为ｍＬ，表示该地区年降雨总量｝． □

１．２　随机事件的关系、运算及其性质

一个随机试验所涉及的事件往往是非常丰富的．正确地将一个随机试验所产生
的所有事件表示出来是有意义的．这种表示的基础是要建立事件之间的关系及引入
一些有意义的事件的运算，为了更好地研究随机事件之间的关系及相关的运算，对这
些运算所涉及的性质的研究也是有价值的．

１．２．１　事件的关系及其运算

定义１．４　设Ａ，Ｂ表示两个事件，若Ａ发生必导致Ｂ 发生，则称Ａ包含于Ｂ 或
称Ｂ包含Ａ，记为ＡＢ或ＢＡ．

例１．８　Ａ表示某国家某地区在某年发生了地震，Ｂ表示该国家在该年发生了
地震，则有ＡＢ． □

定义１．５　若ＡＢ和ＢＡ同时成立，则称Ａ与Ｂ 相等或称之为等价，记为Ａ
＝Ｂ．

将一个事件有目的地进行等价表示通常是概率论理论研究与实际应用的关键
步骤．

定义１．６　若Ａ，Ｂ至少一个发生，则称之为Ａ与Ｂ 之和（并），记为Ａ∪Ｂ．
求事件和的运算可推广到可列无限多个事件的场合（一个集合称为可列无限是

指该集合中的元素可与自然数集建立一一对应的关系）．设Ａ１，Ａ２，…为一列事件，则

∪
∞

ｉ＝１
Ａｉ表示Ａ１，Ａ２，…至少有一个事件发生．
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定义１．７　若Ａ 与Ｂ 同时发生，则称之为Ａ 与Ｂ 之积（交），记为Ａ∩Ｂ，简记
为ＡＢ．

同理，∩
∞

ｉ＝１
Ａｉ表示Ａ１，Ａ２，…同时发生．

定义１．８　若ＡＢ＝，称Ａ与Ｂ 互不相容或互斥．若Ａ∩Ｂ＝，Ａ∪Ｂ＝Ω，则
称Ａ与Ｂ 互为逆事件，记Ｂ＝珡Ａ．

显然Ａ与Ｂ 互逆，则Ａ与Ｂ 必互不相容，但反之不然．
定义１．９　若Ａ发生而Ｂ 不发生，则称之为Ａ与Ｂ 之差，记为Ａ－Ｂ．
定义１．１０　Ａ△Ｂ＝（Ａ－Ｂ）∪（Ｂ－Ａ）称为Ａ与Ｂ 的对称差．
在建立了上述概念的基础上为了定义概率，有必要引入如下σ域的定义．
定义１．１１　设Ｆ是由Ω中的一些子集组成的集合，具有性质：
（１）Ω∈Ｆ，
（２）若Ａ∈Ｆ，则珡Ａ＝Ω－Ａ∈Ｆ，

（３）若Ａｎ∈Ｆ，ｎ＝１，２，…，则∪
∞

ｎ＝１
Ａｎ∈Ｆ，

则称Ｆ是Ω中的一个σ域（或称为σ代数）．
定义１．１２　设ＡｎＡｎ＋１，ｎ＝１，２，…，称事件序列｛Ａｎ，ｎ≥１｝为单调递增序列；

设ＡｎＡｎ＋１，ｎ＝１，２，…，称事件序列｛Ａｎ，ｎ≥１｝为单调递减序列。当｛Ａｎ，ｎ≥１｝递

增时，记ｌｉｍ
ｎ→∞
Ａｎ＝∪

∞

ｎ＝１
Ａｎ，称∪

∞

ｎ＝１
Ａｎ 为此事件序列的极限．同理，当｛Ａｎ，ｎ≥１｝递减时，记

ｌｉｍ
ｎ→∞
Ａｎ＝∩

∞

ｎ＝１
Ａｎ 为此事件序列的极限，亦称∩

∞

ｎ＝１
Ａｎ 为此事件序列的极限．

我们关心的事件往往需通过事件的运算才能表达出来，但若干事件通过这些运
算后是否满足某些封闭性呢？这个问题是很尖锐的．σ域的建立就在于防范这种情
形的发生．可以直观地认为σ域就是这样一些事件构成的集合，这个集合内的事件关
于Ω、关于事件的逆运算及关于事件的可列求和运算封闭．

１．２．２　事件的运算性质

上节介绍的事件的运算具有如下性质．
（１）事件和的运算满足

Ａ∪Ｂ＝Ｂ∪Ａ　（交换律）， （１．１）
（Ａ∪Ｂ）∪Ｃ＝Ａ∪（Ｂ∪Ｃ）　（结合律）， （１．２）

Ａ∪Ａ＝Ａ，　Ａ∪＝Ａ，　Ａ∪Ω＝Ω．
（２）事件的交运算满足

Ａ∩Ｂ＝Ｂ∩Ａ　（交换律）， （１．３）
（Ａ∩Ｂ）∩Ｃ＝Ａ∩（Ｂ∩Ｃ）　（结合律）， （１．４）
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Ａ∩Ａ＝Ａ，　Ａ∩＝，　Ａ∩Ω＝Ａ．
（３）事件的并与交运算满足分配律

Ａ∩（Ｂ∪Ｃ）＝（Ａ∩Ｂ）∪（Ａ∩Ｃ）　（第一分配律）， （１．５）

Ａ∪（Ｂ∩Ｃ）＝（Ａ∪Ｂ）∩（Ａ∪Ｃ）　（第二分配律）． （１．６）
（４）德·摩根对偶律

Ａ∪Ｂ＝珡Ａ∩珚Ｂ，　Ａ∩Ｂ＝珡Ａ∪珚Ｂ， （１．７）

∪
∞

ｎ＝１
Ａｎ＝∩

∞

ｎ＝１
Ａｎ，　∩

∞

ｎ＝１
Ａｎ＝∪

∞

ｎ＝１
Ａｎ． （１．８）

例１．９　设有事件Ａ１，Ａ２，Ａ３，用事件的运算表示：
（１）Ｂ１＝｛Ａ１，Ａ２，Ａ３ 中至多发生２个｝；
（２）Ｂ２＝｛Ａ１，Ａ２，Ａ３ 中至少发生２个｝．
解　（１）Ｂ１＝珡Ａ１珡Ａ２珡Ａ３∪Ａ１珡Ａ２珡Ａ３∪珡Ａ１Ａ２珡Ａ３∪珡Ａ１珡Ａ２Ａ３∪Ａ１Ａ２珡Ａ３∪Ａ１珡Ａ２Ａ３

∪珡Ａ１Ａ２Ａ３．
（２）Ｂ２＝Ａ１Ａ２Ａ３∪Ａ１Ａ２珡Ａ３∪Ａ１珡Ａ２Ａ３∪珡Ａ１Ａ２Ａ３． □
例１．１０　设Ａ，Ｂ，Ｃ表示三个事件，用Ａ，Ｂ，Ｃ表示如下事件：
（１）Ａ发生且Ｂ 与Ｃ至少有一个发生；
（２）Ａ与Ｂ 发生而Ｃ不发生；
（３）Ａ，Ｂ，Ｃ中恰有一个发生．
解　（１）Ａ（Ｂ∪Ｃ）．
（２）ＡＢ珚Ｃ．
（３）Ａ珚Ｂ珚Ｃ∪珡ＡＢ珚Ｃ∪珡Ａ珚ＢＣ． □
例１．１１　证明：若Ａ，Ｂ为两事件，则Ａ∪Ｂ＝Ａ∪（Ｂ－Ａ）．
证明　Ａ∪（Ｂ－Ａ）＝Ａ∪（Ｂ珡Ａ）＝（Ａ∪Ｂ）∩（Ａ∪珡Ａ）＝Ａ∪Ｂ． □
例１．１２　把Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ 表示成ｎ个互斥事件之和．
解　Ａ１∪（Ａ２－Ａ１）∪（Ａ３－（Ａ１∪Ａ２））∪…∪（Ａｎ－（Ａ１∪…∪Ａｎ－１））． □
例１．１３　化简事件（Ａ∩Ｂ）∪（Ａ∩珚Ｂ）．
解　ＡＢ∪Ａ珚Ｂ＝Ａ（Ｂ∪珚Ｂ）＝Ａ． □

例１．１４　设（Ａ∪珚Ｂ）（珡Ａ∪珚Ｂ）∪（Ａ∪Ｂ）∪（珡Ａ∪Ｂ）＝Ｃ，求Ｂ．
解　Ｂ＝珚Ｃ． □

１．３　事件的概率及其计算

定义１．１３　设Ｆ是样本空间Ω上的一个σ域，Ｐ＝Ｐ（·）是Ｆ上定义的实函数，

Ｐ满足
（１）Ｐ（Ω）＝１，

·５·第一章　随机事件与概率



（２）Ｐ（Ａ）≥０（对一切的Ａ∈Ｆ），

（３）若Ａｎ∈Ｆ（ｎ＝１，２，…），且两两互不相容，有Ｐ ∪
∞

ｎ＝１
Ａ（ ）ｎ ＝

∞

ｎ＝１
Ｐ（Ａｎ）成立，

则称Ｐ是Ｆ上的一个概率，Ｐ（Ａ）称为事件Ａ发生的概率．
性质（３）通常称为概率的σ可加性．
通常将（Ω，Ｆ，Ｐ）称为一个概率空间．细心的读者会发现上述定义的基本作用在

于判断Ｐ是否构成Ｆ上的一个概率，但对于一个Ａ∈Ｆ如何具体地求出Ｐ（Ａ）呢？
为此我们需要从上述概率的公理化定义出发获得常用的一些概率计算的性质．

定理１．１　概率具有如下性质：
（１）Ｐ（）＝０． （１．９）
（２）有限可加性：若事件Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ 两两互不相容，则

Ｐ ∪
ｎ

ｉ＝１
Ａ（ ）ｉ ＝

ｎ

ｉ＝１
Ｐ（Ａｉ）． （１．１０）

（３）逆事件概率公式：

Ｐ（珡Ａ）＝１－Ｐ（Ａ）． （１．１１）
（４）差事件概率公式：若ＢＡ，则

Ｐ（Ａ－Ｂ）＝Ｐ（Ａ）－Ｐ（Ｂ）． （１．１２）
（５）概率的单调性：若ＢＡ，则

Ｐ（Ｂ）≤Ｐ（Ａ）．
（６）加法公式：设Ａ，Ｂ，Ｃ为任意三个事件，则

Ｐ（Ａ∪Ｂ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－Ｐ（ＡＢ）． （１．１３）

Ｐ（Ａ∪Ｂ∪Ｃ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）＋Ｐ（Ｃ）－Ｐ（ＡＢ）－Ｐ（ＡＣ）－Ｐ（ＢＣ）＋Ｐ（ＡＢＣ）．
（１．１４）

对于任意ｎ个事件Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ，下式成立：

Ｐ ∪
ｎ

ｉ＝１
Ａ（ ）ｉ ＝

ｎ

ｉ＝１
Ｐ（Ａｉ）－ 

１≤ｉ＜ｊ≤ｎ
Ｐ（ＡｉＡｊ）＋ 

１≤ｉ＜ｊ＜ｋ≤ｎ
Ｐ（ＡｉＡｊＡｋ）

＋…＋（－１）ｎ－１　Ｐ（Ａ１Ａ２…Ａｎ）． （１．１５）
（７）设｛Ａｎ，ｎ≥１｝为递增或递减事件序列，则有

ｌｉｍ
ｎ→∞
Ｐ（Ａｎ）＝Ｐｌｉｍ

ｎ→∞
Ａ（ ）ｎ ．

此性质表明在前述事件序列极限的定义下，概率是连续的．
证明　（１）由Ω＝Ω∪∪∪…及概率的非负性及Ｐ（Ω）＝１（规范性）

知Ｐ（）＝０．
（２）只需令Ｂ１＝Ａ１，…，Ｂｎ＝Ａｎ，Ｂｎ＋１＝，Ｂｎ＋２＝，…，可知Ｂ１，Ｂ２，…，Ｂｎ，

Ｂｎ＋１，…两两互不相容，且有

∪
ｎ

ｉ＝１
Ａｉ＝∪

∞

ｉ＝１
Ｂｉ，
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从而有 Ｐ ∪
ｎ

ｉ＝１
Ａ（ ）ｉ ＝Ｐ ∪

∞

ｉ＝１
Ｂ（ ）ｉ ＝Ｐ（Ｂｉ）＋…＋Ｐ（Ｂｎ）＋Ｐ（Ｂｎ＋１）＋…

＝Ｐ（Ｂ１）＋…＋Ｐ（Ｂｎ）＝Ｐ（Ａ１）＋…＋Ｐ（Ａｎ）．
（３）由Ａ∪珡Ａ＝Ω及有限可加性，有

Ｐ（Ａ∪珡Ａ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（珡Ａ），　Ｐ（Ａ∪珡Ａ）＝Ｐ（Ω）＝１，
故性质（３）成立．

（４）当ＢＡ时，有Ａ＝（Ａ－Ｂ）∪Ｂ，又Ａ－Ｂ与Ｂ 互不相容，从而由有限可加
性即知性质（４）成立．

（５）由性质（４）知当ＢＡ时，有Ｐ（Ａ－Ｂ）＝Ｐ（Ａ）－Ｐ（Ｂ），又Ｐ（Ａ－Ｂ）≥０，从
而性质（５）成立．

（６）下面仅就Ｐ（Ａ∪Ｂ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－Ｐ（ＡＢ）给出证明．
由于Ａ∪Ｂ＝Ａ∪（Ｂ－ＡＢ），ＡＢＢ，Ａ与Ｂ－ＡＢ互不相容，从而

Ｐ（Ａ∪Ｂ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ－ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－Ｐ（ＡＢ）．
（７）证明略．
下面就两个常见的概型讨论概率公理化定义的性质是否满足的问题．
定义１．１４　设随机试验Ｅ只产生有限个基本事件（也称样本点），此时样本空间

中的样本点总数有限，并设每次试验中各个基本事件出现的可能性是相同的．若Ａ
是由ｍ 个基本事件组成的事件，则Ａ的古典型概率的定义为

Ｐ（Ａ）＝Ａ
中所含样本点数
Ω 中样本点总数 ． （１．１６）

读者在利用此公式计算Ａ的概率时一定要验证Ω 中样本点总数有限及每一个
样本点出现机会均等的条件．

由于Ｐ（Ａ）的定义式中分子、分母所涉及的数均非负，故对任意的Ａ∈Ω，有
Ｐ（Ａ）≥０，Ｐ（Ω）＝１是显然的．由于Ω中的样本点总数有限，故由Ω的样本点构成的
所有子集的个数是有限的，从而概率公理化定义中的σ可加性应改为有限可加性．事

实上，设Ａ＝∪
ｎ

ｉ＝１
Ａｉ，Ａｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）两两不相容，从而Ａ 中的样本点数为Ａ１，Ａ２，

…，Ａｎ 中样本点数之和，所以

Ｐ（Ａ）＝Ｐ（Ａ１ ∪Ａ２ ∪ … ∪Ａｎ）＝
Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ 中样本点数之和

Ω 中样本点总数 ＝
ｎ

ｉ＝１
Ｐ（Ａｉ）．

古典概率的计算涉及如下两条计数原理．
定义１．１５　加法原理：设事件Ａ有ｎ类方法出现，并设第ｉ类方法由ｍｉ种方式

组成，则Ａ的出现方式共有ｍ１＋ｍ２＋…＋ｍｎ 种．
定义１．１６　乘法原理：若事件Ａ有ｍ 种不同方式出现，设另有事件Ｂ对Ａ 的每

一种出现方式有ｎ种出现方式对应，那么ＡＢ就应以ｎｍ 种不同方式出现．
加法原理体现了并行的理念，乘法原理涉及计数的分步机理．
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此外，古典概型往往涉及排列组合问题，笔者认为这些知识读者已经熟悉，故不
作介绍．

例１．１５　（１）Ａ＝｛一批产品共Ｎ 件，其中有Ｍ 件次品，从中任取一件，这件产
品恰为次品｝，求Ｐ（Ａ）．

（２）Ｂ＝｛一批产品共Ｎ 件，其中Ｍ 件次品，从中任取ｎ件，这ｎ件中恰有ｌ件次
品｝，求Ｐ（Ｂ）．

（３）Ｃ＝｛一批产品共Ｎ 件，分成１，２，…，ｋ个等级，第ｉ个等级中有Ｍｉ件产品，ｉ
＝１，２，…，ｋ，Ｍ１＋Ｍ２＋…＋Ｍｋ＝Ｎ．从中任取ｎ件，这ｎ件中恰有第ｉ个等级的产品
ｌｉ件，ｉ＝１，２，…，ｋ｝，求Ｐ（Ｃ）．

解　显然此时符合古典概型条件．

（１）Ｐ（Ａ）＝ＭＮ．

（２）由乘法原理得

Ｐ（Ｂ）＝Ｃ
ｌ
ＭＣｎ－ｌＮ－Ｍ
ＣｎＮ

． （１．１７）

（３）由乘法原理得

Ｐ（Ｃ）＝
Ｃｌ１Ｍ１Ｃ

ｌ２
Ｍ２
…ＣｌｋＭｋ

ＣｎＮ
． □

涉及的概率可抽象出一个称之为超几何分布的概率模型，在第二章中将进行
介绍．

定义１．１７　几何概型：设样本空间中的样本点的集合与平面（或一维、三维空
间）某区域Ｇ一一对应，即Ω可认为是Ｇ，并设Ω中的样本点出现的机会相等，设Ａ
Ω，对应地有Ａ０Ｇ，不妨设Ａ０＝Ａ，称

Ｐ（Ａ）＝Ａ
的面积（体积）

Ｇ的面积（体积）
（１．１８）

为事件Ａ的几何概型下定义的几何概率，简称Ｐ（Ａ）为Ａ的概率．
几何概型可认为是古典概型的推广，一方面几何概型将古典概型中的样本空间

中的点数从有限多个推广到无穷多个，另一方面古典概型中的点可看成是一些孤立
的点，几何概型中Ω中的点为充满了一个平面（或空间）区域中的点．几何概型的计
算主要涉及将所关心的概率计算问题，在满足几何概型的条件下，转化为对线的长度
或面积或空间体积的度量问题，解题的关键是能根据问题含义，作出正确的相应的几
何图形，再进行度量．

例１．１６　在一张画了小方格的纸上随机地投一枚直径为１ｃｍ的圆片，方格为多
大时才能使圆片与线不相交的概率小于１％？（设方格边长为ａ（ｃｍ）．）

解　方格边长为ａ（ｃｍ），当圆片圆心落入图１．２中阴影部分时才与边界不相
交．由几何概型有
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图１．２

Ｐ（圆片不与线相交）＝
阴影部分面积
方格面积 ＝

（ａ－１）２
ａ２ ．

令（ａ－１）
２

ａ２ ＜０．０１，当ａ≤１（ｃｍ）时，圆片必与线相交，只需

考虑ａ＞１，故

ａ－１
ａ ＜０．１，　ａ＜１０９

，

所以１＜ａ＜１０９
时可达到要求． □

读者可自行验证几何概型满足概率公理化定义中的全
部条件．

１．４　条件概率公式、全概率公式、贝叶斯
公式及事件的独立性　　　　　　　

　　回顾以上概率的计算，其基本方法是利用概率的运算性质计算概率，当问题符合
古典概型和几何概型条件时，可利用这两个模型计算概率．概率的计算性质的实质是
讨论概率计算与事件和、差运算交换后所满足的性质．下面我们要从另外的途径发掘
事件概率计算的新方法．其方向是从事件之间发生的影响关系、从事件的局部到全局
的关系出发，以此获得概率计算新方法的突破口．

定义１．１８　设有随机试验Ｅ及事件Ａ，Ｂ，若Ｐ（Ｂ）＞０，则称

Ｐ（Ａ｜Ｂ）＝Ｐ
（ＡＢ）
Ｐ（Ｂ）

（１．１９）

为Ａ在Ｂ 发生的条件下的条件概率．
同理，可定义

Ｐ（Ｂ｜Ａ）＝Ｐ
（ＡＢ）
Ｐ（Ａ）．

可以验证这样定义的条件概率满足概率公理化定义中关于概率的三个条件．条
件概率引进的角度是基于事件发生之间的影响关系构造的．该定义同时也给出了条
件概率的计算方法，事实上该定义式可启发人们从两个方面求Ｐ（Ａ｜Ｂ）．一方面从基

于Ａ，Ｂ原有的样本空间出发，通过计算Ｐ（ＡＢ），Ｐ（Ｂ），再由Ｐ
（ＡＢ）
Ｐ（Ｂ）

求出Ｐ（Ａ｜Ｂ）．

另一方面就Ａ，Ｂ而言，可视Ｂ为一个缩小的样本空间，记为ΩＢ．在此样本空间上，只
要求出Ｐ（Ａ）即为原来定义下的Ｐ（Ａ｜Ｂ）．再由

Ｐ（Ａ｜Ｂ）＝Ｐ
（ＡＢ）
Ｐ（Ｂ）　

及　Ｐ（Ｂ｜Ａ）＝Ｐ
（ＡＢ）
Ｐ（Ａ）

，

可得乘法公式
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