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第 1章  蜂窝夹层板系统的 

双 Hopf 分叉分析 
 
 

本章基于高维非线性系统的 Hopf 分叉定理，研究了在面内激励和横向外激励联合作

用下蜂窝夹层板的双 Hopf 分叉。首先利用多尺度方法得到系统在直角坐标和极坐标下的

平均方程，然后应用高维 Hopf 分叉定理研究了平均方程的各类平衡解在分叉参数变化时

的分叉行为，并对系统的各种分叉行为进行了数值模拟。分析结果表明分叉参数变化时蜂

窝夹层板存在双 Hopf 分叉行为。 

 
1.1  共振情形下高维非线性系统的Hopf分叉定理 
 

考虑如下 n2 维自治非线性系统 

),(  xFx , nx 2R , R , 42 n , CF ,                 (1.1) 

其中 ),( xF 是关于 x 和的解析函数，假设 )0,0( 对一切是系统(1.1)的平衡点，即

0),0( F 。记系统(1.1)在零解处的线性化矩阵为 )(L ，假设 )(L 在 0 附近有两对

复共轭特征值 i )( ， )()(  icb ，当 0 时有 0)0(  ， 0)0(  ，并且 )(L

的其余 4n 个特征值都有非零实部。 

为了考虑系统(1.1)的双 Hopf 分叉解，我们令 
 )( ,  1)(b , 2211

2211 2211
iiii

iiii

nmnm
nmnmi yxyxcF  , ii yx  , 2,1i .    

(1.2) 

利用坐标的线性变换，系统(1.1)可以写为 

),,,,()( 2211111  yxyxfxix ,                    (1.3a) 

  ),,,,()()(( 2211222  yxyxfxix .                (1.3b) 

对于系统(1.3)引入如下尺度变换 

ii xx  , ii yy  ,  2 , 2,1i .                   (1.4) 
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由线性群计算法则可得系统(1.3)中 1f 和 2f 的各变量指数满足如下等式 

0)(1 12121111  nmknm ,                     (1.5a) 

0)1( 22222121  nmknm .                     (1.5b) 

为了讨论系统(1.3)的分叉行为，我们对式(1.5)中的 k 的取值范围分三种情形进行如下

讨论。 

(1) 4k 时，将式(1.2b)代入式(1.2b)则系统(1.2b)可以写为 

)()( 3
1111

2
11  OyxKxixx ,                       (1.6a) 

  )()( 3
113112

2
22  OyxKixikxx ,               (1.6b) 

其中 21 jjj ikkK  ， 3,1j 。 

假设系统(1.3)的初始平衡解为 

iix )0( , iiy )0( , ii  , 2,1i . (1.7) 

由 Hopf 分叉定理可得系统(1.3)的分叉方程为 

0)()( 11111  OKi ,                        (1.8a) 

  0)()( 1131122  OKiik .                (1.8b) 

系统(1.3)的非退化条件为 

0)()(2
),,,(
),,,( 2

111
2

1111
22

2121 


 kPki ,               (1.9) 

其中 1232 kkkP  。 

(2) 3k 时，我们可以对式(1.5)中的 k 的取值范围进一步分四种情形来讨论。 

(2a) 当 2k 时，考虑系统(1.3), 我们引入如下尺度变换 

ii xx  , ii yy  ,  , 2,1i ,                    (1.10) 

将式(1.10)代入式(1.3)可得  

)()( 2
125111  OyxKxixx ,                      (1.11) 

  )()(2 22
1621122  OxKxixix .                 (1.11) 

不失一般性，我们可以记 1e5



iK ， 2e6




iK 。 

当 0 时，系统(1.11)特征值为 i2 时产生的周期解可以写为 
itx e11  , itx 2

21 e , ity  e11 , ity 2
22 e ,               (1.12) 

对应周期解的周期为  2T 。由 Hopf 分叉定理易得上述周期解的稳定性。 

类似于(1)中的分析，可得系统(1.3)的分叉方程为 



非线性系统的双 Hopf 分叉理论及应用 

- 3 - 
 

0)()( 12511  OKi ,                    (1.13a) 

  0)()(2 2
161112  OKii .              (1.13b) 

为了以下分析方便，不妨设 
11  ,  iK e25 , 

 iiKK ee )(
65

21 .               (1.14) 

将式(1.14)代入式(1.13)并分离实虚部，得到 

 cos2 ,                          (1.15a) 

 sin2 ,                          (1.15b) 

0)cos(cos2
1  ,                     (1.15c) 

0)sin(cossin2 2
1

2  .                 (1.15d) 

对于固定的，由式(1.15c)可得 

 22
1

2 cossinsincos  ,                 (1.16a) 

   22
1

22
1 cossincoscos  .              (1.16b) 

将式(1.16)代入式(1.15c)，我们有 

   01cos2sin2 2
11

4
1  .                  (1.17) 

由以上分析可知，当 0 时，系统(1.3)在初始平衡点发生双 Hopf 分叉，并且可能在

平衡点分叉出 0，2 或者 4 个周期解。此时，系统(1.11)的非退化条件为 

01)2sin()2cos()2(22
),,,(
),,,(

211
2

1
022

2121 

















i .  

(1.18) 

(2b) 当 2k 时，系统(1.3)可以写为 
)()( 2

215111  OyyKxixx ,                    (1.19a) 

   )(2 22
1621122  OyKxixix .               (1.19b) 

由式(1.19)以及(2a)中的分析可知，当 0 时，系统(1.19)的分叉方程为 
0)()( 21511  OKi ,                    (1.20a) 

   0)(2 2
161122  OKii ,               (1.20b) 

其中 
11  , 1e25




iK , 
 iiKK ee )(

65
12 .               (1.21) 

将式(1.21)代入式(1.19)，并分离实虚部，得到 

1
2 cos ,                          (1.22a) 
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1
2 sin ,                          (1.22b) 

0)cos(cos 11
2

1  ,                    (1.22c) 

0)sin(cossin2 11
2

11
2  .               (1.22d) 

对于固定的，由式(1.22c)可得 

 22
1

2
1 cossinsincos  ,                (1.23a)

   22
1

22
11 cossincoscos  .             (1.23b) 

将式(1.23)代入式(1.22c)，我们有 

   01cos2sin2 2
11

4
1  .                 (1.24) 

因此，当 0 时，系统(1.3)在零平衡点发生双 Hopf 分叉，并且可能从零平衡点分叉

出 0，2 或者 4 个周期解。此时，系统(1.19)的非退化条件为 

01)2sin()2cos()2(22
),,,(
),,,(

21111
2

1
022

2121 

















i .  

(1.25) 

(2c) 当 3k 时，根据式(1.5)，我们可将系统(1.3)写为      
)()( 3

2
2
1522121

2
111

2
11  OxyKyxxKyxKxixx ,           (1.26a) 

)())((3 33
162

2
242113211

2
22  OxKyxKxyxKxixix ,       (1.26b) 

其中 05 K ， 06 K 。 

当 0 时，我们得到系统(1.26)的分叉方程为 

0)()( 2
2
1512221111  OkKKi ,            (1.27a) 

   0)(3 2
162224113112  OKKKii .         (1.27b) 

记 2jjij iKKK  ， 6,,1j 。取 11  ，由式(1.27)可知，当 0 时，方程(1.26)

可以写为 

0sin2
2212  KK ,                     (1.28a) 

0cos2
1211  KK ,                     (1.28b) 

    0cos2
41311  KK ,                (1.28c) 

    0sin3 2
42321  KK .               (1.28d) 

由式(1.28a)和(1.28b)，可得 

 sin2
2212 KK ,                      (1.29a) 

 cos2
1211 KK .                     (1.29b) 
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将式(1.29b)代入式(1.28c)，可得 

  2222
12 cossin1sin MNM

N
 ,            (1.30a) 

  2222
12 sincos1cos MNM

N
 ,            (1.30b) 

其中 

111310 KKA  , 211410 KKB  , 0
2

0 BAM  ,  
42

1
2

1
2 cos21 N .                     (1.31) 

将式(1.29)和(1.30)代入式(1.28d)，可得 

     2
1111

222 cossin3  MNBA  

   1sincos33 11
2

1
4222  MN ,   (1.32) 

其中 1111232 3 KKKA  ， 2112242 3 KKKB  。 

由以上分析可知，系统(1.21)在平衡点处将发生双 Hopf 分叉，并且在平衡点处将分叉

出 7 个周期解。 

(1.4) 当 3k 时，根据式(1.5)，我们可将系统(1.3)写为 
)()( 3

2
2
152122

2
1111

2
11  OyxKyyxKyxKxixx ,           (1.33a) 

)())((3 33
16

2
2242113211

2
22  OyKyxKyyxKxixix ,      (1.33b) 

其中 05 K ， 06 K 。 

当 0 时，我们得到系统(1.33)的分叉方程为 

0)()( 2
2
151

2
221111  OkKKi ,             (1.34a) 

   0)(3 2
162

2
24113112  OKKKii .        (1.34b) 

记 2jjij iKKK  ， 6,,1j 。取 11  ，由式(1.34)可知，当 0 时，方程(1.33)可

以写为 

0sin2
2212  KK ,                      (1.35a) 

0cos2
1211  KK ,                      (1.35b) 

    0cos2
41311  KK ,                 (1.35c) 

    0sin3 2
42321  KK .                (1.35d) 

由式(1.35a)和(1.35b)，可得 

 sin2
2212 KK ,                       (1.36a) 

 cos2
1211 KK .                      (1.36b) 

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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将式(1.36b)代入式(1.35c)，我们得到 

  2222
12 cossin1sin MNM

N
 ,             (1.37a) 

  2222
12 sincos1cos MNM

N
 ,            (1.37b) 

其中 

111310 KKA  , 211410 KKB  , 0
2

0 BAM  ,  
42

1
2

1
2 cos21 N .                     (1.38) 

将式(1.36)和(1.37)代入式(1.35d)，可得 

     2
1111

222 cossin3  MNBA  

   1sincos33 11
2

1
4222  MN ,   (1.39) 

其中 1111232 3 KKKA  ， 2112242 3 KKKB  。 

由以上分析可知，系统(1.33)在平衡点将会发生双 Hopf 分叉，并且可能在平衡点分叉

出 7 个周期解。利用高维非线性系统 Hopf 分叉定理研究共振系统的双 Hopf 分叉问题，最

大的困难就是如何求出系统的分叉方程，以及如何判断分叉解的分类。 
 

1.2  蜂窝夹层板系统的动力学方程 

 

我们研究四边简支蜂窝夹层板的非线性动力学特性， x 方向的面内载荷和横向面外载

荷如图1.1所示，在蜂窝夹层板的振动过程中考虑阻尼的影响。蜂窝夹层板的长、宽、高分

别为a ，b 和 h ，直角坐标Oxy 位于蜂窝夹层板的中性面内， z 轴向下，设蜂窝夹层板内

任一点沿 x ， y 和 z 方向的位移分别为 u ， v 和 w ，沿着 x 方向作用的面内载荷为

tppp 210 cos ，横向载荷为 tyxFf 1cos),(  。蜂窝夹层板分为三层，上下蒙皮

是完全相同的各向同性材料，蒙皮层厚度为 fh 。中间由正六角形蜂窝芯层隔开，蜂窝芯

轴向为坐标 z 方向，蜂窝芯厚度为 eh 。由Gibson经典理论可知，正六边形蜂窝芯层为面内 
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图1.1   蜂窝夹层板模型 

各向同性材料。假设蒙皮与蜂窝芯结合紧密，不会脱开，并且粘结层很薄，其本身不发生

变形，即各层板之间变形连续。 

根据Hamilton原理及Reddy高阶剪切变形理论，得到蜂窝夹层板的非线性动力学方程

为 

  yyxxxxxyyyxx wwAwwAvAAuAuA ,,,,,,, 661166126611   

  uIwwAA xyy 06612 ,,  ,   (1.40a) 

 
0226666212266 ,,,,,,, yyyxxyxyyyxx wwAwwAuAAvAvA   

  vIwwAA xyx  ,,6621 ,   (1.40b) 

  yyyyxxyyyyyyxxxxxx wwvAwuwDwDDDwD ,,
2
1,,

2
1,A,,4, 2

22
2

212221661211 


























 
       yyyxxyxxxxyxyyyyyyxxyx wwwxwwvuAwwvAwwuA ,,,,,,,,,,,,,, 662221   

       xyxyxyyyyyxyxyyxxxxxx wwwwwuvAwwvAwwuA ,,,,,,,,,,,,, 661211   

    yxyxxyxxyyxx wwwvuAwpwvAwuA ,,.,,2,,,,
2
1, 66

2
12

2
11 

















  

wIwcq  0 .   (1.40c) 

四边简支蜂窝夹层板的边界条件如下， 

在 0x 和a 处， 

000  xxy Mwv ,  dytppdyN
b

ax

b

xx  
0

210,0
0

cos ,(1.41a) 

在 0y 和b 处， 

000  yyx Mwu ,  0,0  byyyN .              (1.41b) 
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考虑蜂窝夹层板的主参数共振- 2:1 内共振情况，方程(1.40)的模态函数取为 

b
y

a
xuu 

 sincos10 ,                          (1.42a) 

b
y

a
xvv 

 cossin10 ,                          (1.42b) 

b
y

a
xw

b
y

a
xww 




 sin2sinsinsin 210 ,                 (1.42c) 

b
y

a
xt

b
y

a
xtx





 sin2cos)(sincos)( 21 ,             (1.42d) 

a
x

b
yt

a
x

b
yty







2sincos)(sincos)( 43 .             (1.42e) 

横向激励的表达式为 

b
y

a
xF

b
y

a
xFF 




 sin2sinsinsin 21 .                  (1.43) 

引入无量纲变换 

H
ww 1

1  , 
H
ww 2

2  , 21 tt .                    (1.44) 

为了便于分析，去掉参数和变量上面的符号“-”，利用Galerkin方法进行离散，我们得

到四边简支蜂窝夹层板的二自由度非线性动力学方程为 
2
211112111

2
1111 cos wwtwwww    

tfwwww 11
3
214

3
1132

2
112 cos  ,      (1.45a) 

2
2
12122212

2
2222 cos wwtwwww    

tfwwww 12
3
124

3
223

2
2122 cos  .      (1.45b) 

 

1.3  主参数共振-1:2内共振情况下蜂窝夹层板的双Hopf分叉分析 

 

在本节中，我们利用 1.2 中的理论研究参数激励与外激励联合作用下蜂窝夹层板的双

Hopf 分叉特性。为了利用多尺度法进行研究，将方程(1.45)中的阻尼项、参数激励项、外

激励项和非线性项添加小扰动项，得到如下方程 
2
211112111

2
1111 cos wwtwwww     

tfwwww 11
3
214

3
1132

2
112 cos ,       (1.46a) 

2
2
12122212

2
2222 cos wwtwwww    
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tfwwww 12
3
124

3
223

2
2122 cos  .       (1.46b) 

考虑蜂窝夹层板的主参数共振- 2:1 内共振的情况，共振关系如下 

 21 , 1
22

1 4
1

 , 2
22

2  ,               (1.47) 

其中 1 和 2 为调谐参数，为了分析方便，令 2 。 

设方程(1.46)的一致渐近解为 

       101100 T,TwT,Tw,tw nnn , 2,1n ,               (1.48) 

其中 tT 0 ， tT 1 。 

则有微分算子 

 
















 10

1

1

0

0

DD
t

T
Tt

T
Ttd

d
,              (1.49a) 

    10
2
0

2
102

2

2 DDDDD
td

d
,                (1.49b) 

其中
k

k T
D




 ， 1,0k 。 

将式(1.47)-(1.49)代入方程(1.46)，令等式两边同次幂的系数相等，得到 
0 阶  

01010
2
0 wwD ,                         (1.50a) 

04 2020
2
0  wwD .                        (1.50b) 

1 阶 
2
2010111011101100110101111

2
0 2cos2 wwtwwwDwDDwwD   

tfwwww 2cos1
3
2014

3
101320

2
1012  ,                 (1.51a) 

20
2
10212021202200220102121

2
0 2cos24 wwtwwwDwDDwwD   

tfwwww 2cos2
3
1024

3
2023

2
201022  .               (1.51b) 

方程(1.46)复数形式的解为 
00 e)(e)( 110

inT
n

inT
nn TATAw 

 ,                   (1.52) 

其中 2,1n 。 

将式(1.52)代入式(1.51)，可得 

0e32
2
12 1

2
1213221111111111111111

2
0

iTAAAAAAAAiAiDwwD 







  

NSTcc  ,                                        (1.53a) 
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02
22

2
223211212222212121

2
0 e

2
132244 iTfAAAAAAAiAiDwwD 








  

NSTcc  ,                                       (1.53b) 

其中cc为长期项的复共轭项， NST 为不产生长期项的所有项。 

消去长期项，我们得到方程(1.46)复数形式的平均方程为 

1
2
11322111111111111 2

3
4
1

2
1

2
1 AAiAAAiAiAiAAD  ,         (1.54a) 

22
2
22321121222221 8

1
4
3

2
1

4
1

2
1 ifAAiAAAiAiAAD  .        (1.54b) 

令 

)()()( 121111 TixTxTA  ,                        (1.55a) 

)()()( 141312 TixTxTA  .                        (1.55b) 

将方程(1.55)代入方程(1.54)，并分离实部和虚部，得到系统(1.46)的直角坐标形式的平

均方程为 

   2
2

2
1213

2
4

2
32112111111 2

3
4
1

2
1

2
1 xxxxxxxxx 








 ,    (1.56a) 

   2
2

2
1113

2
4

2
31111111212 2

3
4
1

2
1

2
1 xxxxxxxxx 








 , (1.56b) 

   2
4

2
3423

2
2

2
142142323 4

3
2
1

4
1

2
1 xxxxxxxxx  ,         (1.56c) 

    2
2
4

2
3323

2
2

2
132132424 4

1
4
3

2
1

4
1

2
1 fxxxxxxxxx  . (1.56d) 

设 

ni
nn aA 

 e
2
1

,  2,1n .                        (1.57) 

将式(1.57)代入式(1.54)，得到系统(1.46)极坐标形式的平均方程为 

1111111 2sin
4
1

2
1

 aaa ,                           (1.58a) 

3
113

2
211111111111 8

3
4
12cos

4
1

2
1 aaaaaa  ,            (1.58b) 

22222 sin
4
1

2
1

 faa ,                              (1.58c) 

22
3
2232

2
1212222 cos

4
1

16
3

8
1

4
1

 faaaaa  .             (1.58d) 
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在以下分析中，我们主要考虑蜂窝夹层板可能存在的各种平衡点分叉以及平衡点附近

可能存在的周期解。方程(1.56)在零解处的 Jacobi 矩阵为 





































22

22

1111

1111

2
1

4
100

4
1

2
100

00
2
1

4
1

2
1

00
4
1

2
1

2
1

XDJ x .          (1.59) 

特征多项式为 


































 2

2
2
22

22
11

2
1

2
11

2

4
1

4
1

4
1

4
1)(f .  (1.60) 

我们得到平衡点稳定条件为 

0
4
1 2

11
2
1

2
1   和 0

4
1 2

2
2
2  .                  (1.61) 

当 0
4
1 2

2
2
2  时，方程(1.56)零解的稳定性临界线为 

:1L 0
4
1 2

11
2
1

2
1  .                        (1.62) 

式(1.56)有三个负实部特征值和一个零特征值，由奇异性理论可知系统(1.56)的零平衡

点在稳定性临界线 1L 上发生静态分叉，对应于系统(1.46)的第一类型的周期解，即方程(1.56)

的解  0,0,, 21 xx 或者方程(1.58)的解  0,1a 。 因此，系统(1.46)第一类型的周期解可以表

示为 

13

2
1

2
1112

1 3
424
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1  时，系统(1.56)零解的稳定性临界线为 

:2L 0
4
1 2

2
2
2  ,                             (1.64) 

因此，方程(1.56)的第二类型周期解可以表示为 
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a .                        (1.65) 

通过以上分析可知，方程(1.56)有下列形式的解 
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