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前　　言

高等数学是高等院校最重要的基础理论课，课程主要传授学生在今后专业

学习中所需的数学知识，同时培养学生的抽象思维能力、逻辑推理能力和解决

实际问题的能力。高等数学在各个学科领域中有广泛的应用，随着科学技术的

不断发展及交叉学科人才培养的需要，对新型生农医药类专业人才的数学基础

提出了更高的要求，目前已有的生农医药类高等数学教材已经不能满足培养高

素质人才的需要。为此，我们编写了本书。

本书结合作者多年教授上海交通大学生农医药类高等数学的经验，对概念

的引入、背景问题作出一定的分析，选择大量典型的例题帮助学生理解和掌握

一般数学方法，难度适中。本书充分考虑生农医药类学生学习数学的要求，对

于理论性较强的部分不作深入的介绍，给学生留下思考和探索的空间。

本书包括“微积分”“概率论”和“线性代数”三个部分，“微积分”部分由李铮

主编，“概率论”和“线性代数”部分由咸进国主编。前五章介绍微积分基础知识

和应用；第六章介绍概率论基础知识和应用，第七章介绍线性代数基础知识和

应用。

本书注重对高等数学的基本思想和基本方法的阐述，突出极限、导数和积

分等重要概念，满足生农医药类高等数学的教学特色和要求，注重数学在医学

上的应用，符合“生农医药类数学教学基本要求”。

本书的编写得到了上海交通大学数学科学学院、上海交通大学教务处及上

海交通大学教学发展中心的大力支持，得到了上海交通大学数学科学学院乐经良

教授的悉心指导和帮助，编者在此一并表示衷心感谢。

限于编者的水平，书中存在的错误和不妥之处，敬请读者批评指正。
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书书书

１　函数、极限与连续

高等数学是研究万物运动与变化规律的重要工具。函数是高等数学研究的主

要对象，它反映了事物运动变化之间的依赖关系，是高等数学中最基本的概念。极

限则是高等数学的理论基础，极限的思想方法是贯穿高等数学的基本研究方法。

本章主要介绍函数、极限和连续的概念以及它们的一些性质。

１．１　函　　数

本节是对初等数学中函数概念和函数性质的复习、总结、补充和提高，是学习

高等数学的基础。

１．１．１　函数的概念

１．实数的绝对值

每一个实数都对应数轴上一个确定的点，而数轴上的每一个点仅对应唯一的

实数，数轴上点犪到原点的距离称为实数犪的绝对值，记作｜犪｜，表示为

狘犪狘＝
犪， 犪≥０，

－犪，犪＜０。
｛ （１ １）

实数的绝对值有以下常用的相关不等式：

狘狓狘≤犃（犃＞０）－犃≤狓≤犃；

狘狓－犪狘≤δ（δ＞０）犪－δ≤狓≤犪＋δ；

狘犪±犫狘≤狘犪狘＋狘犫狘；

狘犪±犫狘≥狘狘犪狘－狘犫狘狘。

２．变量

通常我们遇到的物理量（如质量、温度等）和几何量（如长度、面积等）的数值都

是通过度量确定的，数值在发生变化的量称为变量，而数值始终保持不变的量称为

常量，在高等数学中主要研究变量，常用区间或邻域来表示变量的取值范围。

区间有开区间（犪，犫）＝｛狓狘犪＜狓＜犫｝、闭区间［犪，犫］＝｛狓狘犪≤狓≤犫｝、无

穷区间（犪，＋∞）＝｛狓狘狓＞犪｝以及其他区间（犪，犫］，［犪，犫），［犪，＋∞），（－∞，

１
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犫］，（－∞，＋∞）等。

我们把区间 （犪 －δ，犪 ＋δ）称为点犪 的δ 邻域，记作犝（犪，δ）＝

｛狓狘狘狓－犪狘＜δ｝＝（犪－δ，犪＋δ），称犪为邻域中心，δ为邻域半径。而把

犝（犪，δ）＝｛狓狘０＜狘狓－犪狘＜δ｝称为点犪的去心δ邻域，如图１ １（ａ）（ｂ）所示。

图１ １

如果不考虑邻域半径，记犝（犪）为点犪的邻域，犝（犪）为点犪的去心邻域。

３．映射定义

先介绍集合之间的映射概念。

定义１．１．１　设有非空集合犡 和犢，如果存在对应法则犜，使得对于集合犡 中

的任意一个元素狓，在集合犢中总存在唯一的元素狔与之对应，则称犜 是由犡 到

犢的映射，记作犜：犡→犢或狓狘→狔＝犜（狓），称犜（狓）为狓在映射犜下的像，狓称

为狔在映射犜下的原像。

集合犡 称为映射犜的定义域，记作犇（犜），犜（狓）的全体称为映射犜的值域，

记作犚（犜），犚（犜）＝｛犜（狓）狘狓∈犇（犜）｝犢。

４．函数定义

自然界中各种现象的变化存在相互依存的关系，函数则是表达变量之间关系

的基本数学形式。

定义１．１．２　设有非空数集犡 和犢，如果对于犡 中的每一个数狓，按照对应法

则犳都对应于犢 中唯一的一个确定的数狔，则称犳为定义在犡 上的函数，记作

犳：犡 →犢，数狓对应的数狔称为犳的函数值，记作：狔＝犳（狓），其中犡 称为函数

犳的定义域，记作犇（犳），函数值狔的集合称为犳的值域，记作犚（犳），即犚（犳）＝

｛犳（狓）狘狓∈犇（犳）｝犢。

比较映射和函数的定义，不难看到，函数是数集之间的映射，而映射可以看成

是函数概念的延伸。

在本书中，为了便于讨论具体的函数常把函数犳记作：犳（狓）。从函数定义直

接可得函数的两个要素是：定义域、对应法则。

例１．１．１　求函数犳（狓）＝
１

狓２－２狓－槡 ３
的定义域。

解　由初等数学知识可知函数定义域的基本型有：

２



（１）槡狔，狔≥０；

（２）
１

狔
，狔≠０。

所以　　
狓２－２狓－３≥０

狓２－２狓－槡 ３≠０
烅
烄

烆
狓

２
－２狓－３＝（狓－３）（狓＋１）＞０，

故犳（狓）的定义域为（－∞，－１）∪（３，＋∞）。

例１．１．２　求函数犳（狓）＝
１

ｌｏｇ２狘狓－１狘
的定义域。

解　函数定义域的基本型有：ｌｏｇ犪狔，狔＞０，犪＞０且犪≠１。

所以　　
ｌｏｇ２狘狓－１狘≠０狘狓－１狘≠１狓≠０，狓≠２，

狘狓－１狘＞０狓≠１。
｛

故犳（狓）的定义域为（－∞，０）∪（０，１）∪（１，２）∪（２，＋∞）。

例１．１．３　从一项生理学研究中得到血液中胰岛素的浓度犮（狋）（单位／ｍｌ）随时

间狋（ｍｉｎ）的变化而变化，在５ｍｉｎ内犮（狋）与狋和１０－狋的乘积成正比，如果在

３ｍｉｎ时，犮（狋）＝１２，试建立犮（狋）与时间狋的函数关系。

解　由题意知，当０≤狋≤５时，犮（狋）＝犽狋（１０－狋），而狋＝３时，犮（狋）＝１２，

所以犽＝
４

７
，由此可得犮（狋）＝

４

７
狋（１０－狋）（０≤狋≤５）。

例１．１．４　已知２犳（狓）＋犳（１－狓）＝狓２，求犳（狓）。

解　由函数的定义可知狔＝犳（狓）和狌＝犳（狏）虽然变量形式不同，但都表示同

一个函数犳，这一性质称为函数的变量无关性，所以

２犳（狓）＋犳（１－狓）＝狓２，

２犳（１－狓）＋犳（狓）＝（１－狓）２，
｛

消去犳（１－狓），得犳（狓）＝
１

３
（狓２＋２狓－１）。

例１．１．５　已知犳
狓＋１

狓－２（ ）＝２狓－１，求犳（狓）。
解　令

狓＋１

狓－２
＝狋，则狓＝

１＋２狋

狋－１
，

所以犳（狋）＝２×
１＋２狋

狋－１
－１＝

３＋３狋

狋－１
，或犳（狓）＝

３＋３狓

狓－１
。

３



１．１．２　函数的表示法

函数的表示法有很多，最常见的有表格法、图示法和解析法。

１．表格法

用表格来表示一种函数关系，称为表格法。

如果两个变量的关系是通过表格形式表示的，称为函数的表格表示法，如自变

量取狓１，狓２，…，狓狀时，另一个变量相应的取值为狔１，狔２，…，狔狀，则因变量（或函

数）与自变量通过表格形式给出了对应关系。

例１．１．６　外界温度对人体代谢率的影响数据如表１ １所示。

表１ １　外界温度对人体代谢率的影响数据

环境温度／℃ … ４ １０ ２０ ３０ ３８ …

代谢率／［ｋＪ／（ｈ·ｍ２）］ … ２５０．８ １８３．９ １６７．２ １６９．３ ２２５．７ …

　　２．图示法

用图形来表示一种函数关系，称为图示法。

在平面直角坐标系中，横坐标表示自变量的取值，纵坐标表示对应的函数取

图１ ２　

值，则函数关系可用图形来表示。

例１．１．７　图１ ２直接表示的一种函数关系。

解　从图形大致可得：

犳（１）＝１，犳（３）＝２，犳（５）＝３

３．解析法（又称公式法）

如果两个变量之间的关系用数学运算公式来表

示，则称由解析法或公式法来表示函数关系。

例１．１．８　某种细菌的繁殖个数犖 与时间狋关系为

犖＝犖０ｅ
狋

犜Ｃ，

式中犖０为繁殖开始时的细菌数；犜Ｃ为生长周期；犖０和犜Ｃ均为常数。

　图１ ３

在函数定义中，对应法则不一定是一个公式，有时

需用几个公式加以表达，用多个公式来表示的函数称

为分段函数。

例１．１．９　狔＝
狓２， ０≤狓＜１，

２－狓，１≤狓≤２。
｛

函数的定义域为犇（犳）＝［０，２］，值域为犚（犳）＝
［０，１］，如图１ ３所示。

４



例１．１．１０　（取整函数）设狓为任一实数，把不超过狓的最大整数称为狓的整

　图１ ４

数部分，记作［狓］，称狔＝［狓］为狓的取整函数。

函数的定义域为犇（犳）＝（－∞，＋∞），值域为

犚（犳）＝犣，其中犣表示整数集合，如图１ ４所示。

例１．１．１１　符号函数

狔＝ｓｇｎ（狓）＝

－１，狓＜０，

０， 狓＝０，

１， 狓＞０。

烅

烄

烆

函数的定义域为犇（犳）＝（－∞，＋∞），值域为犚（犳）＝｛－１，０，１｝，如图１ ５

图１ ５　

所示。

注意到狘狓狘＝狓·ｓｇｎ（狓）。

例１．１．１２　Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ函数：

Ｄ（狓）＝
１，狓为有理数，

０，狓为无理数。｛
函数的定义域为犇（犳）＝（－∞，＋∞），值域为

犚（犳）＝｛０，１｝。

１．１．３　函数的性质

函数反映了变量之间的关系，函数值的变化随自变量的变化具有一定的规律

性和一些特征，我们先讨论函数的一些简单性质，随着内容的展开将逐步对函数进

行更深入的研究。

１．奇偶性

定义１．１．３　设函数犳的定义域犇（犳）关于原点对称或为犚＝（－∞，＋∞）。

若狓 ∈犇（犳），有犳（－狓）＝犳（狓），则称犳为偶函数；

若狓∈犇（犳），有犳（－狓）＝－犳（狓），则称犳为奇函数。

符号“”表示对于任意的。

例如，犳（狓）＝狓２是定义在犚上的偶函数，犳（狓）＝ｓｉｎ狓是定义在犚上的奇函

数，犳（狓）＝狓·ｓｉｎ狓是定义在犚上的偶函数，犳（狓）＝狓２·ｓｉｎ狓是定义在犚上的

奇函数，而犳（狓）＝狓２＋ｓｉｎ狓则是定义在犚上的非奇非偶函数。

从函数图形上看，奇函数的图形关于原点对称，偶函数的图形关于狔轴

对称。

问题１．１．１　非奇非偶函数能否表示为奇函数与偶函数的和？

例１．１．１３　判定函数犳（狓）＝ｌｏｇ２（狓＋ 狓２＋槡 １）的奇偶性。
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解　犳（狓）＋犳（－狓）＝ｌｏｇ２（狓＋ 狓２＋槡 １）＋ｌｏｇ２（－狓＋ 狓２＋槡 １）＝ｌｏｇ２１＝０。

所以函数犳为奇函数。

例１．１．１４　判定函数犳（狓）＝
２狓－１

２狓＋１
的奇偶性。

解　犳（－狓）＝
２－狓－１

２－狓＋１
＝
１－２

狓

１＋２
狓
＝－犳（狓），所以函数犳为奇函数。

２．单调性

定义１．１．４　设函数犳在区间犐上有定义：

若狓１，狓２∈犐，狓１＜狓２，有犳（狓１）≤犳（狓２）或犳（狓１）＜犳（狓２），则称函数

犳为犐上的单调增加函数或严格单调增加函数；

若狓１，狓２∈犐，狓１＜狓２，有犳（狓１）≥犳（狓２）或犳（狓１）＞犳（狓２），则称函数

犳为犐上的单调减少函数或严格单调减少函数。

单调增加或减少函数，统称单调函数。

有些函数可以在一部分区间上单调增加而在另一部分区间上单调减少，例如：

函数ｓｉｎ狓在区间 ０，
π

２［ ］上单调增加而在 π

２
，π［ ］上单调减少。

３．有界性

定义１．１．５　设函数犳在区间犐上有定义：

若犕 ∈犚，狓∈犐，有犳（狓）≤犕，则称犳在犐上有上界，犕 为犳的一个

上界；

若犿∈犚，狓∈犐，有犳（狓）≥犿，则称犳在犐上有下界，犿为犳的一个下界；

若犌∈犚
＋，狓∈犐，有狘犳（狓）狘≤犌，则称犳在犐上有界，犌为犳的一个界；

若犳在犐上有界，称犳是犐上的有界函数。

符号“”表示存在。

从函数有界的定义可直接得到：函数有界的充分必要条件是函数既有上界又

有下界。

问题１．１．２　函数犳在区间犐上无界的严格定义是什么？

典型的有界函数：狘ｓｉｎ狓狘≤１，狘ｃｏｓ狓狘≤１。

例１．１．１５　证明：犳（狓）＝
１

狓
在（０，＋∞）上无界。

证明　犌＞０，取狓０＝
１

犌＋１
，则犳（狓０）＝

１

狓０
＝犌＋１＞犌，所以函数

１

狓
在

（０，＋∞）上无界。
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４．周期性

定义１．１．６　设函数犳在犐上有定义：

若犜（≠０）∈犚，使得狓∈犐，有狓＋犜∈犐且犳（狓＋犜）＝犳（狓），则称函

数犳为周期函数，犜为函数犳的一个周期。

当最小正周期存在时，通常称最小正周期为周期。例如，函数ｓｉｎ狓，ｃｏｓ狓，

ｔａｎ狓都是周期函数，其周期分别为：２π，２π，π。

设周期函数犳（狓）的周期为犜，则函数犳（犪狓＋犫）（犪≠０）的周期为
犜

｜犪｜
。

问题１．１．３　周期函数是否一定有最小正周期？

例１．１．１６　求函数犳（狓）＝ｓｉｎ４狓＋ｃｏｓ４狓的最小正周期。

解　犳（狓）＝１－２ｓｉｎ２狓ｃｏｓ２狓＝１－
１

２
ｓｉｎ２（２狓）＝１－

１

４
［１－ｃｏｓ（４狓）］，

所以，函数的最小正周期是
π

２
。

例１．１．１７　设狓∈犚，有犳狓＋
１

２（ ）＝１２＋ 犳（狓）－犳２（狓槡 ），证明：犳（狓）

是周期函数。

证明　由于犳（狓）－犳２（狓）＝
１

４
－ 犳（狓）－

１

２［ ］
２

，

所以 犳狓＋
１

２（ ）－１２［ ］
２

＝犳（狓）－犳２（狓）＝
１

４
－ 犳（狓）－

１

２［ ］
２

，

故 犳（狓＋１）－
１

２［ ］
２

＝犳狓＋
１

２（ ）－犳２狓＋１２（ ）
＝
１

４
－ 犳狓＋

１

２（ ）－１２［ ］
２

＝犳（狓）－
１

２［ ］
２

。

又由题意知：犳（狓）≥
１

２
，故犳（狓＋１）＝犳（狓），即函数为周期函数，且周期为１。

１．１．４　反函数与复合函数

１．单射、满射、双射

我们先给出单射、满射和双射的概念。
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