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前　　言

高等数学（微积分）是一门研究运动和变化的数学，产生于１６世纪至１７世

纪，是受当时科学家们在研究力学问题时对相关数学的需要而逐渐发展起来的。

在高等数学中，微分处理的是当函数已知时，如何求该函数变化率的问题，如曲线

的斜率、运动物体的速度和加速度等；而积分处理的是当函数的变化率已知时，如

何求该函数的问题，如通过物体当前的位置及作用在该物体上的力来预测该物体

的未来位置，计算不规则平面区域的面积，计算曲线的长度等。现在，高等数学已

经成为高等院校学生尤其是工科学生最重要的数学基础课程之一，学生在这门课

程上学习情况的好坏对其后续课程能否顺利学习有着至关重要的影响。

本书第二版是在第一版的基础上，根据北邮高等数学双语教学组多年的教学

实践及第一版教材的使用情况进行全面修订而成。本书上册各章节具体的撰写

分工如下：第一章由艾文宝教授编写，第二章和第三章由李晓花副教授编写，第四

章和第五章由袁健华教授编写，第六章由默会霞副教授编写。全书由艾文宝教授

进行内容审核。本书在内容编排和讲解上适当吸收了欧美国家微积分教材的一

些优点，新版教材尽量做到逻辑严谨、叙述清晰、直观性强、例题丰富。本套教材

中文版、英文版及习题解答是相互配套的，特别适合双语高等数学的教学需要。

由于作者水平有限，加上时间匆忙，书中出现一些错误在所难免，欢迎并感谢读者

通过邮箱ｊｉａｎｈｕａｙｕａｎ＠ｂｕｐｔ．ｅｄｕ．ｃｎ指出错误，以便我们及时纠正。

编　者
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第１章

微积分基础知识

高等数学（微积分）是研究运动和变化的数学，其研究对象就是变化的量．函数关系是变量
之间的依赖关系．微积分中研究函数的基本工具就是极限．本章介绍微积分的基础知识，如集
合、函数、极限和函数的连续性等基本概念，以及它们的一些性质．

１．１　映射与函数

１．１．１　集合及运算

１．集合的概念
集合是数学中的一个基本概念．在研究具体问题时，我们通常遇到一个个的对象，这些研

究对象被称为元素（ｅｌｅｍｅｎｔ），某些对象（即元素）的总体就叫集合（ｓｅｔ，简称集）．通俗说来，所
谓集合是指具有某种特定性质的事物的总体．

一般地，我们用大写拉丁字母Ａ，Ｂ，Ｃ，…表示集合，用小写拉丁字母ａ，ｂ，ｃ，…表示集合的
元素．如果ａ是集合Ａ 的元素，则说ａ属于Ａ，记作ａ∈Ａ；如果ａ不是集合Ａ 的元素，则说ａ
不属于Ａ，记作ａＡ或ａＡ．

表示集合的方法通常有两种，枚举法和描述法．例如，考虑一年的四个季节构成的集合Ａ，
可表示为

Ａ＝｛春季，夏季，秋季，冬季｝．
考虑１到１００之间的所有正整数的集合Ｂ，可表示为

Ｂ＝｛１，２，３，４，…，９８，９９，１００｝．
这种将集合的全体元素一一列举出来表示集合的方法称为枚举法．但是并不是每个集合都可
以用枚举法来表示．此时，可采用指出集合中的元素的特性来表示该集合，即用描述法来表示
集合．若集合Ｓ是由具有某种性质Ｐ 的元素ｘ的全体所组成的，就可以表示成

Ｓ＝｛ｘ｜ｘ具有性质Ｐ｝．
例如，考虑全体肉食动物构成的集合Ｃ，可表示为

Ｃ＝｛ｘ｜ｘ为肉食动物｝．
考虑方程ｘ２－４＝０的解的集合Ｄ，可表示为

Ｄ＝｛ｘ｜ｘ２－４＝０｝．
若集合Ｓ由ｎ个元素组成，这里的ｎ是一个确定的自然数，则称集合Ｓ是有限集（ｆｉｎｉｔｅ
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ｓｅｔ），不是有限集的集合称为无限集（ｉｎｆｉｎｉｔｅ　ｓｅｔ）．例如，Ａ＝｛ａ，ｂ，ｃ，ｄ｝和Ｂ＝｛１，２，３，４，５｝都
是有限集，Ｃ＝｛ｘ｜ｘ为大于１的实数｝是无限集．

考虑数集，下面给出一些常用的数集表示：

Ｎ＝｛ｘ｜ｘ为自然数｝＝｛０，１，２，…｝；

Ｎ＋＝｛ｘ｜ｘ为正自然数｝＝｛１，２，…｝；

Ｚ＝｛ｘ｜ｘ为整数｝＝｛０，±１，±２，…｝；

Ｑ＝｛ｘ｜ｘ为有理数｝；

Ｒ＝｛ｘ｜ｘ为实数｝．
对于数集，有时我们在表示数集的字母的右上角标上“＊”来表示该数集内排除０的集，用

下标“＋”来表示该数集内排除负数的集，如Ｒ＊为排除０的实数集合，Ｒ＋为全体非负实数的
集合．

设Ａ，Ｂ是两个集合，如果集合Ａ 的元素都是集合Ｂ 的元素，则称Ａ 是Ｂ 的子集（ｓｕｂ－
ｓｅｔ），记作ＡＢ（读作Ａ包含于Ｂ），或ＢＡ（读作Ｂ包含Ａ）．若Ａ不是Ｂ的子集，则记ＡＢ
（图１．１．１）．例如，ＮＱＲ，ＱＲ＋．

图１．１．１

如果集合Ａ与集合Ｂ 互为子集，即ＡＢ且ＢＡ，则称两个集合Ａ与Ｂ 相等（ｅｑｕａｌ），记
作Ａ＝Ｂ．若Ａ与Ｂ 不相等，则记Ａ≠Ｂ．例如，若

Ａ＝｛－１，１｝，　Ｂ＝｛ｘ｜ｘ２－１＝０｝，

则Ａ＝Ｂ．
对于集合Ａ和集合Ｂ，若ＡＢ且Ａ≠Ｂ，则称集合Ａ 是集合Ｂ 的真子集（ｐｒｏｐｅｒ　ｓｕｂ－

ｓｅｔ），记作ＡＢ．例如，ＮＺ，ＺＱ，ＱＲ．
不含任何元素的集合是空集，记作．例如，方程ｘ２＋１＝０的实根所组成的集合

｛ｘ｜ｘ∈Ｒ且ｘ２＋１＝０｝

就是个空集．规定空集是任何集合的子集，即任给一集合Ａ，有Ａ．
例１．１．１　写出集合Ａ＝｛１，２，３｝的所有子集．
解　，｛１｝，｛２｝，｛３｝，｛１，２｝，｛２，３｝，｛１，３｝，｛１，２，３｝． ■
例１．１．２　设集合Ａ＝｛－２，－１，１，２｝，Ｂ＝｛ｘ｜ｘ３－ｘ２－４ｘ＋４＝０，ｘ∈Ｒ｝，判断Ａ＝Ｂ是

否成立．
解　方程ｘ３－ｘ２－４ｘ＋４＝０的实根为ｘ１＝１，ｘ２＝２，ｘ３＝－２．

故 Ｂ＝｛１，２，－２｝．
可知ＢＡ，ＡＢ，所以Ａ≠Ｂ． ■
２．集合的运算
集合的基本运算有并（ｕｎｉｏｎ），交（ｉｎｔｅｒｓｅｃｔｉｏｎ），差（ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ）和补（ｃｏｍｐｌｅｍｅｎｔ）四种．

２
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（１）并集Ａ∪Ｂ
设Ａ，Ｂ是两个集合，由所有属于Ａ或者属于Ｂ 的元素组成的集合，称为Ａ与Ｂ 的并集

（ｕｎｉｏｎ），记作Ａ∪Ｂ（图１．１．２（ａ）），即

Ａ∪Ｂ＝｛ｘ｜ｘ∈Ａ或ｘ∈Ｂ｝．
例如

｛１，２，３｝∪｛２，３，４｝＝｛１，２，３，４｝；
｛ｘ｜ｘ∈Ｒ且ｘ≤０｝∪｛ｘ｜ｘ∈Ｒ且ｘ≥０｝＝Ｒ．

（２）交集Ａ∩Ｂ
设Ａ，Ｂ是两个集合，由所有既属于Ａ又属于Ｂ 的元素组成的集合，称为Ａ与Ｂ 的交集

（ｉｎｔｅｒｓｅｃｔｉｏｎ），记作Ａ∩Ｂ（图１．１．２（ｂ）），即

Ａ∩Ｂ＝｛ｘ｜ｘ∈Ａ且ｘ∈Ｂ｝．
例如

｛１，２，３｝∩｛２，３，４｝＝｛２，３｝；
｛ｘ｜ｘ∈Ｒ且ｘ≤０｝∩｛ｘ｜ｘ∈Ｒ且ｘ≥０｝＝｛０｝．

（３）差集Ａ－Ｂ
设Ａ，Ｂ是两个集合，由所有属于Ａ而不属于Ｂ 的元素组成的集合，称为Ａ与Ｂ 的差集

（ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ），记作Ａ－Ｂ，或Ａ＼Ｂ（图１．１．２（ｃ）），即

Ａ－Ｂ＝｛ｘ｜ｘ∈Ａ且ｘＢ｝．
例如

｛１，２，３｝－｛２，３，４｝＝｛１｝；
｛ｘ｜ｘ∈Ｒ且ｘ≤２｝－｛ｘ｜ｘ∈Ｒ且ｘ＞０｝＝｛ｘ｜ｘ∈Ｒ且ｘ≤０｝．

（４）补集ＡＣ

研究具体问题时，将所有可能的元素构成的集合Ｘ 称为全集（ｕｎｉｖｅｒｓａｌ　ｓｅｔ），所研究的其
它集合Ａ都是Ｘ 的子集，Ａ的补集或余集（ｃｏｍｐｌｅｍｅｎｔ）ＡＣ（图１．１．２（ｄ））定义为

ＡＣ＝Ｘ－Ａ．
例如，在实数集Ｒ中，集合Ａ＝｛ｘ｜０＜ｘ≤１｝的补集就是

ＡＣ＝｛ｘ｜ｘ≤０或ｘ＞１｝．

图１．１．２

（５）基本集合运算规律
定理１．１．１（集合运算律）　设Ａ，Ｂ及Ｃ为集合，则有

① 交换律（ｃｏｍｍｕｔａｔｉｖｅ　ｌａｗ）　Ａ∪Ｂ＝Ｂ∪Ａ；Ａ∩Ｂ＝Ｂ∩Ａ．
② 结合律（ａｓｓｏｃｉａｔｉｖｅ　ｌａｗ）　（Ａ∪Ｂ）∪Ｃ＝Ａ∪（Ｂ∪Ｃ）；（Ａ∩Ｂ）∩Ｃ＝Ａ∩（Ｂ∩Ｃ）．
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③ 分配律（ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｖｅ　ｌａｗ）　（Ａ∪Ｂ）∩Ｃ＝（Ａ∩Ｃ）∪（Ｂ∩Ｃ）；
（Ａ∩Ｂ）∪Ｃ＝（Ａ∪Ｃ）∩（Ｂ∪Ｃ）；
（Ａ＼Ｂ）∩Ｃ＝（Ａ∩Ｃ）＼（Ｂ∩Ｃ）．

④ 幂等律（ｉｄｅｍｐｏｔｅｎｔ　ｌａｗ）　Ａ∪Ａ＝Ａ；Ａ∩Ａ＝Ａ．
⑤ 吸收律（ａｂｓｏｒｐｔｉｏｎ　ｌａｗ）　Ａ∪＝Ａ；Ａ∩＝．若 ＡＢ，则 Ａ∪Ｂ＝Ｂ 且

Ａ∩Ｂ＝Ａ．
以上法则都可以根据集合相等的定义验证，现以分配律中的第一个性质为例，给出

Ａ∩（Ｂ∪Ｃ）＝（Ａ∩Ｂ）∪（Ａ∩Ｃ）的证明．其余留给读者．
例１．１．３　设Ａ，Ｂ，Ｃ为任意三个集合，证明Ａ∩（Ｂ∪Ｃ）＝（Ａ∩Ｂ）∪（Ａ∩Ｃ）．
证明　首先证明Ａ∩（Ｂ∪Ｃ）（Ａ∩Ｂ）∪（Ａ∩Ｃ）．
ｘ∈Ａ∩（Ｂ∪Ｃ）ｘ∈Ａ且ｘ∈Ｂ∪Ｃ，

ｘ∈Ａ且“ｘ∈Ｂ或ｘ∈Ｃ”，

“ｘ∈Ａ且ｘ∈Ｂ”或“ｘ∈Ａ且ｘ∈Ｃ”，

ｘ∈Ａ∩Ｂ或ｘ∈Ａ∩Ｃ，

ｘ∈（Ａ∩Ｂ）∪（Ａ∩Ｃ）．
接下来证明（Ａ∩Ｂ）∪（Ａ∩Ｃ）Ａ∩（Ｂ∪Ｃ）．
ｘ∈（Ａ∩Ｂ）∪（Ａ∩Ｃ）ｘ∈Ａ∩Ｂ或ｘ∈Ａ∩Ｃ，

“ｘ∈Ａ且ｘ∈Ｂ”或“ｘ∈Ａ且ｘ∈Ｃ”，

ｘ∈Ａ且“ｘ∈Ｂ或ｘ∈Ｃ”，

ｘ∈Ａ且ｘ∈Ｂ∪Ｃ，

ｘ∈Ａ∩（Ｂ∪Ｃ）．
综上，Ａ∩（Ｂ∪Ｃ）＝（Ａ∩Ｂ）∪（Ａ∩Ｃ）． ■
注　以上证明中，符号“”表示“推出”（或“蕴含”）．如果在上例第一段“Ａ∩（Ｂ∪Ｃ）

（Ａ∩Ｂ）∪（Ａ∩Ｃ）”证明中，将符号“”改用“”（表示“等价”），则上例证明的第二段可省略．
（６）集合的笛卡儿积Ａ×Ｂ
在两个集合之间还可以定义笛卡儿积（Ｃａｒｔｅｓｉａｎ　ｐｒｏｄｕｃｔ，也称为集合的直积）．设Ａ，Ｂ是

任意两个集合，在集合Ａ 中任意取一个元素ｘ，在集合Ｂ中任意取一个元素ｙ，组成一个有
序对（ｘ，ｙ），由这样的有序对为元素所组成的集合称为集合Ａ 与集合Ｂ 的笛卡儿积，记为

Ａ×Ｂ，即

Ａ×Ｂ＝｛（ｘ，ｙ）ｘ∈Ａ且ｙ∈Ｂ｝．
例如，Ｒ×Ｒ＝｛（ｘ，ｙ）ｘ∈Ｒ，ｙ∈Ｒ｝，即为ｘＯｙ面上全体点的集合．Ｒ×Ｒ常记为Ｒ２．更一

般地，

Ｒｎ＝｛（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ∈Ｒ｝
称为ｎ维空间．
３．区间与邻域
我们主要讨论实数集Ｒ的子集，简称数集．区间是用得较多的一类数集．设ａ和ｂ都是实

数且ａ≤ｂ，闭区间［ａ，ｂ］，开区间（ａ，ｂ），半开区间［ａ，ｂ）和（ａ，ｂ］分别指的是下列数集：
［ａ，ｂ］＝｛ｘ｜ａ≤ｘ≤ｂ｝；
（ａ，ｂ）＝｛ｘ｜ａ＜ｘ＜ｂ｝；
［ａ，ｂ）＝｛ｘ｜ａ≤ｘ＜ｂ｝；
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（ａ，ｂ］＝｛ｘ｜ａ＜ｘ≤ｂ｝．
其中，数ａ和ｂ称为区间的端点，对开区间（ａ，ｂ）而言，ａ（ａ，ｂ）且ｂ（ａ，ｂ）．以上这些区间都
称为有限区间．数ｂ－ａ称为这些区间的长度．从数轴上看，有限区间是数轴上长度有限的线段
（如图１．１．３所示）．

图１．１．３

此外，我们还能遇到端点含±∞的区间，即所谓的无限区间．例如
［ａ，＋∞）＝｛ｘ｜ｘ≥ａ｝；
（－∞，ｂ）＝｛ｘ｜ｘ＜ｂ｝；

（－∞，＋∞）＝｛ｘ｜ｘ∈Ｒ｝＝Ｒ．
这里“＋∞”与“－∞”分别读作“正无穷大”和“负无穷大”．无限区间［ａ，＋∞）和（－∞，ｂ）在数
轴上的表示如图１．１．４所示．

图１．１．４

以后在不需要辨明所讨论区间是否包含区间端点，以及区间是有限区间还是无限区间的
场合，就简单称之为“区间”（ｉｎｔｅｒｖａｌ），且常用Ｉ表示．

另外一个常用的概念是邻域（ｎｅｉｇｈｂｏｒｈｏｏｄ），以点ａ为中心的任何开区间称为点ａ的邻
域，记作Ｕ（ａ）．设ａ∈Ｒ，δ＞０，则开区间（ａ－δ，ａ＋δ）就是点ａ的一个邻域，称之为ａ的δ邻域．
它表示与ａ距离小于δ的全体实数的集合，记作Ｕ（ａ，δ），即

Ｕ（ａ，δ）＝｛ｘ　ａ－δ＜ｘ＜ａ＋δ｝＝｛ｘ　ｘ－ａ ＜δ｝．
点ａ称为该邻域的中心，δ称为该邻域的半径（图１．１．５）．

图１．１．５

集合Ｕ（ａ，δ）－｛ａ｝表示点ａ的δ邻域去掉中心ａ后的数集，称为点ａ的去心δ邻域，记作

Ｕ（ａ，δ），即

Ｕ（ａ，δ）＝｛ｘ　０＜ ｘ－ａ ＜δ｝．
为了方便，有时把开区间（ａ－δ，ａ）称为点ａ的左δ邻域，把开区间（ａ，ａ＋δ）称为ａ的右δ

邻域．
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１．１．２　映射与函数

＊１．映射的概念
定义１．１．１（映射）　设Ａ和Ｂ 是两个非空集合．如果存在一个对应法则ｆ，使得对集合Ａ

中每个元素ｘ，按法则ｆ在集合Ｂ 中有唯一确定的元素ｙ与之对应，则称ｆ为从集合Ａ 到集
合Ｂ 的映射（ｍａｐｐｉｎｇ），记为

ｆ：Ａ→Ｂ，
或 ｆ：ｘ→ｙ＝ｆ（ｘ），　ｘ∈Ａ．
其中元素ｙ称为元素ｘ在映射ｆ下的像（ｉｍａｇｅ），而元素ｘ称为元素ｙ在映射ｆ 下的一个原
像（ｉｎｖｅｒｓｅ　ｉｍａｇｅ）．集合Ａ称为映射ｆ的定义域（ｄｏｍａｉｎ或ｄｏｍａｉｎ　ｏｆ　ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ），记作Ｄｆ，即

Ｄｆ＝Ａ．Ａ中所有元素的像所构成的集合称为映射ｆ的值域（ｒａｎｇｅ），记作Ｒｆ 或ｆ（Ａ），即

Ｒｆ＝ｆ（Ａ）＝｛ｆ（ｘ）｜ｘ∈Ａ｝．
注　（１）构成映射的三要素为：定义域Ａ，值域范围Ｂ和对应法则ｆ；
（２）对于每个ｘ∈Ａ，其在映射ｆ下的像是唯一的；而对于每个ｙ∈Ｒｆ，其原像不一定是唯

一的；
（３）映射ｆ的值域Ｒｆ 是Ｂ 的一个子集，即ＲｆＢ，不一定有Ｒｆ＝Ｂ．
例１．１．４　设ｆ：Ｒ→Ｒ，对于每个ｘ∈Ｒ，ｆ（ｘ）＝ｘ２，求Ｒｆ．
解　值域Ｒｆ＝｛ｙ｜ｙ≥０｝． ■

例１．１．５　设ｆ：［－π２
，π
２
］→［－１，１］，对于每个ｘ∈［－π２

，π
２
］，ｆ（ｘ）＝ｓｉｎ　ｘ，求Ｒｆ．

解　值域Ｒｆ＝［－１，１］． ■
设ｆ是从集合Ａ 到集合Ｂ 一个映射．若集合Ｂ中任一元素ｙ都是Ａ 中某元素的像，即值

域Ｒｆ＝Ｂ，则称ｆ为从集合Ａ 到集合Ｂ 上的满射；若对于Ａ中任意两个不同元素，它们对应
的像都不同，即任给ｘ１，ｘ２∈Ａ，ｘ１≠ｘ２，有ｆ（ｘ１）≠ｆ（ｘ２），则称映射ｆ为集合Ａ 到集合Ｂ 的
单射；若映射ｆ既是单射，又是满射，则称ｆ为一一映射或双射（ｂｉｊｅｃｔｉｏｎ）．

对于ｆ：Ｒ→Ｒ，ｆ（ｘ）＝ｘ２，易知ｆ既非单射，又非满射；而对于ｆ：［－π２
，π
２
］→［－１，１］，

ｆ（ｘ）＝ｓｉｎ　ｘ，易知ｆ既是单射，又是满射，因此ｆ是一一映射．
映射又被称为算子，在不同的数学分支中，由于集合Ａ与Ｂ 的不同情形，映射又有不同的

惯用名称．例如，从非空集合Ａ到数集Ｂ 的映射，又称为集合Ａ上的泛函；从非空集合Ａ到Ａ
的映射，又称为Ａ上的变换；从实数集（或其子集）Ａ到实数集Ｂ 的映射通常称为定义在Ａ 上
的函数（ｆｕｎｃｔｉｏｎ）．

定义１．１．２（逆映射）　设Ａ和Ｂ是两个非空集合，ｆ是Ａ到Ｂ的单射，即对于每个ｙ∈Ｒｆ，
有唯一的ｘ∈Ａ使得ｆ（ｘ）＝ｙ，于是可定义一个从Ｒｆ 到Ａ 的新映射ｇ，即

ｇ：Ｒｆ→Ａ．
对于每个ｙ∈Ｒｆ，规定ｇ（ｙ）＝ｘ，使得元素ｘ满足ｆ（ｘ）＝ｙ，这个映射ｇ称为ｆ 的逆映射
（ｉｎｖｅｒｓｅ　ｍａｐｐｉｎｇ），记作ｆ－１，其定义域Ｄｆ－１＝Ｒｆ，值域Ｒｆ－１＝Ａ．

由逆映射的定义可知，只有单射才存在逆映射．例如，ｆ：Ｒ→Ｒ，ｆ（ｘ）＝ｘ２ 不是单射，不存

在逆映射，但ｆ：［－π２
，π
２
］→［－１，１］，ｆ（ｘ）＝ｓｉｎ　ｘ为单射，存在逆映射．
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例１．１．６　写出映射ｆ：［－π２
，π
２
］→［－１，１］，ｆ（ｘ）＝ｓｉｎ　ｘ的逆映射，并求出Ｄｆ－１，Ｒｆ－１．

解　ｆ－１为反正弦函数，即

ｆ－１（ｘ）＝ａｒｃｓｉｎ　ｘ，　ｘ∈［－１，１］．

其定义域Ｄｆ－１＝［－１，１］，值域Ｒｆ－１＝［－π２
，π
２
］． ■

定义１．１．３（复合映射）　设有两个映射

ｇ：Ａ→Ｂ，　ｆ：Ｃ→Ｄ，
其中ＢＣ，则由映射ｇ和ｆ 可以定义一个从Ａ 到Ｄ 的新的对应法则，使得任给ｘ∈Ａ，有

ｆ［ｇ（ｘ）］∈Ｄ．该对应法则确定了一个从集合Ａ到集合Ｄ 的映射，称为映射ｇ和ｆ 构成的复
合映射（ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ　ｍａｐｐｉｎｇ），记作ｆｇ，即

ｆｇ：Ａ→Ｄ．
（ｆｇ）（ｘ）＝ｆ［ｇ（ｘ）］，　ｘ∈Ａ．

注　（１）由复合映射的定义可知，映射ｇ和ｆ构成复合映射的条件是映射ｇ的值域Ｒｇ 必
须包含在映射ｆ的定义域内，即ＲｇＤｆ；

（２）映射ｇ和映射ｆ的复合是有顺序的，ｆｇ有意义并不表明ｇｆ有意义，即使ｆｇ与

ｇｆ都有意义，复合映射ｆｇ与ｇｆ也未必相同．
例１．１．７　设有映射ｇ：Ｒ→［－１，１］且ｇ（ｘ）＝ｓｉｎ　ｘ，映射ｆ：［－１，１］→［０，１］且

ｆ（ｕ）＝ １－ｕ槡 ２，求ｆｇ．
解　任给ｘ∈Ｒ，有

ｆ［ｇ（ｘ）］＝ｆ（ｓｉｎ　ｘ）＝ １－ｓｉｎ２槡 ｘ＝ ｃｏｓ　ｘ ，
故 （ｆｇ）（ｘ）＝ ｃｏｓ　ｘ ，　ｘ∈Ｒ． ■
２．函数的概念
定义１．１．４（函数）　设Ｘ和Ｙ 为两个非空数集，若对每个ｘ∈Ｘ，按对应法则ｆ，总有唯一

确定的Ｙ 中的元素ｙ与之对应，则称ｆ是一个从集合Ｘ 到集合Ｙ 的函数（ｆｕｎｃｔｉｏｎ），记为

ｙ＝ｆ（ｘ），　ｘ∈Ｘ．
其中ｘ称为自变量（ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ　ｖａｒｉａｂｌｅ），ｙ称为因变量（ｄｅｐｅｎｄｅｎｔ　ｖａｒｉａｂｌｅ）．Ｘ 称为定义域
（ｄｏｍａｉｎ或ｄｏｍａｉｎ　ｏｆ　ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ），记作Ｄｆ，即Ｄｆ＝Ｘ．

注　（１）函数定义中，与ｘ按照法则ｆ对应的唯一值ｙ称为函数ｆ在ｘ处的函数值（ｖａｌ－
ｕｅ），记作ｆ（ｘ），即ｙ＝ｆ（ｘ）；

（２）因变量ｙ与自变量ｘ之间的依赖关系通常称为函数关系；
（３）函数值ｆ（ｘ）的全体所构成的集合称为函数ｆ的值域（ｒａｎｇｅ），记作Ｒｆ 或ｆ（Ｘ），即

Ｒｆ＝ｆ（Ｘ）＝｛ｙ｜ｙ＝ｆ（ｘ），ｘ∈Ｘ｝．
值域不一定就是Ｙ，仅有ＲｆＹ 成立．

例１．１．８　已知函数ｆ（ｘ）＝ ｓｉｎ槡 ｘ，求其定义域Ｄｆ 和值域Ｒｆ．
解　只有当根号内的ｓｉｎ　ｘ非负时，这个函数才有意义，可见它的定义域为

Ｄｆ＝｛ｘ｜ｘ∈［２ｎπ，（２ｎ＋１）π］，ｎ∈Ｚ｝．
值域为 Ｒｆ＝［０，１］． ■

例１．１．９　已知函数ｆ（ｘ）＝ １
ｘ２＋ｘ槡 －２

，求其定义域Ｄｆ 和值域Ｒｆ．

７



解　函数ｆ（ｘ）＝ １
ｘ２＋ｘ槡 －２

的定义域为满足不等式

ｘ２＋ｘ－２＝（ｘ＋２）（ｘ－１）＞０
的全部ｘ值，即ｘ＜－２或ｘ＞１，则

Ｄｆ＝｛ｘ｜ｘ＜－２或ｘ＞１｝，
且 Ｒｆ＝（０，＋∞）． ■

例１．１．１０　求函数的定义域：

ｙ＝ １－槡 ｘ ＋ｌｎ（２ｘ－１）． （１．１．１）

解　定义域为使ｙ可以用式（１．１．１）定义的所有ｘ的集合．若记ｙ１＝ １－槡 ｘ 且ｙ２＝ｌｎ（２ｘ－１），

则ｙ１ 在 ｘ ≤１或－１≤ｘ≤１时有定义，ｙ２ 在ｘ＞１２
或１
２＜ｘ＜＋∞

时有定义．由于ｙ１ 和ｙ２

需要同时有定义，故

ｘ∈Ａ＝｛ｘ｜－１≤ｘ≤１｝∩ ｘ １
２＜ｘ＜＋∞｛ ｝＝ ｘ １

２＜ｘ≤｛ ｝１ ．
因此，式（１．１．１）定义的函数的定义域为

Ｄｆ＝ ｘ
１
２＜ｘ≤｛ ｝１ ． ■

特别注意，表示函数的记号是可以任意选取的，除了常用的ｆ外，还可用其他的英文字母
和希腊字母，如“ｇ”，“ｈ”，“Ｆ”，“φ”等．相应地，函数可以记作ｙ＝ｇ（ｘ），ｙ＝ｈ（ｘ），ｙ＝Ｆ（ｘ），

ｙ＝φ（ｘ）等．当然，函数本质上与记号所采用字母没有关系，对于两个函数ｆ和ｇ当且仅当它
们有相同的定义域Ｘ，且对于Ｘ内的每一个实数ｘ，它们有相同的函数值，才能称这两个函数
相等，记为ｆ＝ｇ，否则就是不同的．也就是说构成函数的要素是定义域和对应法则．由于函数
的值域总在Ｒ内，两函数相等时，它们的值域也必相同．

例１．１．１１　判断下列每组函数是否相等：

（１）ｆ（ｘ）＝ｓｉｎ　ｘ，　ｇ（ｘ）＝ｘｓｉｎ　ｘｘ
；

（２）ｆ（ｘ）＝ｘ２＋２ｘ＋１，　ｇ（ｔ）＝ｔ２＋２ｔ＋１．
解　（１）ｆ（ｘ）的定义域为（－∞，＋∞），ｇ（ｘ）的定义域为（－∞，０）∪（０，＋∞）．因为它们

的定义域不一样，所以这两个函数并不相等．
（２）函数ｆ（ｘ）与ｇ（ｘ）的定义域相同，都是（－∞，＋∞），且对于每一个实数，它们有相同

的函数值，虽然两个函数的记号不同，但是这两个函数是相等的． ■
还应该注意的是，在函数概念中，并没有标明变量之间的函数关系式非得用一个式子来表

达不可．事实上，表示函数的主要方法有三种：表格法，图形法和解析式法（公式法）．例如，火车
时刻表是用列表的方法来表示火车出站和进站车次与时间的函数关系，这就是表格法；而气象
站中的温度记录器是用自动描绘在纸带上的一条连续不断的曲线来记录温度与时间的一种函
数关系，这就是图形法．

一般地，用图形法来表示函数是基于函数图像的概念，即坐标平面上的点集
｛（ｘ，ｙ）｜ｙ＝ｆ（ｘ），ｘ∈Ｘ｝

称为函数ｙ＝ｆ（ｘ），ｘ∈Ｘ的图像．通过这个方法可以绘制一个函数的图像，并很容易看出函
数的趋势．

下面给出几个函数的例子．
８
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