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前　言

　

前　言

分数阶微积分理论在图像处理中的应用尚属起步阶段，但由于其本身具有的特殊数

学性质，取得了一些基于整数阶微积分方法难以得到的效果。本书正是沿着这条思路，

主要研究如何将分数阶微积分的理论扩展到医学ＣＴ图像金属伪影的去除中，主要内容

包括：

（１）根据分数阶微积分的Ｒｉｅｍａｎｎ－Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ定义分析和推导了数字图像的１～２阶

分数阶微分掩模，其中包括ｘ正方向、ｘ负方向、ｙ正方向、ｙ负方向、左上对角

线、左下对角线、右上对角线和右下对角线八个方向的 （ｎ＋２）×（ｎ＋２）分数阶微分掩

模，然后，在此基础上，提出并论述了基于该定义的１～２阶分数阶微分滤波器的理论

与构造。仿真实验证明了该分数阶微分运算不仅可以保留平滑区域的低频轮廓信息，还

可以非线性地增强图像中的高频边缘，同时还能增强高频的纹理信息。对于纹理信息的

意义相对重要的图像而言，该方法具有独特的优势和良好的效果。

（２）构造了基于分数阶偏微分框架下的全变分图像修复模型以及全变分小波修复模

型，并以此为基础，提出了基于分数阶全变分模型的ＣＴ图像金属伪影去除算法。首

先，分析了经典全变分图像修复模型以及全变分小波修复模型的缺点，即其具有无法保

证连通性的问题，并会产生阶梯效应，如果简单提高微分方程的阶次，虽然可以避免这

一问题，但是会产生新的副作用。本书使用分数阶的变分项取代原模型的整数阶变分

项，使用分数阶的范数取代原模型中的Ｌ１ 范数，这可以看成是整数阶的全变分图像修

复模型的分数阶扩展，可以通过调节模型中的分数阶阶次来控制方程的阶次，以满足连

通性的要求，并克服阶梯效应。利用欧拉－拉格朗日方程近似地得到对应的梯度下降

流，再使用分数阶的模板对分数阶微分方程进行离散化，得到数值计算方案。然后，将

分数阶的全变分图像修复模型进行适当简化，应用于医学ＣＴ图像金属伪影的去除中。

先将含金属伪影的医学ＣＴ图像进行传统的阈值分割，把金属区域分割出来，再将含金

属伪影的医学ＣＴ图像以及分割出来的金属图像进行前向投影，以金属区域的投影数据

的像素点坐标为索引，与含金属伪影的医学ＣＴ图像的投影数据进行逻辑与运算，得到
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去掉金属伪影投影数据的破损弦图，使用分数阶全变分修复模型对破损的弦图进行修

复，修复完成之后进行滤波反投影，最后将前面分割出来的金属区域重新加入到医学

ＣＴ图像中。实验证明，通过适当调节分数阶阶次，可以克服传统整数阶全变分模型的

缺点，并能同时避免产生高阶模型所产生的人工噪声点。

（３）给出了基于曲率扩散的医学ＣＴ图像金属伪影去除方法，并基于前面的分数阶

框架对该模型进行扩展，得到基于分数阶曲率扩散的ＣＴ图像金属伪影去除算法。首

先，分析了经典全变分模型无法满足连通性的原因，由原模型得到的欧拉－拉格朗日方

程中，扩散项并未包含图像的几何信息。本书将图像的曲率直接加入到欧拉－拉格朗日

方程中的扩散系数中，得到了基于曲率扩散的医学ＣＴ图像金属伪影去除方法，并给出

了数值计算方案。然后根据前面的分数阶框架，对此模型进行扩展，使用分数阶的曲率

以及分数阶的梯度替换原模型中的对应项，得到了基于分数阶曲率扩散的ＣＴ图像金属

伪影的去除模型。同样利用欧拉－拉格朗日方程近似地得到对应的梯度下降流，再使用

分数阶的模板对分数阶微分方程进行离散化，得到该模型的数值计算方案。实验证明，

这样可以克服传统方法的连通性缺点，并能有效地提高修复后的峰值信噪比。

（４）给出了一种非迭代的基于一致性传输的金属伪影去除方法。首先，对修复区域

的像素按照距离修复边界的欧氏距离进行排序，这一过程可以看作是求解程函方程，使

用快速步进法，即水平集的方法进行求解，得到一个排序之后的集合。然后，分析了原

始模型权重函数的缺点，构造了新的加权求和函数。此函数由三部分组成，分别是方向

一致性函数、几何距离函数以及水平距离函数，其中方向一致性函数将传统的水平集梯

度场替换为一致性流场，并根据此流场给出了一致性强度的计算公式。实验证明，本方

法在保证金属伪影的去除性能的同时能够有效地降低算法的运行时间。

本书的编写和出版，得到了张妮、张卫华、张永清、刘军、朱伍洋、陈书书的支持

与帮助，得到了四川大学出版社的大力协助，在此一并致谢。

编　者

２０１５年９月
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第１章

绪　论

第１章　绪　论

１．１　引　言

图像处理作为计算机视觉的重要组成部分，其研究历史已经有几十年的时间了。图

像质量的好坏关系到许多图像理解以及机器识别方面的应用，如人脸识别系统、车牌识

别系统、图像检索系统等。而目前图像处理这个课题主要包括图像增强、图像去噪、图

像分割、图像修复、图像压缩等问题，根据应用领域的不同，又衍生出许多其他的分

支，如医学图像处理、生物图像处理等，但是其本质都是处理二维的图像信号［１］。本书

主要集中在图像修复以及相应理论在医学图像处理中的一个重要子课题———ＣＴ图像金

属伪影去除中的应用。

图像修复的主要目的是恢复破损图像中的某些信息。在这里，所定义的 “破损”是

一个主观概念，根据人们不同的应用需求，这个 “破损”就会出现不同的具体情况，如

图１．１所示。

（ａ） 　 （ｂ）
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（ｃ） 　 （ｄ）

图１．１　图像修复的两个例子

可以看到，图１．１ （ｂ）将人物从图１．１ （ａ）中去掉了，这里进行图像修复的目的是目标物体的

去除，而在图１．１ （ｄ）中，仅仅是将图１．１ （ｃ）中的文字去掉了。当然，图像修复不仅仅包含这两

方面的内容，还包括目标物体去除［２－３］、视频编辑［４－６］、视频或图像数据通信当中的错误隐匿［７－９］

等。在医学图像处理中，图像修复的许多技术可以应用到ＣＴ图像金属伪影去除之上［１０－１１］。

图像修复问题可以进行如下描述：Ω表示图像域，即有限个像素组成的矩阵，表示最终修复后的

图像ｕ：Ω→［ｕｍｉｎ，ｕｍａｘ］。Ｄ Ω表示图像ｕ中需要确定的修复区域。Ω＼Ｄ表示数据域，即表示待

修复图像中数据已知的部分ｕ０ ＝ｕ Ω＼Ｄ。 需要得到这样一个ｕ，其中被修复的区域Ｄ对于人的认知

系统来说是 “有意义的”。

当前医学ＣＴ图像已经在临床应用中扮演着非常重要的角色，但是在实际应用中，各种各样的伪

影会掩盖病灶的一些基本特征，影响医生的诊断，而这些伪影的成因多种多样，例如探测器、重建算

法、金属等。而其中金属伪影是比较复杂的一种，因为伪影的具体表现形式以及影响的范围受实际金

属大小、材质以及形状的影响，常常差异比较大。产生金属伪影的原因多种多样，主要包括数据采集

不完整、射束硬化等。

Ｘ射线穿过人体组织时，是满足朗伯定律的，但是朗伯定律所关注的是单一频率的光子，而并非

像实际应用中的Ｘ射线那样包含多种频率的光子。在这种包含多种频率的光子穿过人体组织时，能量

较低的光线率先被吸收，能量较高的光线更容易穿过人体，而在整个Ｘ射线的投射过程中，射线的平

均能量会上升，射线会变硬，这就是常说的射束硬化现象［１２］。

其实，常见的金属伪影是由于数据采集不全所造成的，其原理主要是由于ＣＴ成像是通过若干角

度的Ｘ射线透射之后，探测器接收到投射过来的Ｘ射线，根据射线的衰减情况，建立衰减系数的联

立方程组，并通过计算得到的衰减系数映射到可以显示的像素值，从而给出组织的密度分布，达到辅

助诊断的作用。但是，当人体组织内存在金属时，由于金属对射线的吸收非常强烈，导致最后能够穿

·２·
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过人体组织被探测器接收到的射线强度非常小，从而造成数据的有效性大大下降，还会影响最后成像

时的算法性能，产生金属伪影。图１．２是一些金属伪影的例子。

（ａ） 　
（ｂ）

图１．２　含金属伪影的医学ＣＴ图像

分数阶微积分理论应用到信号处理中属于起步阶段，而运用到图像处理中的研究更是非常少，近

几年仅有很少的学术期刊刊载了基于分数阶微积分理论的图像处理论著，但这并非意味着这个研究方

向的潜力不大，吸引不了学者们进行深入的研究，恰恰相反，正是由于分数阶微积分是整数阶微积分

的扩展，而整数阶微积分在图像处理中的应用，特别是基于偏微分方程的图像处理已经成为一门独立

的学科，将分数阶微积分应用到图像处理中应该是顺理成章的事情，但是困难在于：一是分数阶微积

分虽然是整数阶微积分的扩展，但是其数学理论与整数阶微积分有一定差异，特别是在运算法则以及

数学性质上；二是分数阶微积分的发展比整数阶微积分要晚得多，其物理意义的研究处于探索阶段，

而物理意义的研究又直接影响到分数阶微积分理论在工程中的应用。正是少数的数学理论的研究者，

以及其他领域的研究者发表的关于分数阶微积分在各种领域的应用的著作，引起了大家的关注，分数

阶微积分特殊的数学性质，能够更深入地反映自然界的内在规律，而这些规律还体现在身边的各个地

方。而近年来的文献利用分数阶微积分的非线性、弱导数性质、分形特征等，将分数阶微积分运用到

图像处理中，取得了令人惊喜的效果。

本书旨在通过对Ｒｉｅｍａｎｎ－Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ分数阶定义的研究，给出一种新的用于图像增强的分数阶微分

掩模模板，并构造对应的滤波器，基于该计算模板，针对现有经典的基于偏微分方程图像修复的全变

分方法的缺点，给出一个基于分数阶偏微分方程的框架，能够解决一些传统方法存在的问题，并将基

于这一框架下的几个图像修复的分数阶模型应用到医学ＣＴ图像的金属伪影去除中。最后为了在保持

去除金属伪影的基本性能不变的条件下，减小算法的运算时间，给出一种非迭代的基于一致性传输的

ＣＴ金属伪影去除方法。

·３·
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１．２　国内外研究现状分析

１．２．１　图像修复以及医学ＣＴ图像金属伪影去除的国内外研究现状

１．２．１．１　基于传统整数阶变分偏微分方程的图像修复方法

当前数字图像的修复技术主要分为两个类型：一类主要针对修复尺度比较小、含结构信息比较多

的图像，也就是说，图像的主要信息表现为边缘、几何形状等，纹理信息比较少的图像，这类方法一

般以变分偏微分方程的方法为主［４，１３－２０］；而另一类主要针对含纹理信息比较多、结构信息少一点的图

像，这类方法一般以纹理合成为主［２，２１－２４］。

基于传统整数阶变分偏微分方程的方法也主要分为两类。

一类是根据偏微分方程的扩散传播机制来模拟图像的修复过程，而使用哪一个已有的经典偏微分

方程或者如何构造图像随时间变化的微分方程，主要依赖于图像待修复区域的外部信息进行扩散传播

时的具体形式，可以说这种方法是微观的。这类方法最早是由 Ｍａｓｎｏｕ和 Ｍｏｒｅｌ在１９９８年发表的文献

［１８］中给出，其主要思想是给出图像待修复区域周围的等照度线，并将待修复区域两端断开的等照

度线用直线进行连接，同时在文献 ［２５］中添加了遇到 Ｔ字形情况时所做的处理。Ｂｅｒｔａｌｍíｏ等［１３］

于２０００年首次提出图像修复 （ｉｍａｇｅ　ｉｎｐａｉｎｔｉｎｇ）的概念，给出了一种基于传播的偏微分方程方法

（ＢＳＣＢ方法），其主要思想是将待修复区域的Ｌａｐｌａｃｅ信息沿等照度线方向传入待修复区域，从本质

上来看，这是一种基于各向异性扩散的方法［２６］。随后，Ｂｅｒｔａｌｍíｏ等［４］ 分析了该方法与流体力学中的

Ｎａｖｉｅｒ－Ｓｔｏｋｅｓ方程的联系，并将此方法应用于视频修复以及高分辨率重建中。为了解决Ｃｈａｎ等［１７］

在２０００年提出的全变分图像修复的连通性问题，Ｃｈａｎ和Ｓｈｅｎ在文献 ［１６］中将曲率加入了由全变

分模型得到的欧拉－拉格朗日方程 （ＣＤＤ模型）当中。Ｃｈａｎ等［１９］ 分析了ＢＳＣＢ方法与ＣＤＤ模型的

数学性质以及内在联系，提出了欧拉弹性曲率的图像修复模型。Ｂｅｒｔｏｚｚｉ等在文献 ［２７］中给出了一

种基于Ｃａｈｎ－Ｈｉｌｌｉａｒｄ方程的二值图像修复方法，并在文献 ［２８］中对该方法进行了改进，引入了扩散

尺度因子以及特征尺度因子，从而解决了原方法所无法满足的连通性问题。Ｂｕｒｇｅｒ等［２９］ 将这种基于

Ｃａｈｎ－Ｈｉｌｌｉａｒｄ方程的方法扩展到了灰度图像中。Ｔｓｃｈｕｍｐｅｒｌé［３０］ 将曲率引入一个新的张量驱动的偏

微分方程中，针对彩色图像提出一种基于扩散的彩色图像修复模型。Ａｕｃｌａｉｒ－Ｆｏｒｔｉｅｒ以及Ｚｉｏｕ［３１］ 给

出了一种基于热传导方程的全局原理方法，从而在图像去噪与修复过程中能够更好地保持结构信息。

受文献 ［３２］的启发，Ｂｅｒｔａｌｍíｏ［２０］ 将图像修复看作插值的特殊情况，将线性插值使用泰勒公式进行

展开，从而得到一个具有连通性、对比不变性的最优三阶偏微分方程。Ｔｅｌｅａ［３３］ 使用快速步进法，对

待修复区域内的像素进行排序，然后构造权重函数对排序后的像素点进行修复，其处理速度有了很大

·４·
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程度地提高。Ｂｏｒｎｅｍａｎｎ和 Ｍｒｚ［３４］ 讨论并分析了Ｔｅｌｅａ的方法的缺点，基于原始模型，给出了一种

基于一致性传输的图像修复方法。王卫红与秦绪佳［３５］ 将待修复的图像看作残缺的三维散乱点集，使

用径向函数重建破损的三维曲面。仵冀颖和阮秋琦［３６］ 将ＣＤＤ模型引入 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ涡量方程中，能够

更好地保持图像的结构信息。Ｗｕ等［３７］ 专门针对欠曝光图像给出了一种联合扩散图像修复模型，先

对图像进行光照补偿，然后通过偏微分方程进行扩散。这类方法的核心集中在传导系数的构造上，关

系到外围已知信息向待修复区域进行传导的方向与大小。

另一类是基于泛函极值的变分方法。这类方法首先通过图像的一些先验信息，建立起对应的数据

模型，从而将图像修复问题转化为泛函求极值的变分问题，即满足某一正则条件下的最优解，这种方

法可以看作是宏观的。这类方法最早是由Ｃｈａｎ和Ｓｈｅｎ［１７］ 根据全变分去噪模型［３８］ 构造全变分修复

模型，并同时提出基于变分的图像修复模型必须满足三个性质，即局部性、连通性和鲁棒性。针对压

缩数据在网络通信时发生的丢包问题，Ｃｈａｎ等［７］ 同时将全变分方法应用到小波系数的修复上，建立

了全变分小波修复模型。Ｙａｕ等［３９］ 使用Ｌ０ 范数取代经典模型里面的Ｌ１ 或Ｌ２ 范数，简化了数值计

算的过程。为了解决全变分模型难以反映图像的高阶信息，比如曲率，Ｅｓｅｄｏｇｌｕ和Ｓｈｅｎ［１５］ 提出了基

于 Ｍｕｍｆｏｒｄ－Ｓｈａｈ－Ｅｕｌｅｒ模型的图像修复方法。Ｂａｌｌｅｓｔｅｒ等［４０］ 将向量场以及灰度水平集引入能量函数

的构造当中，同时对灰度水平集以及梯度方向进行插值。Ｔａｉ［４１］ 等引入零收敛条件来计算修复方向，

构造了基于ＴＶ－Ｓｔｏｋｅｓ方程的图像修复模型。同样基于这种思想，Ｈａｈｎ等［４２］ 提出一种最小化图像

梯度与正则法向量方向的方法，实现了依赖于向量场的自适应扩散。当压缩图像在进行网络通信而出

现包丢失的时候，会遇到小波系数丢失的情况，这时就需要在小波域进行修复，而并非传统的空域当

中。Ｃｈａｎ等［７］ 针对这一情况将全变分模型扩展到小波域，提出了全变分小波修复模型，在小波系数

的丢失比例不大时，得到了理想的效果。同样的，Ｃａｉ等给出了一种基于框架小波［４３］ 变换的图像修

复算法。Ｚｈａｎｇ等在文献 ［４４］和文献 ［４５］中分别将全变分图像修复模型以及全变分小波修复模型

中的ＴＶ－Ｌ１ 范数修改为ＴＶ－Ｌｐ 范数，提高了修复图像的质量。

基于传统整数阶变分偏微分方程的图像修复方法的主要思想是将修复区域周围的已知像素信息以

某种特定的能量最小化方式扩散到待修复区域中，那么当修复区域比较大时，单纯地提高模型的阶次

虽然能够得到闭合的修复结果，但是会产生阶梯效应，并且对纹理丰富的图像修复效果不是很理想。

１．２．１．２　基于纹理合成的图像修复方法

纹理合成技术是近年来发展非常迅速的一种纹理拼接的算法。对于给定的区域纹理样本，按照表

面的几何特征，拼接生成整个曲面的纹理，在视觉上是相似连续的。Ｉｇｅｈｙ和Ｐｅｒｅｉｒａ［４６］ 最早将纹理

合成的方法引入图像修复中。近年来的方法主要是基于Ｅｆｒｏｓ和Ｌｅｕｎｇ［２２］ 以及 Ｗｅｉ和Ｌｅｖｏｙ［４７］ 非参

数采样方法，而参数采样的方法由Ｌｅｖｉｎ等［４８］ 在２００３年提出。在这些模型中，纹理被构建为二维概

率图模型，每一个像素值都主要由其邻域像素来决定，为了寻找最佳匹配的块，往往要检索这个图

像，因此，不同于基于传统整数阶变分偏微分方程方法的图像修复，基于纹理合成的方法往往是全局

的。基于前面的工作，改进的模型层出不穷［２４，４９］，其中最为重要的是Ｃｒｉｍｉｎｉｓｉ［２］ 等采用的一种基于

·５·
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样本的图像修复算法，其实质是结合结构传输以及纹理合成的方法，去除图像中的大物体，主要步骤

包括优先权计算、搜索和复制，实验结果证明该方法的效果要优于前面几种方法。Ｄｅｍａｎｅｔ等［５０］ 指

出，基于采样的修复方法的主旨是找到一个映射，将待修复区域内的像素映射到已知区域当中，而前

面的修复方法将会对像素的修复顺序相当敏感，为了解决此问题，构造了映射的优化泛函。Ａｕｊｏｌ

等［５１］ 研究了文献 ［５０］提出的能量函数的非凸性，并给出了改进方法。与此方法类似，文献 ［５２－

５４］分别给出了自己的优化策略。这种基于统计的思想还被用于图像去噪中，当前非常流行的非局部

均值方法就是基于这种思想［５５－５７］。

虽然纹理合成对于纹理部分的修复具有明显的优势，但是当样本中缺少图像的结构信息时，这种

方法将难以得到满意的结果。为了解决这个问题，许多学者将应对几何结构缺失的修复方法以及应对

纹理缺失的修复方法结合起来进行了研究。Ｓｕｎ等［５８］ 提出一种基于结构传播的图像修复算法，该方

法需要由使用者首先画一段曲线来指定缺失结构的主要信息。Ｂｅｒｔａｌｍíｏ等［１４］ 提出，先将图像进行分

解，得到几何结构以及纹理两部分，对这两部分分别使用ＢＳＣＢ模型以及纹理合成进行修复，与此类

似的方法见文献 ［２４，５９］。Ｇｉｌｂｏａ和Ｏｓｈｅｒ［６０－６１］ 将非局部均值的思想应用到全变分上，加入图论的

思想，提出非局部全变分的图像处理框架，并给出了应用于图像分割、图像修复、图像去噪等几个正

则化问题的讨论。类似的方法同样出现在文献 ［６２－６６］。Ｚｈａｎｇ和Ｃｈａｎ［９］ 也给出了基于非局部全变

分框架下的小波修复模型。Ａｒｉａｓ等［６７］ 提出了基于采样的变分框架，推导出了一系列修复方式，这

个框架可以看作是［５３－５４，６８］ 的扩展。Ｂｕｇｅａｕ等［６９］ 将纹理合成、传播扩散和一致性三类图像修复的方

法通过建立权重函数的方式给出了其能量泛函。Ｘｕ和Ｓｕｎ［７０］、Ｅｌａｄ等［７１］ 分别根据稀疏表达的思

想［７２－７３］ 构造了不同的修复模型。王晨与杜建洪［７４］ 使用一种改进的纹理合成方法来进行图像压缩。

Ｗｕ［７５］ 等将泊松方程以及一个双向扩散方程引入纹理合成当中，以去除纹理合成所产生的各种视觉

伪影。

本书的主要目标是处理医学ＣＴ图像的金属伪影，其对应的弦图基本不含纹理信息，所以本书主

要处理包含结构信息的图像，主要集中在第一类，也就是基于传统整数阶变分偏微分方程的图像修复

方法。

１．２．１．３　ＣＴ金属伪影去除的国内外现状研究

ＣＴ金属伪影的去除可以使用硬件和软件两类方法。硬件方法包括Ｒｏｂｅｒｔｓｏｎ等［１０４］ 提出的增强

射线的强度以及Ｅｂｒａｈｅｉｍ等［１０５］ 提出的使用钛作为体内植入物的材质两个方向，但是这两种方法在

临床应用中存在一些困难，提高射线强度将缩短ＣＴ设备的寿命，并且对病人身体的损害也会加剧，

而植入物的材质还受成本以及受体反应的影响。

当前金属伪影去除的方法主要集中在软件方面的研究，而该方法可以分为两类。

一类是基于迭代重建的方法，其基本思想是：首先假设一个初始图像，然后进行迭代重建，将每

一次迭代得到的结果与实际测量得到的结果进行比较，并按照某种测度进行衡量，进而对图像进行校

正，随后继续迭代，对最后的真实图像进行逼近。最早的迭代重建算法是由Ｇｏｒｄｏｎ等［１２６］ 于２０世纪

·６·
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７０年代提出的代数重建法 （Ａｌｇｅｂｒａｉｃ　Ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ　Ｔｅｃｈｎｉｑｕｅ，ＡＲＴ）以及由Ｇｉｌｂｅｒｔ［１２７］ 提出的联

合代数迭代重建法 （Ｓｉｍｕｌｔａｎｅｏｕｓ　Ｉｔｅｒａｔｉｖｅ　Ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ　Ｔｅｃｈｎｉｑｕｅ，ＳＩＲＴ）。代数重建算法在迭代过

程中，每次投影计算的修正值并不是完全相同的，穿过同一像素网格时，图像的模糊误差修正将会引

起重建区域的严重噪声，且算法需要较多的迭代次数才能得到较好的重建结果，重建效率不高。针对

这些问题，Ａｎｄｅｒｓｏｎ和Ｋａｋ［１２８］ 于１９８４年提出了联合代数重建算法。该算法对于每个像素是同一投

影角度内通过该像素的所有射线误差值之累加，其实质就是对ＡＲＴ中的噪声进行了平滑，因此可以

获得较为理想的重建结果。Ｌａｎｇｅ和 Ｃａｒｓｏｎ［１２９］ 将数学中研究极大似然估计的最大期望方法

（Ｅｘｐｅｃｔａｔｉｏｎ　Ｍａｘｉｍｉｚａｔｉｏｎ，ＥＭ）扩展到医学ＣＴ图像的重建算法当中。由最大期望的方法来求与测

量投影数据具有最大似然 （Ｍａｘｉｍｉｚａｔｉｏｎ　Ｌｉｋｅｈｏｏｄ，ＭＬ）的估计解［１３０］，但是这种基于迭代的方法计

算效率比较低。为了提高运算速度，很多快速迭代的算法被提了出来，其中基于块的有序子集最大期

望 （Ｏｒｄｅｒｅｄ　Ｓｕｂｓｅｔ　Ｅｘｐｅｃｔａｔｉｏｎ　Ｍａｘｉｍｉｚａｔｉｏｎ，ＯＳＥＭ）［１３１］ 的方法的效果比较明显，但是这类方法的

本质都是基于迭代求解线性方程组的近似解，其算法效率还是比较低，实际临床应用中还是极少使

用。

另一类是基于投影插值的方法，其主要思想：首先用图像分割的方法对含金属伪影的医学ＣＴ图

像进行分割，将金属区域分割出来，然后同时将金属部分以及含金属伪影的医学ＣＴ图像进行Ｒａｄｏｎ

变换，分别得到对应的投影数据，也就是常说的弦空间或者弦图，随后在原图中标记金属部分对应的

区域，再去掉这个区域的伪数据之后，使用图像插值的方法对破损的弦图进行插值，得到结果之后再

进行滤波反投影 （Ｆｉｌｔｅｒｅｄ　Ｂａｃｋ　Ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ，ＦＢＰ），最后将先前分割得到金属部分再重新加入到处理后

的图像当中。通过这个过程，可以看出这类算法的核心思想主要集中在金属部分的分割以及对破损弦

图的修复，很多学者就这两个方向进行了深入的研究。Ｋａｌｅｎｄｅｒ等［１０６］ 对人工手动分割后的图像得到

的破损弦图进行了线性插值，Ｃｒａｗｆｏｒｄ等［１０７］ 在此基础上增加了一些辅助操作。Ｌｅｗｉｔｔ和Ｂａｔｅｓ［１０８］

使用了Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项式进行插值，林宙辰和石青云［１０９］ 提出使用四次多项式进行插值。Ｇｌｏｖｅｒ和

Ｐｌｅｃ［１１０］ 利用了金属区域投影数据周围的几何信息进行多项式插值。针对线性插值视觉效果较差以及

会产生附加效果两个缺点，Ｚｈａｏ等［１１１］ 提出了在进行线性插值之后，将原始数据以及插值之后的数

据变换到小波域，对这两种数据进行加权合成，再进行反变换，得到最后的投影数据。Ｈｓｉｅｈ［１１２］ 提

出根据ＣＴ投影数据中的噪声的局部统计特征设计一个自适应的前置滤波器，以达到平衡金属伪影与

空间解析率的目的。由于Ｋａｌｅｎｄｅｒ等的算法无法得到骨骼和软组织的准确边缘，Ｗｅｉ等［１１３］ 提出使用

阈值法得到边缘部分，再使用二次多项式进行插值。Ｗａｔｚｋｅ和Ｋａｌｅｎｄｅｒ［１１４］ 使用多维自适应滤波器

对图像进行滤波，同时对投影数据进行线性插值，最后将两种结果进行加权求和。Ｂａｌ和Ｓｐｉｅｓ［１１５］ 采

用类似的思想，先使用高斯自适应滤波器去除图像中的噪声，再使用ｋ均值聚类算法对图像进行分

割，最后使用插值的方法进行修复。Ｐｒｅｌｌ等［１１６］ 根据ＦＤ－ＣＴ的特点，首先对原始数据进行三维插

值［１１７］，然后使用阈值法将图像分为三类物质：空气、软组织以及骨骼，最后使用前向投影的方法对

图像进行修复。Ｇｕ等［１１８］ 通过计算含金属伪影的医学ＣＴ图像中相邻像素间的差分值来确定金属区

域。马建华等［１１９］ 利用最大互信息熵差的方法对金属区域进行分割，然后通过反馈式插值方法对投影
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数据中的金属区域进行插值。与前面的方法不同，Ｖｅｌｄｋａｍｐ等［１２０］ 使用马尔科夫随机场的方式在投

影数据内对金属区域进行分割，取得了良好的效果。Ｋｉｍ等［１２１］ 通过构造相关邻域，再使用相关邻域

内的像素对需要修复的投影数据点进行线性插值或者多项式插值，减小了单独使用这两种插值方法的

误差。Ｇｕ等［１２２］ 首次将数字图像修复中的基于整数阶偏微分方程的方法引入ＣＴ图像金属伪影的去

除中，使用了文献 ［１９］的基于欧拉弹性曲率的模型进行投影数据的修复。基于相同的思想，Ｄｕａｎ

等［１２３］ 将图像修复领域的经典算法全变分模型引入了ＣＴ图像金属伪影去除中。Ｘｕｅ等［１２４］ 基于这种

方式，在弦图中使用经典的无边缘活动轮廓模型［１２５］ 进行金属区域的分割。

当前实际临床应用中，为了保证处理速度，主要还是采用线性插值的方法，但是当需要插值的区

域比较大时，经典的插值方法难以达到理想的效果。由于插值与修复本质上具有一定的相似性，所以

一些学者已经对图像修复的方法在医学ＣＴ图像金属伪影去除中的应用进行了研究，但是在修复结果

的连续性上又不是特别理想，而弦图的不连续将会直接导致其他伪影的出现。基于分数阶微积分进行

信号处理时所展示出的特殊性质，本书对将基于分数阶微积分的图像修复模型引入医学ＣＴ图像金属

伪影当中给出了初步的研究结果，希望能对同领域的研究有所启发，并对以后的深入研究打下一定的

基础。

１．２．２　分数阶微积分在工程中的应用

近三百年来，分数阶微积分在数学分析领域中业已成为一个重要分支［７６－７８］，但对于大多数工程

技术界学者而言，它还鲜为人知。Ｍａｎｄｅｌｂｒｏｔ提出分形学说，将 Ｒｉｅｍａｎｎ－Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ分数阶微积分用

以分析和研究分形媒介中的布朗运动后，分数阶微积分才在许多学科的现代工程计算中，特别在化

学、电磁学、控制学、材料科学和力学中得到广泛关注和应用。一般而言，欧氏测度下的分数阶微积

分将整数阶微积分的整数步长推广到分数步长的结果，数学上要求必须使用欧氏测度［７９］；同时，由

于物理过程中的随机变量为粒子随机运动的位移，所以，在欧氏测度意义下，原则上可以应用分数阶

微积分来处理与分析物理状态与过程［８０］。函数的分数阶微积分具有两个明显的特征：大多数函数的

分数阶微积分是幂函数；其他函数的分数阶微积分或者是某种函数与幂函数的迭加，或者是某种函数

与幂函数的乘积。这种规律性是否预示着某种自然界的变化规律呢？目前，科学研究已经证实，许多

分数阶、分数维的数学方法是目前人类对许多自然现象的最佳描述。欧氏测度下的分数阶微积分已经

被用于扩散过程、黏弹性理论和随机分形动力学的研究，但其绝大多数应用还仅仅停留在处理物理变

化过程中的暂态，而对系统的演化过程很少涉及［８１］。

近年来，分数阶微积分逐渐进入信号处理以及图像处理的领域。Ｄｕｉｔｓ等［８２］ 提出了分数阶尺度

空间的概念 （α尺度空间），Ｄｉｄａｓ等［８３］ 设计了分数高阶线性滤波器，Ｕｎｓｅｒ和Ｂｌｕ［８４］ 将分数阶微分

应用到小波以及样条函数中，在文献 ［８５］和 ［８６］中，Ｌｉｕ和Ｃｈａｎｇ以及 Ｎｉｎｎｅｓｓ使用分数阶微分

进行了噪声的检测和估计。Ｍａｔｈｉｅｕ等［８７］ 构建了基于分数阶微分的边缘检测方法，实验证明，当１

＜ｖ＜２时，能够有效地提取图像的边缘，而且当－１＜ｖ＜１时，该算子对于噪声具有鲁棒性，从而
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证明了分数阶微分算子的鲁棒性和多尺度性两大特点。Ｂａｉ和Ｆｅｎｇ［８８］ 与Ｇｕｉｄｏｔｔｉ和Ｌａｍｂｅｒｓ［８９］ 分别

对经典的各向异性扩散模型 （ＰＭ模型）进行了推广，将模型中的梯度算子!ｕ使用分数阶梯度算子 !

ｖｕ进行了替换，并在频域内对得到的偏微分方程进行数值计算，得到了更高的峰值信噪比，在去噪

的同时，纹理细节得到了较好的保留。Ｐｕ等通过对分数阶微积分的研究［９０－９２］，将分数阶微积分的经

典定义Ｇｒüｍｗａｌｄ－Ｌｅｔｎｉｋｏｖ定义引入到图像处理中，构造出多尺度的微分掩模，并成功地应用于图像

增强［９３］，同时进一步构造出基于该定义的数字图像微分滤波器［９４－９５］，得到了较为理想的处理结果。

左凯等［９６］ 建立了二维线性离散系统的分数阶差分状态空间，给出了图像处理的二维分数阶卡尔曼滤

波算法。Ｐｕ和Ｚｈｏｕ［９７］ 分析了分数阶微分算子的多尺度性，构造了基于分数阶微分的图像分割算法。

Ｈｕ等［９８］ 分析了Ｒｉｅｍａｎｎ－Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ定义，并构造了基于此定义的积分滤波器。Ｇａｏ等［９９］ 通过将分数

阶微积分与四元素进行结合，提出了一种全新的图像增强方法。张军和韦志辉［１００］ 研究了经典的针对

服从相干斑噪声的ＡＡ模型［１０１］，发现其无法完整地保持纹理细节，并且会出现阶梯效应，针对这一

情况，使用分数阶微分与负指数Ｓｏｂｏｌｅｖ空间对ＳＡＲ图像进行建模，得到了良好的去噪效果。在文献

［１０２］中，Ｚｈａｎｇ和 Ｗｅｉ利用Ｇｒüｍｗａｌｄ－Ｌｅｔｎｉｋｏｖ定义给出了分数阶的ＢＶ空间的定义，并将图像的

几何结构部分通过此空间进行建模，而图像的纹理部分通过负指数Ｓｏｂｏｌｅｖ空间进行建模，分析了分

数阶微分算子及其对偶算子的性质，最后给出了其对应的全变分模型。Ｌｉｕ等［１０３］ 构造了分数阶的奇

异值分解方法，并将其应用到人脸识别。

１．３　主要研究内容

基于传统整数阶变分偏微分方程的图像处理已经成为一个独立的研究方向，而分数阶微积分在信

号处理，特别是图像处理中的应用还处于起步阶段，而分数阶微积分作为整数阶微积分的扩展，具有

一些特殊的性质，而这些特点已经在学者们的前期研究中得到了一定程度的体现。本书首先构造了基

于Ｒｉｅｍａｎｎ－Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ定义的分数阶微分数值计算模板，同时给出了对应的分数阶微分滤波器，并将其

应用于图像增强；研究了基于分数阶偏微分框架下的全变分图像修复模型以及全变分小波修复模型，

并将其应用到了ＣＴ图像金属伪影的去除中。然后分析了传统全变分图像修复模型的缺点，同时给出

了另外一种基于曲率扩散的ＣＴ图像金属伪影去除方法，并将这种方法扩展到了分数阶。最后由于基

于迭代的偏微分方程的方法计算效率不是很高，本书给出了一种非迭代的基于一致性传输的ＣＴ图像

金属伪影去除方法。具体内容如下：

第一，首先研究了分数阶微积分的基本理论，介绍了几种分数阶定义涉及的特殊函数，给出了几

种常见的分数阶微积分的定义，并阐述了几种定义之间的相互联系，给出了分数阶微积分运算的几种

规律；然后介绍了偏微分方程的基本数值计算方法、变分法的基本概念以及泛函极值的必要条件；最

后对ＣＴ成像原理进行了介绍。

第二，为了实现分数阶变分模型的有效数值计算，研究了基于Ｒｉｅｍａｎｎ－Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ定义的１～２阶
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