




书书书

!"#$!%!&
!"’(!)!*
+,-.!/012
!"34!5!6

!!"#$%&!!"#"’(

!789:;7<=>?@ABCDEFGHI"J
KLMN#$#OP!QRSTUVW$%&’()*
!"+,-./01/12*’31*.’21*

!!)"7%!#)"J%!$)":;71HI1?XY
<!%)"4#(.’)3’

!FZV[?\]!"#8^_‘ &%&’(’a’(0’0’b

\c!)’*+,)-.#!/012345678

!!!"!JKL!def!g!h!ijk
#!!$!QRSTUVW
%!!&!OPlmnopmq%3b&*’&&*2’
’!!(!QRSTUVW
)!!*!"+,-./01/12*’31*.’21*
+!!,!QRrs8t3uvwxy
-./0!’02556%*&55
+!!1!’%)/2
2!!3!%00z‘
$!!4!%&’2{’%|a’V
+!!4!%&’2{’%|a’}3u
5!!6!30)&&~

!!!$789":7;<

"R ����[\$��[W�����(
��!&&%0’023&03&0"&&%0’023&’*/&"
&&%0’023&0&%(!��#t!*’&&*2

"S [W?\�v3�����$�
��UVW��(

"��!7889!#:::);<=9)<>



书书书

前 言

前 言

分数阶微积分 ( Fractional Calculus) 是相对于整数阶微积分提出来的，它将整数阶
微积分推广到微积分阶次为分数、有理数甚至是复数的情况，是整数阶微积分的拓展和
广义定义。尽管分数阶和整数阶微积分的历史一样古老，然而，300 多年以来，分数阶
微积分一直仅仅作为数学领域内的一个纯理论被数学家研究，没有得到广泛的应用。随
着应用数学、材料力学、生物物理学等工程和技术领域提出了分数阶微积分的应用背
景，分数阶微积分才逐渐被人们重视。

分数阶微积分作为分形几何和分形动力学的基础和有力工具，是描述分数维空间的
数学工具和建模工具。分数阶导数的拟微分算子特性使之具有保记忆性 ( 非局部性) ，
因此，分数阶微积分能对现实问题进行优美刻画，非常适合刻画具有记忆和遗传性质的
材料和物理过程。分数阶微积分的理论和方法广泛应用于描述各种物理过程、各种自然
现象的中间过程和临界现象，是非平稳动态系统、非线性科学和复杂系统所关注的热点
研究领域。

将分数阶微分理论应用于数字图像处理在国内外都是一个新兴的研究领域，并取得
了一定的效果。分数阶微分是整数阶微分的推广和延拓，分数阶微分具有非线性和非局
部特性。研究发现，分数阶微分在信号的奇异性检测和提取方面具有特殊的效果，直流
或低频信号的分数阶微分值一般不为零; 分数阶微分处理既非线性地加强了信号的高频
分量，又在一定程度上非线性地加强了信号的中频分量，同时还极大地非线性保留了信
号的低频和直流分量。因此，数字图像的分数阶微分具有特殊的马赫 ( Mach) 现象，
其拮抗特性具有特殊的生物视觉感受野模型，所对应的仿生 Rodieck 感受野模型的中心
位置幅度更小，且更平坦。分数阶微分对图像平滑区域的处理是在极大保留其低频轮廓
信息的基础上，非线性地加强灰度值跃变幅度和频率相对不大的高频纹理细节信息。因
此，图像分数阶微分既保留了图像低频轮廓信息，又加强了灰度值跃变幅度较大的高频
边缘信息，同时还加强了灰度值跃变幅度较小的高频纹理细节信息。

本书是四川大学天思智能信息研究所多年来集体工作的结晶。我们根据近期有关分
数阶微积分的研究和教学实践，并在综合大量有关文献资料的基础上，进行归纳和总
结，编写了此书。全书共 10章，主要内容包括: ①分数阶微积分理论在国内外研究现
状; ②分数阶微积分基本理论; ③Riemann-Liouville分数阶图像增强算法及其电路实现;
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④基于分数阶 Euler-Lagrange方程的图像增强算法; ⑤基于 Caputo 定义的分数阶图像增
强; ⑥非整数步长分数阶微分的图像增强; ⑦可变阶次分数阶微分实现图像自适应增强
和去噪; ⑧分数阶积分滤波器的构造及在图像去噪中的应用; ⑨基于空间分数阶偏微分
方程的图像去噪模型; ⑩基于时间－空间分数阶偏微分方程的图像去噪模型等。

我们要特别感谢中国国家自然科学基金 ( No. 60972131，No. 61201438) 对本书研
究有益的建议和交流，感谢在撰写过程中四川大学天思智能信息研究所对本书所做的大
量整理工作。本书的编写和出版，还得到了张妮、张卫华、张永清、刘军、朱伍洋、陈
书书的支持与帮助，得到了四川大学出版社的大力协助，在此一并致谢。

由于作者知识水平有限，书中难免会存在不足之处，敬请读者斧正。

编 者
2015年 3月
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第１章
分数阶微积分理论在国内外研究现状

第１章　分数阶微积分理论
在国内外研究现状

１．１　分数阶微积分理论的发展

分数阶微积分 （Ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ　Ｃａｌｃｕｌｕｓ）理论和经典的整数阶微积分理论一样具有漫

长而悠久的发展历史，它可以追溯到Ｌｅｉｂｎｉｚ和Ｎｅｗｔｏｎ创建微分学的时代。１６９５年，

Ｌｅｉｂｎｉｚ写给ＬＨｐｉｔａｌ的信中这样写道：“Ｃａｎ　ｔｈｅ　ｍｅａｎｉｎｇ　ｏｆ　ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｓ　ｗｉｔｈ　ｉｎｔｅｇｅｒ

ｏｒｄｅｒ　ｂｅ　ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ　ｔｏ　ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｓ　ｗｉｔｈ　ｎｏｎ－ｉｎｔｅｇｅｒ　ｏｒｄｅｒｓ？”ＬＨｐｉｔａｌ对于Ｌｅｉｂｎｉｚ提

出的这个问题感到十分好奇，但是又很难给出很好的答案，他经过一段时间的艰难思考

后，在１６９７年，ＬＨｐｉｔａｌ在回信中这样写道：“Ｗｈａｔ　ｉｆ　ｔｈｅ　ｏｒｄｅｒ　ｗｉｌｌ　ｂｅ　１／２？”此后，

Ｌｅｉｂｎｉｚ又在回信中给出了大胆预测： “Ｉｔ　ｗｉｌｌ　ｌｅａｄ　ｔｏ　ａ　ｐａｒａｄｏｘ，ｆｒｏｍ　ｗｈｉｃｈ　ｏｎｅ　ｄａｙ
ｕｓｅｆｕｌ　ｃｏｎｓｅｑｕｅｎｃｅｓ　ｗｉｌｌ　ｂｅ　ｄｒａｗｎ．”于是，在两位杰出的数学家之间激烈的讨论和剧烈

的思想碰撞中，分数阶微积分理论就从此诞生了。１７３０年，Ｅｕｌｅｒ研究并总结了当微分

阶次为非整数条件下的含义。１７７２年，Ｌａｇｒａｎｇｅ首次推演了整数阶微积分理论微分阶

次满足可叠加性质，即 ｄ
ｍ

ｄｘｍ
ｄｎ

ｄｘｎ
ｙ＝

ｄｍ＋ｎ

ｄｘｍ＋ｎ
ｙ， 然而，他不能肯定分数阶微分理论是否满

足可叠加性质。１８１２年，Ｌａｐｌａｃｅ在其专著中推导出了许多特定的分数阶微积分运算表

达式。１８１９年，Ｌａｃｒｏｉｘ利用Γ（
１
２
）＝槡π 的特殊性质，推演出了函数ｆ（ｙ）＝ｙ的

１
２
阶

分数阶微分运算结果为ｄ
１／２ｙ
ｄｙ１／２

＝２　ｙ／槡 π。１８２２年，Ｆｏｕｒｉｅｒ给出了分数阶微分的Ｆｏｕｒｉｅｒ

表达式为ｄ
ｖｆ（ｘ）
ｄｘｖ

＝
１
２∫

＋∞

－∞
ｆ（ａ）ｄａ∫

＋∞

－∞
ｐｖｃｏｓ　ｐｘ－ｐａ＋

ｖπ
２（ ）ｄｐ， 并且特别提出该表达

式中的微分阶次ｕ可以为正数，也可以为负数。１８２３年，Ａｂｅｌ首次提出了分数阶微积

分理论具体的应用，即等时曲线的降落问题。以上的众多数学家只是对分数阶微积分理

论进行了尝试性研究，此后的学者开始专注于对分数阶微积分理论较为系统性的研究。

１８３２年，Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ提出了分数阶微积分的基本定义，并将余函数融入分数阶微积分定

·１·
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义中，同时分析了函数ｄ
１／２ｅ２ｘ

ｄｘ１／２
的基本性质，指出了该函数的ｖ阶分数阶微分运算可以

分部完成，即首先将目标函数利用泰勒公式展开为幂函数级数序列形式，然后利用整数

阶微分运算类似的操作，对上述幂函数级数进行逐项微分操作，最后得出了几种基于分

数阶微积分理论来解决动力学和几何学的实例；１８３４年，Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ首次尝试研究分析

等时曲线问题，并且首次提出了分数阶微分方程的基本形式，他研究发现：如果ｄ
ｎｙ
ｄｘｎ

＝

０，ｎ∈Ｚ，那么微分阶次ｎ可以推广到任意数，即满足
ｄｕｙ
ｄｘｕ

＝０，ｕ ∈Ｒ；１８３５年，

Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ提出了分数阶微分的级数定义形式为ｄ
ｖｙ
ｄｘｖ

＝∑Ａｍｅ　ｍｘｍｖ， 从而为分数阶微积

分方程的数值解奠定了坚实的基础。１８４１年，Ｇｒｅｇｏｒｙ首次推导出了基于分数阶微积分

理论的热力学方程表达式，这为分数阶微积分理论在物理系统中的应用作了基础性的铺

垫。１８４７年，Ｒｉｅｍａｎｎ将Ｔａｙｌｏｒ级数展开并进行了延伸和拓展，并且通过归纳得到了

分数阶积分的基本定义为 ｄ－ｒ

ｄｘ－ｒ
ｕ（ｘ）＝

１
Γ（ｒ）∫

ｘ

ｃ
（ｘ－ｋ）ｒ－１　ｕ（ｋ）ｄｋ， 此外，他认为分数阶

微积分定义的下限可以以零为起点。１８４８年，Ｈａｒｇｒｅａｖｅ首次提出了任意两个函数乘积

的分数阶Ｌｅｉｂｎｉｚ规则及相关性质，并推导出了广义的函数乘积分数阶导数形式。同

年，Ｃｅｎｔｅｒ推导出了微分阶次为常数的分数阶微分计算方法，并指出Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ定义与

Ｌａｃｒｏｉｘ定义得到的结论是完全相背的。１８４０年，Ｍｏｒｇａｎ对Ｃｅｎｔｅｒ推导出的结论给出

了完备的解释。１８５９年，Ｇｒｅｅｒ在Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ对指数函数理论分析的情况下，推演出了

关于正弦信号和余弦信号的１／２阶次微分计算公式。１８６８年，Ｌｅｔｎｉｋｏｖ研究发现分数

阶微积分运算的阶次可加性是存在的。１８８８年，Ｎｅｋｒａｓｓｏｖ在Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ对指数函数分

数阶微积分运算结果的基础上，得到了函数 （ｘ－ａ）ｐ 的任意ｑ阶分数阶导数的数值计
算方法。１９２７年，Ｍａｒｃｈａｕｄ推导出了分数阶微积分运算的有限差分表达式，为分数阶

微积分的数值计算奠定了坚实的基础。１９４１年，Ｗｉｄｄｅｒ推演出了分数阶积分的

Ｌａｐｌａｃｅ变换基本形式。１９５０年，Ｓｔｕｌｏｆｆ归纳出了分数阶差分的基本定义，从而将分数

阶微积分理论极大地向前拓展。１９５３年，Ｒｉｅｍａｎｎ提出了采用定积分形式的另一种分

数阶微分定义。１９６７年，Ｃａｐｕｔｏ研究得到了适用于工程领域应用的分数阶微积分理论

的基本定义。１９７１年，Ｏｓｌｅｒ推导出了基于分数阶微积分理论的广义链式运算规则。同

年，Ｌｏｖｅ首次将分数阶微积分理论的微积分阶次推广延伸到复数的情况。１９７２—１９７５
年，Ｏｌｄｈａｍ，Ｇｒｅｎｎｅｓｓ，Ｓｐａｎｉｅｒ，Ｏｓｌｅｒ，Ｊｕｂｅｒｇ，Ｐｒａｂｈａｋａｒ等学者从不同的应用角

度分别编写了关于分数阶微积分理论的专著，对分数阶微积分理论及其应用进行了系统

性的归纳和总结。

在最近三十年，众多学者对分数阶微积分理论做出了巨大的贡献，他们在前辈们已

取得的理论成果的基础上，详细论述了分数阶微积分的理论推导和已经取得的应用成

·２·
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果，包括：Ｋｅｉｔｈ　Ｂ　Ｏｌｄｈａｍ 和Ｊｅｒｏｍｅ　Ｓｐａｎｉｅｒ出版的 《Ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ　Ｃａｌｃｕｌｕｓ：Ｔｈｅｏｒｙ
ａｎｄ　Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ，Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｔｉｏｎ　ａｎｄ　Ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ　ｔｏ　Ａｒｂｉｔｒａｒｙ　Ｏｒｄｅｒ》详细论述了分数

阶微积分理论与应用；Ｒｏｓｓ　Ｂ 出版的 《Ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ　Ｃａｌｃｕｌｕｓ　ａｎｄ　Ｉｔｓ　Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ：

Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ　Ｃｏｎｆｅｒｅｎｃｅ》全面阐述了分数阶微积分历史；Ｓａｍｋｏ　Ｓ

Ｇ，Ｋｉｌｂａｓ　Ａ　Ａ，Ｍａｒｉｃｈｅｖ　Ｏ　Ｉ出版的 《Ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ　Ｉｎｔｅｇｒａｌｓ　ａｎｄ　Ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｓ：Ｔｈｅｏｒｙ
ａｎｄ　Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ》系统介绍了分数阶微积分的基本理论和相关应用；Ｐｅｔｒａｓ　Ｉ，

Ｐｏｄｌｕｂｎｙ　Ｉ，ＯＬｅａｒｙ　Ｐ，Ｄｏｒｃａｋ　Ｌ，Ｖｉｎａｇｒｅ　Ｂ 出 版 的 《Ａｎａｌｏｇｕｅ　Ｒｅａｌｉｚａｔｉｏｎ　ｏｆ

Ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ　Ｏｒｄｅｒ　Ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒｓ》论述了分数阶控制的模拟实现；Ｍｉｌｌｅｒ　Ｋ　Ｓ，Ｒｏｓｓ　Ｂ出版

的 《Ａｎ　Ｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎ　ｔｏ　ｔｈｅ　Ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ　Ｃａｌｃｕｌｕｓ　ａｎｄ　Ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ　Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ　Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ》

简述了分数阶微积分及分数阶微分方程的基本理论；Ｐｏｄｌｕｂｎｙ　Ｉ出版的 《Ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ

Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ　Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ》阐述了分数阶微分方程的相关知识；目前，较新的分数阶微积

分理 论 专 著 是 ２０１０ 年 Ｃａｐｏｎｅｔｔｏ　Ｒ，Ｄｏｎｇｏｌａ　Ｇ，Ｆｏｒｔｕｎａ　Ｌ，Ｐｅｔｒａｓ　Ｉ 出 版 的
《Ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ　Ｏｒｄｅｒ　Ｓｙｓｔｅｍｓ：Ｍｏｄｅｌｉｎｇ　ａｎｄ　Ｃｏｎｔｒｏｌ　Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ》和 Ｍａｉｎａｒｄｉ　Ｆ出版的
《Ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ　Ｃａｌｃｕｌｕｓ　ａｎｄ　Ｗａｖｅｓ　ｉｎ　Ｌｉｎｅａｒ　Ｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ： Ａｎ　Ｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎ　ｔｏ

Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ　Ｍｏｄｅｌｓ》，阐述了分数阶微积分理论不同方面的具体应用。分数阶微积分

理论的国际专题期刊有 《Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　Ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ　Ｃａｌｃｕｌｕｓ》和 《Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　Ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ

Ｃａｌｃｕｌｕｓ　ａｎｄ　Ａｐｐｌｉｅｄ　Ａｎａｌｙｓｉｓ》。此外，还有一些专业期刊，如 《Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ

ａｎｄ　Ｃｏｎｔｒｏｌ》 《Ｆｒａｃｔａｌｓ》 《Ｃｈａｏｓ，Ｓｏｌｉｔｏｎｓ，ａｎｄ　Ｆｒａｃｔａｌｓ》 《Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ

Ａｎａｌｙｓｉｓ　ａｎｄ　Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ》。ＩＥＥＥ会刊、物理评论、ＳＩＡＭ 等几十种期刊都对分数阶

微积分的理论及相关应用进行过发表。分数阶微积分理论的国际研究组织主要有：国际

自动化控制联盟组织ＩＦＡＣ （Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ　Ｆｅｄｅｒａｔｉｏｎ　ｏｆ　Ａｕｔｏｍａｔｉｃ　Ｃｏｎｔｒｏｌ），葡萄牙工

程研究院ＩＳＥＰ，阿维罗电子通信工程师协会ＩＥＥＴＡ等。分数阶微积分理论的国际会议

有：２００４年７月１９日至２１日，第一届 “分数阶微分运算及其应用”会议 （１ｓｔ　ＩＦＡＣ

Ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ　Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｔｉｏｎ　ａｎｄ　Ｉｔｓ　Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ）在法国波尔多 （Ｂｏｒｄｅａｕｘ）开幕；２００６
年７月１９日至２１日，第二届 “分数阶微积分运算及其应用”会议 （２ｎｄ　ＩＦＡＣ

Ｗｏｒｋｓｈｏｐ　ｏｎ　Ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ　Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｔｉｏｎ　ａｎｄ　Ｉｔｓ　Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ）在 葡萄牙 的 波尔图
（Ｐｏｒｔｏ）开幕；２００８年１１月５日至７日，第三届 “分数阶微积分运算及其应用”会议
（３ｒｄ　ＩＦＡＣ　Ｗｏｒｋｓｈｏｐ　ｏｎ　Ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ　Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｔｉｏｎ　ａｎｄ　Ｉｔｓ　Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ）在土耳其首都

安卡拉 （Ａｎｋａｒａ）开幕；第四届 “分数阶微积分运算及其应用”会议 （４ｔｈ　ＩＦＡＣ

Ｗｏｒｋｓｈｏｐ　ｏｎ　Ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ　Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｔｉｏｎ　ａｎｄ　Ｉｔｓ　Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ）在西班牙的巴达霍斯
（Ｂａｄａｊｏｚ）开幕；第五届 “分数阶微分运算及其应用”会议于２０１２年在中国河海大学

和上海大学召开。

分数阶微积分理论作为基础研究理论具有悠久的发展历史，国内外众多的数学家和

相关学者都对其发展做出了大量的不可磨灭的贡献。近年来，分数阶微积分在物理学、

生物学等的研究和相关会议不断增多，使得分数阶微积分的应用逐步广泛起来。

·３·
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１．２　分数阶微积分的应用

分数阶微积分理论虽然已经诞生了大约三百多年，但是在这段漫长的岁月中，分数

阶微积分理论仅仅是数学家们纯数学理论的分析和推导，工程技术领域中的众多学者对

其较为陌生。直到 Ｍａｎｄｅｌｂｒｏｔ首次提出了分形学说理论，将Ｒｉｅｍａｎｎ－Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ分数阶

微积分描述分形媒介中的布朗运动，分数阶微积分才被初次应用到工程技术领域。分数

阶微积分作为一种分析复杂系统的数学描述方法，逐渐发展成为工程技术领域崭新且有

效的建模工具。目前，分数阶微积分理论已经应用到物理学、控制系统、生物学、信息

科学等学科，分数阶微积分理论涉及的应用领域相当广泛，本节内容仅仅包含了分数阶

微积分理论具有代表性的应用领域。

（１）分数阶微积分理论在黏弹性动力学中的应用。

因为自然界许多物质具有黏弹性的特性，Ｎｅｗｔｏｎ流体的本构方程不能完全描述很

多自然流体的内在性质，如高分子溶液、血液、石油等。因此，学者尝试将分数阶微积

分理论应用到黏弹性动力学中来描述自然物质的复杂特性。其中，比较有代表性的研究

工作包括：Ｂａｇｌｅｙ，Ｆｒｉｅｄｒｉｃｈ等［１－２］ 尝试将经典微分方程中的整数阶时间导数直接替

换为相应的分数阶微分算子，从而得到非牛顿流体的分数阶导数模型，该模型由于采用

了分数阶微积分算子，使得能够更加准确地描述物质的自然特性；Ｔｏｎｇ等［３］ 提出了分

数阶导数模型来描述广义 Ｏｌｄｒｏｙｄ－Ｂ流体的非定常Ｃｏｕｅｔｔｅ流，并利用Ｌａｐｌａｃｅ变换、

Ｗｅｂｅｒ变换和广义 Ｍｉｔｔａｇ－Ｌｅｆｆｌｅｒ函数求取了该模型的精确结果；Ｅｎｇｈｅｔａ　Ｎ［４－５］ 将分

数阶微积分理论应用于电磁场理论的研究中，提出了分数阶传播模型、分数阶叉积算子

和旋度算子以及分数阶对偶原理。

（２）分数阶微积分理论在反常扩散与随机游走中的应用。

将分数阶微积分理论结合传统的偏微分方程来构建分数阶偏微分方程，即通过将传

统偏微分方程中的时间 （空间）导数的阶次用非整数替代而得到分数阶偏微分方程，该

方程是分数阶扩散模型的理论基础。分数阶偏微分方程分为三种形式：①时间分数阶偏

微分方程 （时间导数是分数阶导数）；②空间分数阶偏微分方程 （空间导数是分数阶导

数）；③时间－空间分数阶偏微分方程 （时间和空间导数均是分数阶）。在自然界中，反

常扩散现象通常都不遵循布朗运动的Ｇａｕｓｓ统计规律以及Ｆｉｃｋ第二定律。在自然界中

存在大量反常扩散现象，包括：粒子在非晶形半导体中的传输，无序介质中的核磁共

振，多孔渗水系统，聚合体中的振动系统，水粒在聚合体系统中的运动，固体表面的集

体滑动扩散，理查森湍流扩散，细菌的运动等。分数阶扩散方程是用来描述反常扩散过

程的重要工具，上述自然现象都可以利用分数阶微分方程进行分析和描述。Ｓｃｈｉｅｓｓｅｌ
等［６］ 提出了基于Ｒｉｅｍａｎｎ－Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ分数阶微分定义的广义 Ｍａｘｗｅｌｌ流体模型，并用该

·４·
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模型确定了松弛和延迟函数。刘发旺等［７］ 采用以时间和距离尺度为变量的分数阶微分

和散布系数为控制方程的散布条件，提出了一种新的Ｆｏｋｋｅｒ－Ｐｌａｎｃｋ方程的数值解法，

探讨了依赖时间和距离的分数阶微分和分数阶幂函数之间的区别。

（３）分数阶微积分理论在控制系统中的应用。

分数阶微积分较整数阶微积分更能准确地描述复杂的实际系统。早在半个世纪前，

分数阶微积分理论就已经尝试性地应用于控制领域，但是，当时由于缺少相关的理论基

础和实验条件，直到２０世纪末研究人员才取得了一些令人瞩目的研究成果，包括：

Ｏｕｓｔａｌｏｕｐ等［８］ 阐述了ＣＲＯＮＥ （非整数阶鲁棒控制器）控制的基本原理；Ｍａｔｉｇｎｏｎ
分析了分数阶控制系统的稳定性、可控性和可观性［９－１０］；Ｐｏｄｌｕｂｎｙ［１１］ 创造性地提出了

分数阶ＰＩＤ控制器的概念，系统介绍了ＦＯＣ及ＦＤＥｓ的计算方法，将Ｌａｐｌａｃｅ变换等

数学工具应用到分数阶控制系统中，证明了线性分数阶微分方程解的存在性和唯一性，

并且给出了基于Ｇｒｅｅｎ函数和 Ｍ－Ｌ函数表示的分数阶微分方程的解析解。

ＰＩＤ控制是控制系统中应用最为广泛、技术最为成熟的控制方法，因其结构简单、

控制精确、鲁棒性强等优点被广泛地应用于冶金、电力和机械制造等工业领域，并取得

了巨大的实用效果。Ｐｄｏｌｕｂｎｙ［１２－１３］ 创造性地将分数阶微积分理论和ＰＩＤ控制器相结

合，提出了分数阶ＰＩＤ控制器。分数阶ＰＩＤ的基本描述为ＰＩλＤμ，即取λ阶积分μ阶微

分，其中λ，μ为任意数。因为分数阶ＰＩ
λＤμ控制器较整数阶ＰＩＤ控制器增加了两个可

调参数λ和μ，通过设定这两个自由参数，ＰＩ
λＤμ控制器能够更加灵活地控制相关对象，

从而得到期望的控制效果。Ｐｏｄｌｕｂｎｙ为分数阶控制理论的发展做出了杰出的贡献，他

提出的ＰＩλＤμ控制器为分数阶控制的理论的发展奠定了基础，到目前为止，ＰＩλＤμ 控制

器仍在分数阶控制研究的前沿具有特殊的影响。此后，国内外许多学者对ＰＩλＤμ控制器

进行了深入的研究和相应的改进，包括：Ｍａｓｏｕｄ等［１４］ 利用 ＰＳＯ （Ｐａｒｔｉｃｌｅ　Ｓｗａｒｍ

Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ）算法解决了ＰＩλＤμ的参数优化问题，从而将现代智能算法应用到分数阶

ＰＩλＤμ控制；薛定宇等［１５－１６］ 通过ＩＴＡＥ和ＩＳＥ最优指标讨论了ＰＩλＤμ 设计，包括参数

设定、近似算法阶次自适应选择、鲁棒性的证明等；曾庆山等［１７］ 认为当分数阶ＰＩλＤμ

控制器的相应参数在小范围内取值时，整个闭环系统的性能受参数变化影响较小，从而

证明了分数阶ＰＩλＤμ控制器具有较强的鲁棒性，并说明了使用与系统特性相似的分数阶

ＰＩλＤμ控制器能较好地控制被控制的对象。分数阶控制是现代控制理论发展的一个重要

分支，整数阶控制理论不能较好地模拟控制复杂的自然系统，因此分数阶控制理论的相

关研究显得尤为重要。目前，分数阶控制理论的研究还处于尝试应用阶段，仍有大量的

基础工作需要完善，包括：分数阶非线性微分方程的数值计算方法和解的分析等基础理

论研究，分数阶非线性系统的稳定性、可靠性和准确性分析问题，分数阶时变系统和分

布参数系统的对应分析，分数阶系统时域和频域性能之间的内在联系等。由此，可以大

胆预测，随着分数阶控制理论的完善和发展，分数阶ＰＩλＤμ控制器必将成为控制领域的

重点和热点。
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（４）分数阶微积分理论在信号处理领域中的应用。

分数阶Ｆｏｕｒｉｅｒ变换是经典Ｆｏｕｒｉｅｒ变换的延伸和推广，为分数阶微积分理论在信

号中的处理打下了基础［１８－２０］。分数阶Ｆｏｕｒｉｅｒ在众多领域都有重要的应用，特别是近

年以来，分数阶Ｆｏｕｒｉｅｒ变换在信号处理领域的广泛应用得到了国内外学者的高度关

注［２１－２３］。分数阶Ｆｏｕｒｉｅｒ变换可以简单地理解为时频平面的旋转，并与其他的时频分

布具有密切的联系，所以分数阶Ｆｏｕｒｉｅｒ变换是时频变换的广义形式［２４－２８］。分数阶

Ｆｏｕｒｉｅｒ变换应用于信号处理领域必须解决分数阶Ｆｏｕｒｉｅｒ变换的离散化问题，包括采

样定理和离散化计算。众所周知，采样定理是连续时间信号和离散时间信号之间的桥

梁。在经典的基于Ｆｏｕｒｉｅｒ变换的信号处理中，采样定理为连续时间信号的离散化表示

以及离散Ｆｏｕｒｉｅｒ变换 （ＤＦＴ）打下了理论基础。Ｘｉａ［２９］ 提出了分数阶Ｆｏｕｒｉｅｒ域带限

信号的性质，同时证明了如果任意非零信号ｘ（ｔ）在某个分数阶Ｆｏｕｒｉｅｒ域带限，那么

该信号ｘ（ｔ）不会在其他分数阶Ｆｏｕｒｉｅｒ域带限。由此，研究人员从不同应用方面将经

典的Ｆｏｕｒｉｅｒ域采样定理延伸到分数阶Ｆｏｕｒｉｅｒ域。Ｚａｙｅｄ［３０］ 认为分数阶Ｆｏｕｒｉｅｒ变换

和经典Ｆｏｕｒｉｅｒ变换具有相似的特性，这样也可以得出基于分数阶Ｆｏｕｒｉｅｒ变换的采样

定理和插值理论。同样，Ｃａｎｄａｎ［３１］ 通过更加直接的推导方法获得了基于分数阶

Ｆｏｕｒｉｅｒ变换，包括其他酉变换的采样定理和插值理论。Ｔｓｅｎｇ等［３２］ 对分数阶微积分

数字滤波器进行了研究和分析，实现了分数阶微分滤波器的设计和改进，并提出了几种

滤波器的设计方案。Ｃａｒｌｓｏｎ等［３３］ 分析和研究了分数阶微积分运算电路，提出了多种

可以实现分数阶微积分运算的分抗电路，实现了分数阶微积分运算电路设计。袁晓

等［３４］ 讨论了分数阶微积分在信号处理领域的应用问题，阐述了分数阶微积分的定义，

并重点探讨了分数阶微分在Ｆｏｕｒｉｅｒ空间中的定义及相关性质，同时给出了理想分数阶

数字微分滤波器和ＦＩＲ分数阶数字微分滤波的基本性质和设计思路。Ｈａｓｓａｎ，Ｎｉｎｎｅｓｓ，

Ｌｉｕ等［３５－３７］ 将分数阶微积分应用于信号奇异性提取和信号噪声检测与处理，首先利用

分数阶微分 Ｒｉｅｍａｎｎ级数对信号进行展开，从而获得奇异性按照升幂排列的一系列

Ｈｏｌｄｅｒ指数，然后对该指数级数根据具体的情况设定不同的阈值进行有效截断，由此

可以完成对信号的去噪操作。Ｆａｒｉｄ［３８］ 研究发现了离散分数阶微分滤波器可以由一系列

的整数阶微分滤波器通过一定的规则进行有效逼近，也就是说，对于信号任意阶次的分

数阶微积分，可以通过一系列整数阶微积分线性组合来实现。

（５）分数阶微积分理论在混沌系统和神经网络中的应用。

近年来，分数阶动力学系统的混沌控制与同步逐渐成为当今学术界研究的重点和难

点，由庞加莱－本迪生定理［３９］ 可知 “自治连续整数阶系统产生混沌的最低阶次是３
阶”，然而总阶次低于３阶的自治分数阶系统也能产生混沌效应，比如阶次为２．７的蔡

氏电路［４０］ 能够产生混沌吸引子；Ａｈｍａｄ　Ｗ 等［４１］ 研究得出分数阶 “ｊｅｒｋ”模型及分数

阶电子混沌振荡器产生类似双涡卷混沌吸引子的最小阶次为２．１。由文献［４２］ 可知，在

经典的Ｃｈｕａ，Ｃｈｅｎ，Ｌｉｕ等系统中，当系统的微分阶次为非整数时，原来的系统仍然
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保持混沌状态，这样由分数阶微积分构建的混沌系统更能够反映自然界中的物理规律。

谢德光等［４３］ 利用分数阶Ｆｏｕｒｉｅｒ方法提取目标高分辨距离图像的时频特征，根据类可

分性的方面来获取多种最优变换，利用主分量分析方法对距离图像的分数阶Ｆｏｕｒｉｅｒ进

行特征降维，并使用神经网络进行分类识别。蒲亦非、陈庆利等［４４－４５］ 为了使仿生神经

信号能比较正确地模仿实际生物神经冲动的波形特征，采用了分数阶微积分的

Ｒｉｅｍａｎｎ－Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ定义和三角波函数构造出了分数阶神经型脉冲振荡器，并利用该振

荡器仿真了各种人体活动的生物神经信号。实验结果表明，分数阶神经型脉冲振荡器是

一种可根据实际生物神经特性调整参数的分数维神经振荡器，其输出波形为非方波。此

外，该模型能够很好地模型人类生理功能信号，从而为未来神经功能修复提供了一种技

术支撑。

（６）分数阶微积分理论在图像处理中的应用。

分数阶微积分理论在图像底层处理中的应用是最近几年才引起学者关注的，到目前

为止，已经取得了初步研究成果，主要包括图像增强、图像去噪、图像边缘提取、图像

分割和图像奇异性检测等。图像处理中的整数阶微分算子，包括梯度算子和Ｌａｐｌａｃｅ算

子以及墨西哥帽算子等很多经典的图像处理算子都可以近似看作是Ｒｏｄｉｅｃｋ等［４６］ 提出

的ＤＯＧ感受野模型在理论上的仿真实现，分数阶微分算子则可以认为是ＤＯＧ感受野

模型的推广和延伸，基于分数阶微分理论的感受野模型较整数阶微积分理论更符合人类

视觉特性。蒲亦非等［４７－５５］ 认为选择适当阶次的分数阶微分算子在增强图像过程中可以

大幅提升图像边缘和纹理细节，非线性地保留图像平滑区域的纹理信息。此外，汪成亮

等［５６］ 提出了基于分数阶微积分基本定义的分数阶微分掩模算子，实现了分数阶微积分

的快速、高效数值计算。杨柱中等［５７－５９］ 根据分数阶微分算子具有 “弱导数”性质的特

点，利用分数阶梯度算子对含弱噪声的图像进行边缘检测，该方法能够有效地解决整数

阶梯度算子对噪声敏感的问题，因此可以避开噪声的影响而准确地定位噪声图像的边

缘。Ｍａｔｈｉｅｕ　Ｂ等［６０］ 提出了分数阶微分的边缘检测算子，即分数阶鲁棒轮廓，法语简

称ＣＲＯＮＥ（Ｃｏｎｔｏｕｒ　Ｒｏｂｕｓｔｅ　ｄＯｒｄｒｅ　Ｎｏｎ　Ｅｎｔｉｅｒ）边缘检测器，说明了该检测器的分

数阶微分阶次在１＜ｖ＜２时，能够有选择地检测出边缘；而在分数阶微分阶次在

－１＜ｖ＜１时，该检测算子能够在边缘提取的过程中克服噪声的影响。在此基础上，李

远禄等［６１］ 提出了基于分数阶差分的滤波器并将其应用到边缘检测，该模型将数据的平

滑和差分有机结合，利用分数阶微积分基本理论，设计了可以通过调节微分阶次的差分

滤波器，该滤波器可以解决传统算子边缘检测出现的边缘漂移问题，并且可以抑制部分

噪声。汪凯宇、刘红毅等［６２－６３］ 利用分数阶微积分具有的记忆特性，分别将分数阶样条

小波应用到图像纹理的奇异性检查和图像融合中，较整数阶微积分取得了更好的仿真效

果。Ｌｉｕ　Ｊｕｎ等［６４］ 提出了分数阶奇异值分解的人脸识别方法，该方法可以有效地缓解

面部的变化，并且在脸部出现剧烈变化时，可以较传统的分类方法提高其分类的性能，

为高层图像处理打下坚实的基础。左凯等［６５］ 将卡尔曼滤波和分数阶微积分理论相结
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合，提出了二维分数阶卡尔曼滤波器，并成功应用到图像处理。白健等［６６］ 以ＲＯＦ去

噪模型为基础，将分数阶微积分理论和偏微分方程相结合，提出了基于分数阶偏微分方

程的图像去噪模型，该方法可以解决传统低阶次整数阶偏微分方程去噪模型容易产生
“阶梯效应”以及高阶次整数阶偏微分方程去噪模型去噪效果不佳的问题。此后，张军

等［６７－７１］ 将负指数Ｓｏｂｏｌｅｖ空间的多尺度图像建模与基于分数阶微积分的图像建模有效

结合，提出了统一的基于分数阶多尺度变分图像去噪模型，并初步设计了该模型涉及参

数的自适应选择方法。

综上所述，相信随着当今研究学科交叉和融合速度的不断加快，分数阶微积分理论

必将有更加广阔的发展前景。

１．３　本书的主要内容

本书主要对分数阶微积分在数字图像的增强和去噪中的应用进行了比较系统的研

究，归纳如下：

（１）系统地论述了连续子波变换数值实现中尺度采样间隔确定的基本理论。按照信

号的最高数字频率等于或小于π的两种情况，论证了均匀点格采样时连续子波变换数值

实现中 Ｍｏｒｌｅｔ母波以及偶对称或奇对称的各阶高斯函数导数解析母波的尺度采样间隔

的最佳取值，并且特别分析了著名的墨西哥帽母波的尺度采样间隔的最佳取值；讨论了

奇对称母波数值实现中同时所需的时间平移量；研究了偶对称或奇对称的各阶高斯函数

导数解析母波的相应数字滤波器的波动情况，并对其波动性进行了研究；对连续子波变

换数值实现中均匀点格采样的研究结论推广到二进点格采样和二进抽取采样两种情况。

（２）系统地论述了连续子波变换数值实现中信号时间和扫描时间之间的几何关系、

连续子波变换数值实现中起始扫描时间的最佳取值范围。

（３）推导并研究了信号分数阶微积分的５种数值算法实现算法。首先推导并比较了

信号分数阶微分的幂级数数值算法、Ｆｏｕｒｉｅｒ级数数值算法，并将这两种算法与经典的

基于Ｇｒüｍｗａｌｄ－Ｌｅｔｎｉｋｏｖ定义的数值算法相比较；然后，推导出具有较高精度和计算

速度的基于子波变换的分数阶微积分快速数值算法；最后，以计算精度为代价进一步提

高计算速度，推导出基于子波变换的快速工程算法。

（４）推导了３种１／２分数阶演算的模拟分抗电路；分析和比较了我们提出的３种

１／２阶模拟分抗电路与国际上经典的１／２阶树型模拟分抗电路之间的优劣，论述了网格

型１／２阶递归模拟分抗电路在电路结构上是这４种１／２阶分抗电路中最优的一种；在此

基础上，论述了一种实现任意分数阶演算的递归模拟分抗电路模型，并以任意分数阶递

归网格型模拟分抗电路模型为例进行了分析。在分析１／２阶网格型模拟分抗电路自相似

特点的基础上，提出主值分抗电路的概念；论述了１／２阶网格型主值分抗电路与Ｔ型、
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