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前言

前　 言

数学被誉为 “科学的皇后”。在人类文明的历史长河中，中华民族对数学的发展曾作出

过卓越的贡献。勾股定理、祖冲之圆周率、九章算术等丰硕成果无不闪烁耀眼的光芒。新中

国成立以后，中国的现代数学有了长足的发展，先后涌现出华罗庚、陈景润等一批著名数

学家。数学大师陈省身教授曾预言：“２１ 世纪，中国必将成为数学大国。”从 １９８５ 年我国第

一次派队参加国际数学奥林匹克以来，中国代表团共 ３０ 次参赛，其中 １９ 次团队总分居第

一位 （有 １１ 次获得 ６ 枚金牌），７ 次团队总分居第二位，各 １ 次团队总分居第四、六、八

位，１７６ 人次参赛，共获金牌 １３８ 块、银牌 ３０ 块、铜牌 ６ 块。中学生在国际数学奥林匹克

中的出色表现，使人们相信陈省身教授的这一 “猜想”将在 ２１ 世纪得到证明。
由于计算机的出现，数学已不仅是一门科学，还是一种普适性的技术。从航空到家庭，

从宇宙到原子，从大型工程到工商管理，无一不受惠于数学技术。高科学技术本质上是一

种数学技术。美国科学院院士格里姆 （Ｊ Ｇｌｉｍｍ）说：“数学对经济竞争力至为重要，数学

是一种关键的普遍使用的，并授予人能力的技术。”时至今日，数学已兼有科学与技术两种

品质，这是其他学科少有的。数学对国家的贡献不仅在于富国，而且还在于强民。数学给予

人们的不仅是知识，更重要的是能力，这种能力包括观察实验、收集信息、归纳类比、直

觉判断、逻辑推理、建立模型和精确计算。这些能力的培养，将使人终身受益。这些能力

的培养，必须从小抓起，从青少年抓起。而数学奥林匹克活动，则是培养这些能力的良好

载体。
基于这样的想法，笔者以国内外高中数学奥林匹克为背景，以 《普通高中数学课程标

准》的新理念、新要求为准绳，兼顾 “大纲”与 “新课标”的过渡，根据多年培训数学奥

林匹克选手的经验和体会，策划了 《奥数讲义》。讲义出版后备受广大读者欢迎，并收到了

许多宝贵意见。经过试用，以及读者反馈，并结合大学自主招生考试要求，对其内容作出

了较大调整和修改，编写成 《大学自主招生与奥数讲义》。通过这套书的学习，使学生发现

数学的美丽和魅力，体会数学的思想和方法，感受数学的智慧和创造力，体验经过不懈的

探索而获得成功的兴奋和快乐，进而激发学生学习数学的兴趣。本书既为学有余力且对数

学感兴趣的高中生提供一个施展才华和提高数学解题能力的有效指导，也为参加数学奥林

匹克的高中生提供一套科学实用的培训教程。
这套书设计新颖，方便老师、学生和家长使用，分第一、二、三分册，共三册。
每册内容包括若干个专题，每个专题的主要栏目有：
数学名言欣赏：以名人名言开宗名义，开始每讲的奥数学习之旅。
知识方法扫描：补充竞赛方面的相关知识、方法与技巧，突出重点、难点和赛点。
经典例题解析：在保留部分经典好题、经典解法的同时，尽可能选用一些国际、国内
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竞赛的新题 （不一定是难题），如近 ３ ～ ５ 年高考、高中数学联赛、女子竞赛、西部竞赛、
美国数学邀请赛、美国数学奥林匹克试题等，每道赛题注明竞赛年份，给出一些新颖的解

答方法，减少跟其他同类书籍的雷同率，增强读者的阅读欲望。例题总个数控制在 ８ 道，
由基础题、提高题、综合题组成。

原版赛题传真：含英文试题与英文解答，并针对试题与解答中的生词给出 “英汉小词

典”。
同步训练：含 ３ 道选择题、４ 道填空题、３ 道解答题 （不便于采用客观题形式的专题，

安排 ６ 道解答题作为同步训练题），均给出详细解答过程。
同步测试：按 ６，６，３ 形式设置测试评估卷。书后附有同步训练题、同步测试题题目

的详解。
问题是数学的心脏，数学奥林匹克是解题的竞赛。要提高解题能力，必须进行一定量

的训练。本套书精选了具有代表性的经典例题，配备了足够的训练题和测试题。在这些题

目中既有经典的名题，又有国内外近几年涌现的佳题，还有作者根据自己的教学实践编撰

的新题。设置这些题目时，作者专门针对学生学习的实际，突出知识的重点、难点，以期

达到提高的目的。
这套书注重数学基础知识的巩固提高和数学思想的渗透，凸现科学精神和人文精神的

融合，加强对学生学习兴趣、创新精神、实践能力、应用意识和分析、解决问题能力的

培养。
数学大师陈省身教授为 ２００２ 年 ８ 月在北京举行的第 ２４ 届国际数学家大会的题词：“数

学好玩”。我们深信这套书能让你品味到数学的无穷乐趣。著名数学家陈景润说得好：“数
学的世界是变幻无穷的世界，其中的乐趣只有那些坚持不懈的人才能体会得到！”

朱华伟

２０１６ 年 ６ 月
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第 １ 讲　 导数与最值

第 １ 讲　 导数与最值
　

只有微分学才能使自然科学有可能

用数学来不仅表明状态，并且也表明过

程：运动．
———恩格斯

知识方法扫描

一般地，设函数 ｆ（ｘ）在点 ｘ０ 附近有定义，如果对 ｘ０ 附近的所有的点，都有 ｆ（ｘ）＜ ｆ（ｘ０），
我们就说 ｆ（ｘ０）是函数 ｆ（ｘ）的一个极大值，记作 ｙ极大值 ＝ ｆ（ｘ０）；如果对 ｘ０ 附近的所有的点，都
有 ｆ（ｘ）＞ ｆ（ｘ０），我们就说 ｆ（ｘ０）是函数 ｆ（ｘ）的一个极小值，记作 ｙ极小值 ＝ ｆ（ｘ０）．极大值与极小

值统称为极值．当函数 ｆ（ｘ）在点 ｘ０ 处连续，且在 ｘ０ 两侧可导时，判别 ｆ（ｘ０）是极大（小）值的

方法是：
（１）如果在 ｘ０ 附近的左侧 ｆ′（ｘ）＞ ０，右侧 ｆ′（ｘ）＜ ０，那么，ｆ（ｘ０）是极大值；
（２）如果在 ｘ０ 附近的左侧 ｆ′（ｘ）＜ ０，右侧 ｆ′（ｘ）＞ ０，那么，ｆ（ｘ０）是极小值．
但注意，导数为 ０ 的点不一定是极值点．
我们知道，在闭区间［ａ，ｂ］上连续的函数 ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上必有最大值与最小值．
设函数 ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上连续，在（ａ，ｂ）内可导，求 ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上的最大值与最小值的步

骤如下：
（１）求 ｆ（ｘ）在（ａ，ｂ）内的所有极值；
（２）将 ｆ（ｘ）的各极值与 ｆ（ａ），ｆ（ｂ）比较，其中最大的一个是最大值，最小的一个是最

小值．
中学阶段，几种常见的函数的导数有：
（１）Ｃ′ ＝ ０（Ｃ为常数）　 　 （２）（ｘｎ）′ ＝ ｎｘｎ － １（ｎ∈Ｑ）　 　 （３）（ｓｉｎｘ）′ ＝ ｃｏｓｘ
（４）（ｃｏｓｘ）′ ＝ － ｓｉｎｘ （５）（ｌｎｘ）′ ＝ １ｘ （６）（ｌｏｇａｘ）′ ＝ １ｘ ｌｏｇａｅ
（７）（ｅｘ）′ ＝ ｅｘ （８）（ａｘ）′ ＝ ａｘ ｌｎａ．

经典例题解析

◎例 １　 求证函数 ｙ ＝ ２ｘ３ ＋ ３ｘ２ － １２ｘ ＋ １ 在区间（－ ２，１）内是减函数．
证明　 先求出函数 ｙ的导数：ｙ′ ＝ ６ｘ２ ＋ ６ｘ － １２ ＝ ６（ｘ２ ＋ ｘ － ２）＝ ６（ｘ ＋ ２）（ｘ － １）．显然，当
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ｘ∈（－ ２，１）时，ｙ′ ＜ ０．从而它在区间（－ ２，１）内是减函数．

◎例 ２　 如果函数 ｆ（ｘ）＝ １３ ｘ
３ － １２ ａｘ

２ ＋ （ａ － １）ｘ ＋ １ 在区间（１，４）内为减函数，在
（６，＋ ∞）上为增函数，求实数 ａ的范围．

解　 先求出 ｆ（ｘ）的导函数：ｆ ′（ｘ）＝ ｘ２ － ａｘ ＋（ａ － １）＝［ｘ －（ａ － １）］（ｘ － １）．
依题意可知，当 ｘ∈（１，４）时，ｆ′（ｘ）＜ ０；当 ｘ∈（６，＋ ∞）时，ｆ′（ｘ）＞ ０．从而有

４ －（ａ － １）＜ ０，
６ －（ａ － １）＞ ０{ ，即 ａ∈（５，７）．
◎例 ３　 设某物体一天中的温度 Ｔ是时间 ｔ 的函数：Ｔ（ｔ）＝ ａｔ３ ＋ ｂｔ２ ＋ ｃｔ ＋ ｄ（ａ≠０），其中

温度的单位是℃，时间的单位是小时，ｔ ＝ ０ 表示 １２：００，ｔ 取正值表示 １２：００ 以后．若测得该物

体在 ８：００ 的温度为 ８℃，１２：００ 的温度为 ６０℃，１３：００ 的温度为 ５８℃，且已知该物体的温度在

８：００ 和 １６：００ 有相同的变化率．
（１）写出该物体的温度 Ｔ关于时间 ｔ的函数关系式；
（２）该物体在 １０：００ 到 １４：００ 这段时间中（包括 １０：００ 和 １４：００），何时温度最高？并求

出最高温度．
解　 （１）根据条件可得 Ｔ（０）＝ ６０，Ｔ（－ ４）＝ ８，Ｔ（１） ＝ ５８，Ｔ′（－ ４）＝ Ｔ′（４），则 ｄ ＝ ６０，

ｂ ＝ ０，ａ ＝ １，ｃ ＝ － ３，因此，温度函数 Ｔ（ｔ）＝ ｔ３ － ３ｔ ＋ ６０．
（２）Ｔ′（ｔ）＝ ３ｔ２ － ３ ＝ ３（ｔ － １）（ｔ ＋ １），当 ｔ∈（－ ２，－ １）∪（１，２）时，Ｔ′（ｔ）＞ ０；当 ｔ∈

（－ １，１）时，Ｔ′（ｔ）＜ ０．因此，函数 Ｔ（ｔ）在（－ ２，－ １）上单调递增，在（－ １，１）上单调递减，在
（１，２）上单调递增，即 ｔ ＝ － １ 是极大值点．由于 Ｔ（－ １）＝ Ｔ（２）＝ ６２，所以在 １０：００ 到 １４：００ 这

段时间中，该物体在 １１：００ 和 １４：００ 时的温度最高，最高温度为 ６２℃ ．
◎例 ４　 当 ｘ ≤２ 时，求证： ３ｘ － ｘ３ ≤２．
解　 令 ｆ（ｘ）＝ ３ｘ － ｘ３，则 ｆ′（ｘ）＝ ３ － ３ｘ２，由 ｆ′（ｘ）＝ ０，有 ｘ ＝ ± １．
在 ｘ ≤２ 上，其极小值、极大值分别为 ｆ（－ １）＝ － ２，ｆ（１） ＝ ２．
而边界函数值为 ｆ（－ ２）＝ ２，ｆ（２） ＝ － ２．于是，３ｘ － ｘ３ ≤２．
◎例 ５　 求 ｙ ＝ ｅｘｓｉｎｘ的极值．

解　 ｙ′ ＝ ｅｘ（ｓｉｎｘ ＋ ｃｏｓｘ），令 ｙ′ ＝ ０ 得 ｘ ＝ ２ｋπ － π４ 或 ２ｋπ ＋ ３４ π，ｋ ＝ ０，± １，…
因为 ｙ″ ＝ ２ｅｘｃｏｓｘ，ｙ″ 　ｘ ＝ － π

４ ＋ ２ｋπ ＞ ０，ｙ″ 　ｘ ＝ － ３
４ π ＋ ２ｋπ ＜ ０，

所以，当 ｘ ＝ － π４ ＋ ２ｋπ 时有极小值 ｙ ＝ －槡２２ ｅ
－ π４ ＋ ２ｋπ；当 ｘ ＝ ３４ π ＋ ２ｋπ 时有极大值

ｙ ＝槡２２ ｅ
３
４ π ＋ ２ｋπ，这里 ｋ∈Ｚ．

◎例 ６　 圆柱形金属饮料罐的容积一定时，它的高与底半径应怎样选取，才能使所用材料

最省？
解　 设圆柱的高、底半径分别为 ｈ、Ｒ，则表面积：Ｓ ＝ ２πＲｈ ＋ ２πＲ２ ．
由 Ｖ ＝ πＲ２ｈ，得 ｈ ＝ Ｖ

πＲ２
．则 Ｓ（Ｒ）＝ ２πＲ·Ｖ

πＲ２
＋ ２πＲ２ ＝ ２ＶＲ ＋ ２πＲ

２ ．

令 Ｓ′（Ｒ）＝ － ２Ｖ
Ｒ２
＋ ４πＲ ＝ ０，得 Ｒ ＝

３ Ｖ
２槡π．从而 ｈ ＝ Ｖ

πＲ２
＝ ２

３ Ｖ
２槡π，即 ｈ ＝ ２Ｒ．

·
"
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第 １ 讲　 导数与最值

因为 Ｓ（Ｒ）有最小无最大且只有一个极值，所以它是最小值．
答　 当罐的高与底直径相等时，所用材料最省．

◎例 ７　 已知 α，β是方程 ４ｘ２ － ４ｔｘ － １ ＝ ０（ｔ∈Ｒ）的两个不等实根，函数 ｆ（ｘ）＝ ２ｘ － ｔ
ｘ２ ＋ １

的定

义域为［α，β］，求 ｇ（ｔ）＝ ｍａｘｆ（ｘ）－ ｍｉｎｆ（ｘ）． （２００４ 年全国高中联赛试题）
解　 先考虑 ｆ（ｘ）在［α，β］上的单调性．

ｆ′（ｘ）＝ ２（ｘ
３ ＋ １）－ ２ｘ（２ｘ － ｔ）
（ｘ２ ＋ １）２ ＝ ２（－ ｘ

２ ＋ ｔｘ ＋ １）
（ｘ２ ＋ １）２ ．

由已知条件：α，β是方程 ４ｘ２ － ４ｔｘ － １ ＝ ０（ｔ∈Ｒ）的两个不等实根，则当 ｘ∈［α，β］时，必有

４ｘ２ － ４ｔｘ － １≤０，即 ｘ２ － ｔｘ － １４ ≤０．从而 － ｘ２ ＋ ｔｘ ＋ １ ＝ － ｘ２ － ｔｘ －( )１４ ＋ ３４ ≥
３
４ ＞ ０． 故 ｆ（ｘ）

在［α，β］上是单调递增的．故

ｇ（ｔ）＝ ｆ（β）－ ｆ（α）＝ ２β － ｔ
β２ ＋ １

－ ２α － ｔ
α２ ＋ １

＝（β － α）［ｔ（α ＋ β）－ ２αβ ＋ ２］
α２β２ ＋ α２ ＋ β２ ＋ １

＝ ８ ｔ２槡＋ １（２ｔ２ ＋ ５）
１６ｔ２ ＋ ２５

．

◎例 ８　 求最小的实数 Ａ，使对每个满足条件 ｆ（ｘ）≤１（０≤ｘ≤１）的二次三项式 ｆ（ｘ），适
合不等式 ｆ′（０）≤Ａ．

解　 设二次三项式 ｆ（ｘ）＝ ａｘ２ ＋ ｂｘ ＋ ｃ，当 ０≤ｘ≤１ 时满足不等式 ｆ（ｘ）≤１．则
ｆ（０）≤１， ｆ( )１２ ≤１， ｆ（１）≤１．

因为 ｆ（０）＝ ｃ，ｆ( )１２ ＝ ａ４ ＋
ｂ
２ ＋ ｃ，ｆ（１） ＝ ａ ＋ ｂ ＋ ｃ，

　 　 ｆ ′（０）＝ ｂ ＝ ４ ａ４ ＋
ｂ
２ ＋( )ｃ －（ａ ＋ ｂ ＋ ｃ）－ ３ｃ．

所以 ｆ′（０）≤４ ｆ( )１２ ＋ ｆ（１） ＋ ３ ｆ（０）≤４ ＋ １ ＋ ３ ＝ ８． Ａ≤８．
另一方面，二次三项式 ｆ（ｘ）＝ － ８ｘ２ ＋ ８ｘ － １，适合 ｆ（ｘ）≤１（当 ｘ∈［０，１］），且 ｆ′（ｘ）＝

－ １６ｘ ＋ ８，ｆ′（０）＝ ８，故 Ａ≥８．
综上，Ａ ＝ ８．

原版赛题传真

Ｐｒｏｂｌｅｍ

Ｉｆ ｘ ａｎｄ ｙ ａｒｅ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｒｅａｌ ｎｕｍｂｅｒｓ，ｓｈｏｗ ｔｈａｔ ｘｙ ＋ ｙｘ ＞ １．
Ｓｏｌｕｔｉｏｎ
Ｉｆ ｘ≥１，ｔｈｅｎ ｘｙ≥１ ｆｏｒ ｙ ＞ ０，ｓｏ ｗｅ ｍａｙ ａｓｓｕｍｅ ０ ＜ ｘ，ｙ ＜ １． Ｗｉｔｈｏｕｔ ｌｏｓｓ ｏｆ ｇｅｎｅｒａｌｉｔｙ，ａｓｓｕｍｅ

ｘ≤ｙ；ｎｏｗ ｎｏｔｅ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｆ（ｘ）＝ ｘｙ ＋ ｙｘ ｈａｓ ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ ｆ′（ｘ）＝ ｙｘｙ － １ ＋ ｙｘ ｌｎｙ． Ｓｉｎｃｅ ｙｘ≥ｘｘ≥
ｘｙ ｆｏｒ ｘ≤ｙ ａｎｄ １ｘ ≥ － ｌｎｘ，ｗｅ ｓｅｅ ｔｈａｔ ｆ′（ｘ）＞ ０ ｆｏｒ ０ ＜ ｘ≤ｙ ＜ １ ａｎｄ ｓｏ ｔｈｅ ｍｉｎｉｍｕｍ ｏｆ ｆ（ｘ）
ｏｃｃｕｒｓ ｗｉｔｈ ｘ ＝ ０，ｉｎ ｗｈｉｃｈ ｃａｓｅ ｆ（ｘ）＝ １；ｓｉｎｃｅ ｘ ＞ ０，ｗｅ ｈａｖｅ ｓｔｒｉｃｔ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ．
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　 　 英汉小词典

ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ　 导数，微商

同步训练

一、 选择题

１． 对 － ４ ＜ ｘ ＜ １ 时，式子
ｘ２ － ２ｘ ＋ ２
２ｘ － ２ （　 　 ）

Ａ． 没有极大或极小值　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Ｂ． 有极小值 １
Ｃ． 有极大值 １ Ｄ． 有极小值 － １
Ｅ．有极大值 － １

２． 关于函数 ｙ ＝ １３ ｘ
３ － ４ｘ ＋ ４ 的极值，下列说法正确的是 （　 　 ）

Ａ． 有极大值
２８
３ 　 　 　 Ｂ． 有极大值 － ４３ 　 　 　 Ｃ． 无极大值　 　 　 Ｄ． 无极小值

３． 已知无穷数列｛ａｎ｝的前 ｎ项和 Ｓｎ ＝ － ２ｎ
３ ＋ ２１ｎ２ ＋ ２３ｎ，则 （　 　 ）

Ａ． Ｓｎ 有最小值，且最小值为 ４２
Ｂ． Ｓｎ 有最小值，且最小值为 ４６
Ｃ． Ｓｎ 有最大值，且最大值为 ２０４
Ｄ． Ｓｎ 有最大值，且最大值为 ５０４

二、 填空题

４． 曲线 ｙ ＝ ５槡ｘ上与直线 ｙ ＝ ２ｘ － ４ 平行的切线方程是 ．
５． 函数 ｙ ＝ ｅ２ｘｃｏｓｘ的导函数是 ．
６． ｙ ＝（ｘ２ － １）３ ＋ １ 的极值是 ．

７． ｙ ＝ ｓｉｎ２ｘ － ｘ在 ｘ∈ － π２ ，
π[ ]２ 上的最大值是 ．

三、 解答题

８． 设 ｘ∈Ｒ，求 ｆ（ｘ）＝ ｘｘ 的最小值．

　 第 １０ 题图

９． 求 ｙ ＝ ｘ３ ＋ ｘ２ － ｘ，ｘ∈［－ ２，１］的最大值与最小值．
１０． 如图，在边长为 ６０ ｃｍ的正方形铁皮的四角切去相等的正方形，再

把它的边沿虚线折起，做成一个无盖的方底箱子，箱底边长为多少时，箱子

容积最大？最大容积是多少？

·
$

·
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第 １ 讲　 导数与最值

同步测试

一、 填空题

１． 设 ｆ（ｘ）＝ ｘ２（２ － ｘ），则 ｆ（ｘ）的单调递增区间是 ．
２． 设 ｙ ＝ ｆ（ｘ）是二次函数，方程 ｆ（ｘ）＝ ０ 有两个相等的实根，且 ｆ′（ｘ）＝ ２ｘ ＋ ２，则 ｙ ＝

ｆ（ｘ）的表达式是 ．
３． 已知 Ａ（－ １，２）为抛物线 ｙ ＝ ２ｘ２ 上的点，直线 ｌ过点 Ａ，且与抛物线相切，则直线 ｌ的方

程是 ．
４． ｙ ＝ ｘ３ － １２ｘ ＋ １６，ｘ∈［－ ２，３］，最大值比最小值大 ．
５． 函数 ｙ ＝ ｆ（ｘ）在点 ｘ０ 处可导是函数 ｙ ＝ ｆ（ｘ）在点 ｘ０ 处连续的 条件．
６． 函数 ｆ（ｘ）在 ｘ ＝ ｘ０ 处的导数为 ０，但它不一定是极值点，这样的函数可以是

（只需写出一个即可）．
７． 数列 ａｎ ＝｛ｎ槡ｎ｝，ｎ ＝ １，２，…的最大项是 ．

８． 数列 ａｎ ＝
ｎ１０

２ｎ
（ｎ ＝ １，２，…）的最大项是 ．

９． 非常值函数 ｆ（ｘ）存在任意阶导数，且任意阶导数是它本身，这样的函数 ｆ（ｘ）
＝ ．

１０． ｘ∈ ０，π[ ]２ ，则 ｆ（ｘ）＝ ｃｏｓｘ ＋ ｘｓｉｎｘ的最小值为 ．

１１． ｆ（ｘ）＝ ｓｉｎ槡ｘ ＋ ｃｏｓ槡ｘ，ｘ∈ ０，π[ ]２ 的取值范围是 ．

１２． 若 ｐ≥０，则方程 ｘ３ ＋ ｐｘ ＋ ｑ ＝ ０ 的根的情况是 ．

二、 解答题

１３． 当 ｘ≠０ 时，求证：ｅｘ ＞ １ ＋ ｘ．

　 第 １５ 题图

１４． 数 Δ ＝ ｍａｘ
ａ≤ｘ≤ｂ

ｆ（ｘ）－ ｇ（ｘ）称为函数 ｆ（ｘ）与 ｇ（ｘ）在闭区间［ａ，ｂ］
上的绝对差．求函数 ｆ（ｘ）＝ ｘ２ 与 ｇ（ｘ）＝ ｘ３ 在闭区间［０，１］上的绝对差．

１５． 如图，两个工厂 Ａ，Ｂ相距 ０ ６ ｋｍ，变电站 Ｃ距 Ａ，Ｂ都是０． ５ ｋｍ．计
划铺设动力线，先由 Ｃ延 ＡＢ的垂线至 Ｄ，再与 Ａ，Ｂ相连，Ｄ点选在何处时，
动力线最短？

·
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第 ２ 讲　 含参数的不等式
　

数学的基本结果往往是一些不等式

而不是等式．
———Ｅ．贝肯巴赫

知识方法扫描

１． 参数不等式是在给定条件下，寻求其恒成立的条件，或求使其恒成立的参数的取值

范围．
２． 通常求解的基本步骤可分两步：首先寻求一个必要条件或求出参数的上（下）界，其次

证明其是充分的或参数的上（下）界能够达到．
３． 解此类问题的论证过程仍是证明不等式的常用方法，但需解题者有较高的探索能力

和变换不等式的技巧．
４． 解含参数的不等式，一般要对参数进行分类讨论．

经典例题解析

◎例 １　 对于满足 ０≤ｐ≤４ 的一切实数 ｐ，不等式 ｘ２ ＋ ｐｘ ＞ ４ｘ ＋ ｐ － ３ 恒成立．试求 ｘ 的取

值范围．
分析　 我们这里以 ｐ为主元，转化为一次函数问题，进而简化运算．
解　 原不等式等价于 ｐ（ｘ － １）＋（ｘ２ － ４ｘ ＋ ３）＞ ０． 　 设 ｆ（ｐ）＝（ｘ － １）ｐ ＋（ｘ２ － ４ｘ ＋ ３），

则 ｆ（ｐ）是关于 ｐ的一次函数，易知原不等式等价于
ｆ（０）＞ ０，
ｆ（４）＞ ０{ ，　 即

ｘ２ － ４ｘ ＋ ３ ＞ ０，
ｘ２ － １ ＞ ０{ ．

解得　 ｘ ＞ ３ 或 ｘ ＜ － １．从而 ｘ的取值范围为（－ ∞，－ １）∪（３，＋ ∞）．
评注　 多角度考虑问题，可以更全面、深刻认识问题．

◎例 ２　 已知不等式 ｘ ＋槡ａ≥ｘ的解集区间长度为 ４ ａ ，求 ａ的值．
分析　 我们利用数形结合简化解答过程．

解　 当 ａ≥０ 时，曲线 ｙ ＝ ｘ ＋槡ａ顶点为（－ ａ，０）．如图 ２ － １，设曲线顶点为 Ｎ，直线 ｙ ＝ ｘ

和曲线交点在 ｘ 轴上投影为 Ｍ，则 ＭＮ ＝ ４ ａ ． 由 ｘ ＋槡ａ ＝ ｘｘ ＝ １ ± １ ＋ ４槡 ａ
２ ． 由题知：

ｘ ＝ １ ＋ １ ＋ ４槡 ａ
２ ，所以

１ ＋ １ ＋ ４槡 ａ
２ －（－ ａ）＝ ４ ａ ＝ ４ａａ ＝ ０（舍），或 ａ ＝ ４９ ．

·
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第 ２ 讲　 含参数的不等式

当 ａ ＜ ０ 时，如图 ２ － ２：易知区间长度为 １ ＋ １ ＋ ４槡 ａ
２ － １ － １ ＋ ４槡 ａ

２
＝ ４ ａ ．

得：ａ ＝ 槡１ ± ５
８ ，又 ａ ＜ ０，所以 ａ ＝ 槡１ － ５

８ ．

综上：ａ ＝ ４９ 或 ａ ＝ 槡１ － ５
８ ．

图 ２ － １

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　
图 ２ － ２

评注　 数形结合常使讨论明了、简洁、直观．

◎例 ３　 设 ０ ＜ ａ≠１ 且 ｆ（ｘ）＝ ｌｏｇａ（６ａｘ２ － ２ｘ ＋ ３）在 ３
２ ，[ ]２ 上单调增加，求 ａ 的取值

范围．
分析　 这里应分为 ａ ＞ １ 和 ０ ＜ ａ ＜ １ 两种情况．

解　 由真数 ６ａｘ２ － ２ｘ ＋ ３ ＞ ０ 知：ａ ＞ － １
２ｘ２
＋ １３ｘ ＝ －

１
２
１
ｘ －( )１３

２

＋ １１８恒成立．

因为
３
２ ≤ｘ≤２，即

１
２ ≤

１
ｘ ≤

２
３ 得：ａ ＞ １２４ ．

（１）当
１
２４ ＜ ａ ＜ １ 时，ｆ（ｘ）在 ３

２ ，[ ]２ 上单调增加，等价于 ｇ（ｘ）＝ ６ａｘ２ － ２ｘ ＋ ３ 在
３
２ ，[ ]２ 上

单调减少，从而对称轴 ｘ０ ＝
１
６ａ≥２

１
２４ ＜ ａ≤

１
１２；

（２）当 ａ ＞ １ 时，ｆ（ｘ）在 ３
２ ，[ ]２ 上单调增加，等价于 ｇ（ｘ）＝ ６ａｘ２ － ２ｘ ＋ ３ 在

３
２ ，[ ]２ 上单调

增加，则 ｘ０ ＝ １６ａ≤
３
２ ａ≥

１
９ ，故 ａ ＞ １．

综上所述，ａ∈ １
２４，
１( ]１２ ∪（１，＋ ∞）．

评注　 其中真数大于 ０ 即 ａ ＞ １２４是容易被忽略的，要注意．

◎例 ４ 　 ａ，ｂ，ｃ，ｄ，ｋ∈ Ｒ 并且 ｋ ＜ ２，ａ２ ＋ ｂ２ － ｋａｂ ＝ １，ｃ２ ＋ ｄ２ － ｋｃｄ ＝ １． 求证：
ａｃ － ｂｄ ≤ ２

４ － ｋ槡 ２
．

分析　 其中 ｋ ＜ ２，我们联想（ａ ± ｂ）２ ＝ ａ２ ± ２ａｂ ＋ ｂ２ 发现可以用三角换元处理参数．

证明　 由 ａ２ ＋ ｂ２ － ｋａｂ ＝ １，得：ａ － ｋ２( )ｂ
２

＋ １ － ｋ
２

( )４ ｂ２ ＝ １．

设

ａ － ｋ２ ｂ ＝ ｃｏｓα，

１ － ｋ
２槡４ ｂ ＝ ｓｉｎα

{ ，
即

ｂ ＝ ４
４ － ｋ槡２ ｓｉｎα，

ａ ＝ ｃｏｓα ＋ ｋ
４ － ｋ槡 ２

ｓｉｎα{ ．
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同理设　
ｃ ＝ ４

４ － ｋ槡２ ｓｉｎβ，

ｄ ＝ ｃｏｓβ ＋ ｋ
４ － ｋ槡 ２

ｓｉｎβ{ ，

所以 ａｃ － ｂｄ ＝ ２
４ － ｋ槡 ２

ｃｏｓαｓｉｎβ ＋ ２ｋ
４ － ｋ２

ｓｉｎαｓｉｎβ － ２
４ － ｋ槡 ２

ｓｉｎαｃｏｓβ － ２ｋ
４ － ｋ２

ｓｉｎαｓｉｎβ

＝ ２
４ － ｋ槡 ２

ｓｉｎ（β － α）．

所以 ａｃ － ｂｄ ≤ ２
４ － ｋ槡 ２

．

所以不等式成立．
评注　 注意 ｃ，ｄ换元时要考虑到以后运算简化，并且本题在探索过程中先令 ｋ ＝ １ 来探索

思路．

◎例 ５　 已知：ａ，ｂ，ｃ都是正数，求 ｙ ＝ ａｂ ＋ ２ｂｃ
ａ２ ＋ ｂ２ ＋ ｃ２

的最大值．

分析　 此题在使用均值不等式过程中要注意到 ａｂ和 ｂｃ 的系数比应为 １ ∶ ２，所以我们利

用参数来确定 ｂ２ 的拆分方法．

解　 设 λ∈（０，１），则 ａ２ ＋ λｂ２≥２槡λａｂ，（１ － λ）ｂ２ ＋ ｃ２≥２ １ －槡λｂｃ．

令 ２槡λ ∶ ２ １ －槡λ ＝ １ ∶ ２，得：λ ＝ １５ ．

所以 ａ２ ＋ １５ ｂ
２≥２槡１５ ａｂ，４５ ｂ２ ＋ ｃ２≥４槡１５ ｂｃ．

所以 ａ２ ＋ ｂ２ ＋ ｃ２≥２槡１５ （ａｂ ＋ ２ｂｃ）．
所以

ａｂ ＋ ２ｂｃ
ａ２ ＋ ｂ２ ＋ ｃ２

≤ ａｂ ＋ ２ｂｃ

２槡１５ （ａｂ ＋ ２ｂｃ）
＝槡５２ ．

所以最大值为槡５２ ．
评注　 利用参数处理较复杂拆分问题不失为一种有效方法．

◎例 ６　 已知：ａ，ｂ∈Ｒ，证明： ａ
ａ ＋ ３槡ｂ ＋

ｂ
ｂ ＋ ３槡ａ≥１．

分析　 由对称性，我们只要证明
ａ

ａ ＋ ３槡ｂ≥
ａｘ

ａｘ ＋ ｂｘ
即可．

证明　 设
ａ

ａ ＋ ３槡ｂ≥
ａｘ

ａｘ ＋ ｂｘ
，

即　 ａ
ａ ＋ ３ｂ≥

ａ２ｘ

（ａｘ ＋ ｂｘ）２ａ
２ｘ ＋ １ ＋ ａｂ２ｘ ＋ ２ａｘ ＋ １ｂｘ≥ａ２ｘ ＋ １ ＋ ３ａ２ｘｂａｂ２ｘ ＋ ２ａｘ ＋ １ｂｘ≥３ａ２ｘｂ．

而　 ａｂ２ｘ ＋ ２ａｘ ＋ １ｂｘ ＝ ａｂ２ｘ ＋ ａｘ ＋ １ｂｘ ＋ ａｘ ＋ １ｂｘ≥３ａ
２ｘ ＋ ３
３ ｂ

４ｘ
３，对比右边 ３ａ２ｘｂ．
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第 ２ 讲　 含参数的不等式

令
４ｘ
３ ＝ １，所以 ｘ ＝ ３４ ． 可知：３ａ２ｘ ＋ ３３ ｂ ４ｘ３ ＝ ３ａ ３２ ｂ． 而 ３ａ２ｘ ｂ ＝ ３ａ ３２ ｂ，所以，所设不等式成立，即

ａ
ａ ＋ ３槡ｂ≥

ａ
３
４

ａ
３
４ ＋ ｂ

３
４
，所以原不等式左边≥ ａ

３
４

ａ
３
４ ＋ ｂ

３
４
＋ ｂ

３
４

ａ
３
４ ＋ ｂ

３
４
＝ １．

评注　 建构局部不等式是一种常用的技巧．这里利用均值不等式取等号条件确定了参数

的值．
◎例 ７　 （２００１ 年巴尔干数学竞赛）ａ，ｂ，ｃ∈Ｒ且 ａｂｃ≤ ａ ＋ ｂ ＋ ｃ，证明：ａ２ ＋ ｂ２ ＋ ｃ２

≥槡３ａｂｃ．
分析　 若 ａｂｃ ＝ ａ ＋ ｂ ＋ ｃ，则不等式易证成立． 这里我们利用参数将不等式转化为等式

问题．

证明　 若 ａｂｃ ＝ ａ ＋ ｂ ＋ ｃ，易知：ａ ＋ ｂ ＋ ｃ≥ 槡３ ３．
所以左边 ＝ ａ２ ＋ ｂ２ ＋ ｃ２≥ １３ （ａ ＋ ｂ ＋ ｃ）

２≥ １３·槡３ ３（ａ ＋ ｂ ＋ ｃ） 槡＝ ３（ａ ＋ ｂ ＋ ｃ） 槡＝ ３ａｂｃ．
若 ａｂｃ≤ａ ＋ ｂ ＋ ｃ，不妨设（ｋａ）（ｋｂ）（ｋｃ）＝ ｋａ ＋ ｋｂ ＋ ｋｃ，即 ｋ２ａｂｃ ＝ ａ ＋ ｂ ＋ ｃ，则 ｋ≥１．
由上面证明可知：（ｋａ）２ ＋（ｋｂ）２ ＋（ｋｃ）２≥槡３ｋ３ａｂｃ≥槡３ａｂｃ所以原不等式成立．
评注　 我们这里利用参数将不等式转化为等式问题，值得借鉴．
◎例 ８　 求所有的正实数 ａ，ｂ使得对任意 ｎ ＞ ２ 和任意非负实数 ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ 均有

ｘ１ｘ２ ＋ ｘ２ｘ３ ＋…＋ ｘｎ － １ｘｎ ＋ ｘｎｘ１≥ｘ１ ａｘ２ ｂｘ３ ａ ＋ ｘ２ ａｘ３ ｂｘ４ ａ ＋…＋ ｘｎ ａｘ１ ｂｘ２ ａ ．
分析　 我们先用特殊值法探问出 ａ和 ｂ的值，再证明原不等式成立．
解　 当 ｎ ＝ ４ 时，不等式为：

ｘ１ｘ２ ＋ ｘ２ｘ３ ＋ ｘ３ｘ４ ＋ ｘ４ｘ１≥ｘ１
ａｘ２

ｂｘ３
ａ ＋ ｘ２

ａｘ３
ｂｘ４

ａ ＋ ｘ３
ａｘ４

ｂｘ１
ａ ＋ ｘ４

ａｘ１
ｂｘ２

ａ ．

令　 ｘ１ ＝ ｘ２ ＝ ｘ３ ＝ ｘ４ ＝ ｘ≠０，得　 ｘ２≥ｘ２ａ ＋ ｂ ．
即　 １≥ｘ２ａ ＋ ｂ － ２对 ｘ∈（０，＋ ∞）恒成立．

若 ｘ ＞ １ 知：２ａ ＋ ｂ － ２≤０，
若 ０ ＜ ｘ ＜ １ 知：２ａ ＋ ｂ － ２≥０，
由此可导出 ２ａ ＋ ｂ ＝ ２．
再令 ｘ４ ＝ ０，得　 ｘ１ｘ２ ＋ ｘ２ｘ３≥ｘ１ ａｘ２ ｂｘ３ ａ ．
因为 ２ａ ＋ ｂ ＝ ２，所以两边齐次．故不妨设 ｘ２ ＝ １，得　 ｘ１ ＋ ｘ３≥ｘ１ ａｘ３ ａ ．
令　 ｘ１ ＝ ｘ３ ＝ ｘ≠０，得　 ２ｘ≥ｘ２ａ，即　 ２≥ｘ２ａ － １ ．
若　 ２ａ － １ ＞ ０，知 ｘ→ ＋ ∞时，ｘ２ａ － １→ ＋ ∞；
若　 ２ａ － １ ＜ ０，知 ｘ→０ 时，ｘ２ａ － １→ ＋ ∞ ．
故必有 ２ａ － １ ＝ ０，即　 ａ ＝ １２ ，从而 ｂ ＝ １．

下面证明 ａ ＝ １２ ，ｂ ＝ １ 时不等式成立．

左边 ＝∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｘｉｘｉ ＋ １ ＝

１
２ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
（ｘｉｘｉ ＋ １ ＋ ｘｉ ＋ １ ｘｉ ＋ ２）≥ １２ ∑２ｘｉ

１
２ ｘｉ ＋ １ ｘｉ ＋ ２

１
２ ＝∑

ｎ

ｉ ＝ １
ｘｉ

１
２ ｘｉ ＋ １ ｘｉ ＋ ２

１
２ ＝右边，其

中 ａｎ ＋ ｉ ＝ ａｉ，并且当 ｎ 为奇数时，当且仅当 ｘ１ ＝ ｘ２ ＝…＝ ｘｎ 时取等号；ｎ 为偶数时，当且仅当
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ｘ１ ＝ ｘ３ ＝…＝ ｘｎ － １，
ｘ２ ＝ ｘ４ ＝ ｘ６ ＝…＝ ｘ{

ｎ

时取等号．

综上所述，（ａ，ｂ）值为
１
２ ，( )１ ．

评注　 本题利用函数单调性及特殊值法确定 ａ，ｂ．这是常用方法，解法奇巧，值得借鉴．

原版赛题传真

Ｐｒｏｂｌｅｍ（１８ｔｈ Ｂａｌｋａｎ ２００１）
Ｌｅｔ ａ，ｂ，ｃ ａｒｅ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｒｅａｌ ｗｈｏｓｅ ｐｒｏｄｕｃｔ ｄｏｅｓ ｎｏｔ ｅｘｃｅｅｄ ｔｈｅｉｒ ｓｕｍ． Ｓｈｏｗ ｔｈａｔ ａ２ ＋ ｂ２ ＋ ｃ２≥

槡３ａｂｃ．
Ｓｏｌｕｔｉｏｎ

（ａ ＋ ｂ ＋ ｃ）２ － ３（ａ２ ＋ ｂ２ ＋ ｃ２）≤０，ａｎｄ ｗｅ ａｒｅ ｇｉｖｅｎ ｔｈａｔ ａｂｃ≤ａ ＋ ｂ ＋ ｃ． Ｈｅｎｃｅ （ａｂｃ）
２

３ ≤ａ２ ＋

ｂ２ ＋ ｃ２ ． Ｓｏ ｉｆ ａ２ ＋ ｂ２ ＋ ｃ２ 槡＜ ３ａｂｃ，ｔｈｅｎ ａｂｃ 槡＜ ３ ３． Ｂｕｔ，ｂｙ ｔｈｅ ａｒｉｔｈｍｅｔｉｃ ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｍｅａｎ ｉｎｅｑｕａｌｉ
ｔｙ，ｗｅ ｈａｖｅ ａ２ ＋ ｂ２ ＋ ｃ２≥３（ａｂｃ）２

３ ． Ｈｅｎｃｅ ｗｅ ｗｏｕｌｄ ａｌｓｏ ｈａｖｅ ３（ａｂｃ）２
３≤ａ２ ＋ ｂ２ ＋ ｃ２ 槡＜ ３ａｂｃ ａｎｄ

ｈｅｎｃｅ ａｂｃ 槡＞ ３ ３． Ｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｉｏｎ． Ｓｏ ｗｅ ｍｕｓｔ ｈａｖｅ ａ２ ＋ ｂ２ ＋ ｃ２≥槡３
檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪

檪

檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪
檪

殏

殏殏

殏

ａｂｃ．

　 　 英汉小词典

ａｒｉｔｈｍｅｔｉｃ ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｍｅａｎ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ　 算术几何平均不等式

同步训练

１． 解关于 ｘ的不等式 ｘ２ － ｍ ＋ １( )ｍ ｘ ＋ ｍ － １ｍ ＜ ０（ｍ≠０）．
２． 解不等式 ３ｌｏｇａｘ槡 － ２ ＜ ２ｌｏｇａｘ － １（ａ ＞ ０，ａ≠１）．
３． 设 ｆ（ｘ）＝ ｘ２ ＋ ａｘ ＋ ｂ，求证：对任意给定的 ａ，ｂ∈Ｒ 都存在 ｘ０∈［－ １，１］使 ｆ（ｘ０） ＋

ａ≥０ 恒成立．

４． 已知：ａ，ｂ，ｃ都是正实数，求证： １
ａ（１ ＋ ｂ）＋

１
ｂ（１ ＋ ｃ）＋

１
ｃ（１ ＋ ａ）≥

３
３槡ａｂｃ（１ ＋ ３槡ａｂｃ）

．

５． 已知 ｘ，ｙ，ｚ∈Ｒ，求证：ｘｙ ＋ ２ｙｚ ＋ ２ｚｘ
ｘ２ ＋ ｙ２ ＋ ｚ２

≤ １４ （槡３３ ＋ １）．

６． （第 ４２ 届 ＩＭＯ）对所有正实数 ａ，ｂ，ｃ，证明： ａ
ａ２ ＋ ８槡 ｂｃ

＋ ｂ
ｂ２ ＋ ８槡 ｃａ

＋ ｃ
ｃ２ ＋ ８槡 ａｂ

≥１．

同步测试

１． （２００４ 年全国高中数学联赛四川预赛）已知不等式 ｍ２ ＋（ｃｏｓ２θ － ５）ｍ ＋ ４ｓｉｎθ≥０ 恒成
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