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序　　言

序　言

本书为三位特级教师集３０多年教学经验精华的倾心之作,适合阅读的对象是高中学生,文理兼顾;既可

作高三第一轮复习使用,同时也可为广大高中教师备课上课提供有益借鉴．
本书力图突出如下鲜明特色:

一是“全”,即选材全面．不仅核心内容全有,而且考虑到目前各省市开设选修课的情况,将“极坐标与参

数方程”“几何证明选讲”“不等式证明选讲”“矩阵与变换”等均纳入讲解之列,使得一册在手,不必旁求!

二是“精”,即简明扼要,突出重点．本书三位作者都是改革开放后历次课改亲历者甚至是课标和教材的

实际制定和修订者,因此书中所列例题和习题都是经过沉淀、反复筛选的构成核心知识和核心思维方法不可

缺少的基本题．
三是“活”,即注重数学思维方法的引导与点拨．我们在教学中发现:大多学生学习了一大堆知识和方法

但是面临做题时却不会用,尤其是考试之时! 对此,我们特别注重引导学生面对新题目如何审题、如何分析

寻找简捷的解题思路、如何迅速突破思维受阻之处,甚至如何总结解题规律、如何引申推广问题,使得学生不

仅这一道题,更借机学会掌握一类题的解题规律,学会数学地思考问题;这是本书着墨最多也是最有特色之

处! 这些主要体现在本书的如下栏目:要点的【透析】、要点示例中对例题的【解析】【评注】及要点巩固的

ABC三个层次的练习．
四是“新”,即在立足基础的前提下始终瞄准新课改新高考的发展方向．本书虽立足基础、核心,却更放眼

于发展:目前新一轮课改已启动,２０１７年实施新课程标准并使用新版教材,其中最为重要的是突出数学核心

素养的培养,其基本内容是６点:数学抽象、逻辑推理、数学建模、运算能力、直观想象和数据分析;所有这些

在本书都有突出体现．
本书结构及分工如下:

本书设计为三篇,可分总论、专题、模拟三大块,由７２讲和４套模拟试题组成．其中第一篇为总论(第

１—３讲),以近６年新课标卷试题为例探究轻松突破１３０分并有望冲刺１５０分(满分)的秘诀,同时分题型解

读全突破策略,由李锦旭老师执笔;第二篇为专题研究,即３步突破要点,分为１２章共６９讲,其中第４—２９
讲由韩新生老师执笔,第３０—４８讲及第６８—７２讲由庄肃钦老师执笔,第４９—６７讲由李锦旭老师执笔;第三

篇为４试夺冠,编拟了４套高考模拟试题作为自测使用,由李锦旭老师执笔．最后由李锦旭老师负责全书

统稿．
三位作者都是特级教师,从教３０多年都有２０年以上送高三毕业班的经验,所带学生１３０分以上的均超

过９５％,且多人次荣获省市状元;其送考经验得到全国各地广大师生的交口赞誉,本书就是他们总结了３０
余年教学经验的精华撰写而成．为便于读者更高效使用本书,再将各条目的设置要领及注意事项扼要叙述

如下:

第二篇每一讲开头首先概述知识要点的本质属性,详列具体要求,为本讲总纲提要,务必通过下面几个

条目将此理解深刻:

【要点透析】是将要点简要一一列出,并将其思维方法以“透析”形式提炼出来,而不仅仅是给出结论,切

勿略过!
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【要点示例】则是分类型将“要点”透析所讲方法选取典型例题,示范用此解题的思维方法,并设变式训

练;例题的示范分【解析】和【评注】两个部分,【解析】主要是引导探索可能的解题思路、解题步骤的条理扼要

叙述;【评注】则主要是引导归纳问题的类型特征及相应解题规律总结:提炼解题思维方法、提醒可能的思维

受阻之处及解题注意事项;例题之后往往设置【变式题】,目的是使读者在牢固掌握例题所述解题规律的基础

上灵活处理其可能的变式问题,为深入认识问题的本质属性提供“模式识别”之借鉴;此项最后往往附有【易

错题示例】一项,选取重要、典型而易错的题目,详列解题可能的错误之处,并给出较为详细的错因分析,为读

者提供分析自己解题可能会误入歧途的素材以便于及时矫正!

【要点巩固】为对应训练题,分 ABC三个层级,A 为基础题,B为中档题,C为提高题,其中 A、B层为必

做题,C层供学有余力的读者进一步提高提供选择,可视个人情况和时间而定．
将以上条目整体设计分印成三本,第一本侧重于讲解,为【要点透析】【要点示例】主体内容,第二本为【要

点巩固】内容,留空白,极为方便于读者作定时训练之用,第三本为答案,将例题变式题及要点巩固答案汇编

于此,便于读者及时查对反思．
其实吧,一书成而数人瘦! 我们深深体会到在本书从策划、写作、编辑、校稿到出版全过程中的艰辛,也

借此由衷感谢为本书出版而出谋划策、辛勤工作的各位老师．
由于作者水平加之时间有限,书中不足甚至错误之处在所难免,恳请广大读者不吝指正! 以便使本书更

加完善,衷心感谢! 本书联系专用邮箱:cong１３０dao１５０＠１６３．com
我们坚信:同学们使用本书会有轻松愉悦的感觉,也更为坚信通过你们不懈努力,高考可以轻松突破

１３０分,向１４０分甚至满分冲刺! 我们期待着:火热的六月,就是你们大展鸿图、金榜题名之时!

本书作者

执笔:李锦旭

２０１６年９月１８日
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第一篇　总　论

第１讲　高考数学轻松突破１３０分探秘

　　当一份“决定我们命运”的试卷放在面前时,如何才

能高效拿下? 这里给出一些建议:
最重要的是要拥有一颗平常心! 道法自然嘛,保持

平稳心态,顺利进入临战状态．

一、考前准备

考前５分钟,通览全卷,获取尽量多的信息,为实施

高效答题作准备,要注意两点:
(１)填好所有考生信息,检查试卷有无印刷等错漏;
(２)可心算前三道选择题,借机平稳心态、调节情绪

并增强信心．

二、考试中,努力做到以下几点

１．根据题型特点寻求高效答题的技巧与策略

(１)选择题———速解三法

主要有:含技能技巧的求解对照法、数形结合法、特
例法;(详参第２讲)

(２)填空题———直扑结果

填空题只要求填写完美的结果,没有过程分,最考

验素养和直觉! (详参第２讲)
(３)解答题———考虑分段得分策略．(详参第３讲)

２．在做题过程中的基本策略

(１)认真审题,规范答题．
认真审题要求一定要看清题意,宁慢勿快! 目的是

为快速寻求简捷的解题思路而搜集全信息;“寻求解题

思路”要求能较好地洞察问题的本质,尽快地转化问题;
“规范作答”则要求思路清晰、主要得分点突出、步骤条

理而整洁．
(２)做题的基本顺序是:由前往后,先易后难．
遇到感觉难的题目时,要敢于暂时“搁下”,先做后

面的容易题而不影响注意力和情绪;等后面的容易题解

决了再回头思考暂时放下的“难题”,很可能就豁然开

朗!
(３)做完选择题及时涂卡,做完填空题及时填写．

(检查出来错误可修改)

(４)解答题一定要在指定范围内设计合理的答题空

间．
(５)合理分配答题时间．这是一个很有个性而且又

极为重要的事情! 每位同学必须自己寻找感觉,尝试调

节到最佳状态! 这里给出的基本时间仅供参考:
按时长２个小时计,可分配为:选择题＋填空题保

持在３０~４５分钟,尽量别超过５０分钟,而其中任何一

道选择题或填空题都尽量不能超过５分钟;前三道解答

题基本都保持在１０分钟左右;后三道解答题每道基本

保持在１５~２０分钟．
(６)检查时间:若能有５分钟的时间供检查全卷,先

检查规范化的东西(考生信息、选择题涂填),之后再检

查感觉留有问题的地方(重读题意、细查草稿纸的步

骤),一旦发现问题不要轻易修改! 一定要再看、再验,
确认是做错了再改! (因为第一感觉往往是对的!)

这里,比较近年来的新课标卷,综合权衡了一下,还
是选择以２０１４年新课标Ⅰ卷理科试题为例来解析说

明,关于２０１５、２０１６这两年新课标卷有关变化、创新点

和典型试题分析详见后面．

２０１４年普通高等学校招生全国统一考试(新课标Ⅰ卷)
数学(理科)

第Ⅰ卷

一、选择题:本大题共１２小题,每小题５分,在每小题给

出的四个选项中,只有一项是符合题目要求的．
１．已知集合A＝{x|x２－２x－３≥０},B＝{x|－２≤x＜
２},则A∩B等于(　　)

A．[－２,－１] B．[－１,２)

C．[－１,１] D．[１,２)

２．
(１＋i)３
(１－i)２

等于(　　)

A．１＋i B．１－i
C．－１＋i D．－１－i

３．设函数f(x),g(x)的定义域为 R,且f(x)是奇函数,

g(x)是偶函数,则下列结论中正确的是(　　)
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A．f(x)g(x)是偶函数 B．|f(x)|g(x)是奇函数

C．f(x)|g(x)|是奇函数 D．|f(x)g(x)|是奇函数

４．已知F为双曲线C:x２－my２＝３m(m＞０)的一个焦点,
则点F到双曲线C的一条渐近线的距离为(　　)

A．３ B．３ C．３m D．３m
５．四位同学各自在周六、周日两天中任选一天参加公益

活动,则周六、周日都有同学参加公益活动的概率为

(　　)

A．１８ B．３８ C．５８ D．７８
６．如图,图O的半径为１,A 是圆上的

定点,P 是圆上的动点,角x 的始

边为射线OA,终边为射线OP,过
点P 作 直 线OA 的 垂 线,垂 足 为

M,将点 M 到直线OP 的距离y 表示成关于x 的函数

f(x),则y＝f(x)在[０,π]上的图象大致为(　　)

７．执行下面的程序框图,若输入的a,b,k分别为１,２,３,
则输出的 M 等于(　　)

A．２０３ B．７２ C．１６５ D．１５８

８．设α∈ ０,π２
æ
è
ç

ö
ø
÷,β∈ ０,π２

æ
è
ç

ö
ø
÷,且tanα＝１＋sinβcosβ

,则

(　　)

A．３α－β＝
π
２ B．３α＋β＝

π
２

C．２α－β＝
π
２ D．２α＋β＝

π
２

９．不等式组
x＋y≥１,

x－２y≤４{ 的解集为D,有下面四个命题:

P１:∀(x,y)∈D,x＋２y≥－２,

P２:∃(x,y)∈D,x＋２y≥２,

P３:∀(x,y)∈D,x＋２y≤３,

P４:∃(x,y)∈D,x＋２y≤－１,
其中的真命题是(　　)

A．P２,P３ B．P１,P２

C．P１,P３ D．P１,P４

１０．已知抛物线C:y２＝８x的焦点为F,准线为l,P 是l
上一点,Q 是直线PF 与C 的一个交 点,若PF→＝

４FQ→,则|QF|等于(　　)

A．７２ B．３ C．５２ D．２

１１．已知函数f(x)＝ax３－３x２＋１,若f(x)存在唯一的

零点x０,且x０＞０,则a的取值范围是(　　)

A．(２,＋∞) B．(１,＋∞)

C．(－∞,－２) D．(－∞,－１)

１２．如图,网格纸上小正方形的边长

为１,粗实线画出的是某多面体

的三视图,则该多面体的各条棱

中,最长的棱的长度为(　　)

A．６２ B．６

C．４２ D．４
第Ⅱ卷

二、填空题(本大题共４小题,每小题５分)

１３．(x－y)(x＋y)８ 的 展 开 式 中 x２y７ 的 系 数 为

．(用数字填写答案)

１４．甲、乙、丙三位同学被问到是否去过A,B,C 三个城

市时,甲说:我去过的城市比乙多,但没去过B城市;
乙说:我没去过C 城市;丙说:我们三个去过同一城

市．由此可判断乙去过的城市为 ．
１５．已 知 A,B,C 为 圆 O 上 的 三 点,若 AO→ ＝

１
２ AB→＋AC→( ),则AB→与AC→的夹角为 ．

１６．已知a,b,c分别为△ABC三个内角A,B,C的对边,

a＝２且(２＋b)(sinA－sinB)＝(c－b)sinC,则△ABC
面积的最大值为 ．

三、解答题:解答应写出文字说明,证明过程或演算步骤．
１７．(本小题满分１２分)已知数列{an}的前n项和为Sn,

a１＝１,an≠０,anaa＋１＝λSn－１,其中λ为常数．
(Ⅰ)求证:an＋２－an＝λ;
(Ⅱ)是否存在λ,使得{an}为等差数列? 并说明理由．

１８．(本小题满分１２分)从某企业生产的某种产品中抽

取５００件,测量这些产品的一项质量指标值,由测量

结果得如下图的频率分布直方图:
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(Ⅰ)求这５００件产品质量指标值的样本平均值x和

样本方差s２;(同一组的数据用该组区间的中点

值作代表)
(Ⅱ)由直方图可以认为,这种产品的质量指标Z 服

从正态分布N(μ,σ２),其中μ近似为样本平均

数x,σ２ 近似为样本方差s２．
(ⅰ)利用该正态分布,求P(１８７．８＜Z＜２１２．２);
(ⅱ)某用户从该企业购买了１００件这种产品,记 X

表示这１００件 产 品 中 质 量 指 标 值 位 于 区 间

(１８７．８,２１２．２)的产品件数．利用(ⅰ)的结果,
求EX．

附: １５０≈１２．２;若Z~N(μ,σ２),则
P(μ－σ＜Z＜μ＋σ)＝０．６８２６,P(μ－２σ＜Z＜μ＋２σ)

＝０．９５４４．

１９．(本小题满分１２分)如图,在三棱柱ABC－A１B１C１
中,侧面BB１C１C为菱形,AB⊥B１C．
(Ⅰ)求证:AC＝AB１;
(Ⅱ)若AC⊥AB１,∠CBB１＝６０°,AB＝BC,求二面

角A－A１B１－C１ 的平面角的余弦值．

２０．(本小题满分１２分)已知点A(０,－２),椭圆E:x
２

a２＋

y２
b２＝１

(a＞b＞０)的离心率为 ３
２
,F 是椭圆E 的右焦

点,直线AF的斜率为２３
３
,O为坐标原点．

(Ⅰ)求椭圆E的方程;
(Ⅱ)设过点A 的动直线l与椭圆E 相交于P,Q 两

点,当△OPQ的面积最大时,求直线l的方程．

２１．(本小题满分１２分)设函数f(x)＝aexlnx＋be
x－１

x
,曲

线y＝f(x)在点(１,f(１))处 的 切 线 方 程 为y＝
e(x－１)＋２．
(Ⅰ)求a,b的值;
(Ⅱ)求证:f(x)＞１．

【选考题】

２２．(本小题满分１０分)选修４Ｇ１:几何证明选讲

如图,四边形ABCD 是☉O 的内接四边形,AB 的延

长线与DC 的延长线交于点E,且CB＝CE．
(Ⅰ)求证:∠D＝∠E;
(Ⅱ)设 AD 不是☉O 的直径,AD 的中点为 M,且

MB＝MC,求证:△ADE为等边三角形．

２３．(本小题满分１０分)选修４Ｇ４:坐标系与参数方程

已知曲线C１:x
２

４＋
y２
９＝１

,直线l:
x＝２＋t,

y＝２－２t,{ (t为参

数)
(Ⅰ)写出曲线C的参数方程和直线l的普通方程;
(Ⅱ)过曲线C上任意一点P 作与l夹角为３０°的直

线,交l于点A,求|PA|的最大值与最小值．

２４．(本小题满分１０分)选修４Ｇ５:不等式选讲

若a＞０,b＞０,且１a＋
１
b＝ ab．

(Ⅰ)求a３＋b３ 的最小值;
(Ⅱ)是否存在a,b,使得２a＋３b＝６? 并说明理由．
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【评注】整份试卷就难度而言,可分为三个部分:
第一部分,基本题,即１~１１,１３~１５,１７~１９,２２~

２４(选考),基本占６０％(约９０分);
第二部分,中档题,即１２,１６及２０,约占３０％(约４５

分);
第三部分,提高题,即２１题,约占１０％(约１５分)．
对于本卷而言(几乎是所有的情况),拿到了基本题

和中档题的分,就已经稳稳当当地超过１３０分了(不低

于１３５分)! 其实,本套新课标卷的真正难题只有第２１
题! 本题满分１２分,第１小题求a,b,属于容易题,真正

难点在于第２小题,也就８分左右! 除了构造双函数的

基本解法,再给出如下分析:
本题突破只构造一个辅助函数来解决问题的常规

思维,构造了两个函数,一个有最小值,一个有最大值,
解法巧妙．其实,这并非是新奇的方法,而是基于如果,
按常规构造将出现“无法求出导数的零点,从而无法求

出函数的最小值”的困惑,由此所做出的变式处理策略

而已! 对本例若心中存在“模型”意识,还有以下解法．

lnx＞１ex－
２
ex⇔elnx－

１
ex－１＋

２
x＞０

,而ex－１≥x(对

任意x＞０),可得－ １
ex－１≥－

１
x
;

故只要证明elnx－１x＋
２
x＝elnx＋

１
x＞０

;于是尝

试构造辅助函数h(x)＝elnx＋１x
(x＞０),

h′(x)＝ex－
１
x２＝０⇒x＝

１
e
;h(x)min＝h １

e
æ
è
ç

ö
ø
÷＝０,

而从－ １
ex－１≥－

１
x

到h(x)＝elnx＋１x≥０
,等号不

能同时成立,故原不等式成立．
有兴趣的同学还可再做些尝试! 现在,构造辅助函

数已经成为解答多数高考试卷压轴题的基本技巧,为使

同学们眼界更为开阔,求解策略更为灵活,请注意２０１０
年~２０１４年新课标卷导数解答题均为当年压轴题,解
决的基本策略都是构造辅助函数,具体方法如二次甚至

多次构造(２０１０年)、选择关键部分构造(２０１１年)、参变

分离转化构造(２０１０年、２０１１年)、参考几何意义构造

(２０１２年)、搭桥构造(２０１３年)、先放缩后构造(２０１３年、

２０１４年)、构造双函 数(２０１３年、２０１４年)消 元 后 构 造

(２０１６年Ⅰ卷)复合函数分层构造(２０１６年Ⅱ卷)等;若同学

们还想借鉴其他省市在此处命题与解答的一些技巧,笔
者特推荐拙著«高考压轴题破题３６计»(内有系统讲述)．
２０１６年新课标Ⅰ、Ⅱ卷,２０１６年新课标Ⅰ、Ⅱ、Ⅲ卷

文理科试题有几个值得关注的地方,在这里结合一些典

型试题作初步探析:
第一,整卷难度明显降低,尤其是三角、数列、立体

几何、解析几何均比以往简单(其实导数也是!)如数列,
就放在２０１４年解答题的第一个,而且考查的是递推数

列和不等式放缩性的证明,使得太多考生思维受阻,

２０１５年则又完全回归为常规题型．
第二,在整卷难度下降的背景下,对概率统计,尤其

是统计的考查近年来明显加强．其特点是难度不大,但
综合性与联系实际的要求明显提高．从２０１０年初次尝

试在第１６题(最后一个填空题)考查正态分布(与电子

元件串并联,即可转化为互斥与独立事件概率交汇),堪
称经典;２０１１年则为随机模拟、几何概型与定积分整

合;２０１２年、２０１３年主要是随机变量为分段函数型;

２０１４年Ⅰ卷考查正态分布、Ⅱ卷则为线性回归分析;

２０１５年Ⅰ卷考查线性回归方程及其实际意义,Ⅱ卷则

属基本题型:茎叶图与独立互斥事件概率．
第三,以核心知识为载体考查核心思维方法与数学

思维本质的主旨更为明显,如加强对于数形结合思想、
逻辑分析等思维方式的考查．

例１　 (２０１６年新课标 Ⅱ 卷理１２)已知函数f(x)

(x∈R)满足f(－x)＝２－f(x),若函数y＝x＋１
x

与

y＝f(x)图象的交点分别为(x１,y１),(x２,y２),,(xm,

ym),则∑
m

i＝１

(xi＋yi)等于(　　)

A．０ B．m C．２m D．４m
【解析】可用特例法求解:由于f(－x)＋f(x)＝２,

不妨设f(x)＝x＋１,与函数y＝x＋１
x ＝１＋１x

的交点分

别为(１,２),(－１,０),故x１＋x２＋y１＋y２＝２,故选B．
【评注】本题中两个函数都有对称中心(０,１)．可用

通法求解:设两个图象从左到右的交点依次为(x１,y１),
(x２,y２),,(xm,ym),由于对称中心为(０,１),故有x１＋
xm＝x２＋xm－１＝x３＋xm－２＝＝０,y１＋ym＝y２＋ym－１＝

y３＋ym－２ ＝  ＝２．所 以∑
m

i＝１

(xi ＋yi)＝ ∑
m

i＝１
yi ＝

１
２∑

m

i＝１

(yi＋ym＋１－i)＝ １
２

２m ＝m．

例２　(２０１５年新课标Ⅱ卷理１２)设函数f(x)为奇

函数,f(－１)＝０,当x＞０时xf′(x)－f(x)＜０,则使得

f(x)＞０成立的x的取值范围是(　　)

A．(－∞,－１)∪(０,１) B．(－１,０)∪(１,＋∞)

C．(－∞,－１)∪(－１,０)D．(－１,０)∪(１,＋∞)
【解 析】当 x＞０ 时,xf′(x)－f(x)＜０⇔

xf′(x)－f(x)
x２ ＜０⇔(f(x)

x
)′＜０．

构造辅助函数F(x)＝f
(x)
x

,则F′(x)＜０;得F(x)

在(０,＋∞)上递减;又F(－１)＝０＝－F(１),得F(１)＝

０;f(x)为奇函数,则F(x)＝f(x)
x

为偶函数,结合偶函数性质画出函

数F(x)的示意图如图所示．易知:
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使得f(x)＞０成立的x的取值范围是(－∞,－１)∪(０,

１),选A．
【评注】本题为含技能技巧的求解对照法与数形结

合互用,当然也可取一个符合题意的具体函数验证(方
法３);考查的知识和方法主要有奇偶性、合成函数、函
数图象特征、导函数与单调性关系等,属于对函数性质

的深度考查! 本卷第１０题也是考查函数图象,其背景

是平面图形,其实不必求函数f(x)的解析表达式,只要

用运动变化的观点作一个过程考查,并切取几个关键瞬

间即可! 这考查的是运动变化,是函数的本质属性! 注

意,换背景考查运动变化的思维方式,还可见下例３．
例３　(２０１５年新课标Ⅰ卷文１６)F 是双曲线C:x２

－y
２

８＝１
的右焦点,A(０,６６),P 是双曲线C 左支上的

一点,当△APF 的 周 长 最 小 时,该 三 角 形 的 面 积 为

．
【解析】a＝１,b＝２ ２,c＝３,l△＝|AF|＋|AP|＋

|PF|＝|AF|＋|AP|＋２a＋|PF′|＝|AF|＋２＋|AP|
＋|PF′|≥|AF|＋２＋|AF′|,

故(lΔ)min＝|AF|＋２＋|AF′|,当且仅当A,P,F′三

点共线．

直线AF′的方程为 x
－３＋

y
６６

＝１,即y＝２６(x＋３),代入x２－
y２
８＝１

可得x２＋９x＋１４＝０⇒x＝

－２ 或x＝－７(舍),即 P(－２,

２６)．

直线AF 的方程为x
３＋

y
６６

＝１,即２６x＋y－６６

＝０．

点P到直线AF的距离为d＝|－４６＋２６－６６|
２５

＝

８６
５

,

故S△APF＝１２
８６
５

 ３２＋(６６)２＝１２６．

【评注】本题要用到双曲线定义进行转化,并分析图

形几何特征,考虑三点共线时三角形周长最小;再在最

小的情况下计算三角形面积．既需要分析几何特征并转

化为代数形式,又要进行必要的字符运算,凸显了解析

几何的本质特征．
第四,新课标卷中的“平面几何”类型也值得关注．

除了专门的选做题(第２２题),必做题(如２００９年第１６
题、２０１０年第１６题),平面几何的味道都较浓．再如:

例４　(２０１５年新课标Ⅰ卷理１６)在四边形ABCD
中,∠A＝∠B＝∠C＝７５°,BC＝２,则AB边的取值范围

为 ．
【解析】如图所示,从运动变化观点考查,AB 的极端

位置如下:
“最小化”是过点 C 作AD 平 行

线CA０,此时A０B 最短(但取不到:为

极限位置);
“最大化”则是延长CD 与BA 交

于点A′,此 时 A′B 最 长(但 也 取 不

到:为极限位置);
分别作垂线CP,A′Q,计算即可:

A０B＝２×２sin１５°＝４sin(４５°－３０°)

＝４× ２２×
３
２－

１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷＝ ６－ ２;

A′B＝ １
sin１５°＝

１
６
４－

２
４

＝ ６＋ ２．

故AB 边的取值范围为(６－ ２,６＋ ２)．
第五,关于对压轴题———函数与导数的考查,其基

本策略还是分题把关,主要分布在第１２、１６、２１题的

位置．
１．对于函数核心知识与核心思维方法的深度考查．
例５　(２０１６年新课标Ⅰ卷理１２)已知函数f(x)＝

sin(ωx＋φ)(ω＞０,φ ≤π２
),x＝－π４

为f(x)的零点,

x＝π４
为y＝f(x)图象的对称轴,且f(x)在 π

１８
,５π
３６

æ
è
ç

ö
ø
÷ 上

单调,则ω的最大值为(　　)

A．１１ B．９ C．７ D．５

【解析】因为x＝π４
为y＝f(x)图象的对称轴,所以

π
４－ －π４

æ
è
ç

ö
ø
÷＝T
４＋kT

,π
２＝
４k＋１
４ T＝４k＋１４

２π
ω

,所以

ω＝４k＋１(k∈N∗)．

又因为f(x)在 π
１８

,５π
３６

æ
è
ç

ö
ø
÷ 上单调,所以５π

３６－
π
１８＝

π
１２

≤T
２＝

２π
２ω

,即ω≤１２．

由此可得ω的最大值为９,选B．
【评注】本题将三角函数单调性与对称性结合在一

起进行考查,新颖有趣．注意本题解法中用到的两个结

论:

①f x( )＝Asinωx＋φ( ) A≠０,ω≠０( ) 的单调区间

的长度是半个周期;

②若f x( )＝Asinωx＋φ( ) A≠０,ω≠０( ) 的图象关

于直线x＝x０ 对称,则f x０( )＝A 或f x０( )＝－A．
例６　(２０１５年新课标Ⅰ卷文１２)曲线y＝f(x)与

曲线y＝２x＋a 关 于 直 线y＝－x 对 称,且 f(－２)＋
f(－４)＝１,则a等于(　　)

A．－１ B．１ C．２ D．４
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【解析】设(x,y)为函数y＝f(x)图象上任意一点,
则此点关于直线y＝－x 的对称点为(－y,－x),且在

函数y＝２x＋a图象上,即－x＝２－y＋a⇒y＝a－log２(－x)

⇒f(x)＝a－log２(－x)．
于是,有１＝f(－２)＋f(－４)＝a－log２２＋a－log２４

＝２a－３⇒a＝２．
【评注】本题难度不大,但考查函数与曲线的关系,

其本质是考查对应,这里其实蕴含着反函数的概念,体
现的是函数与曲线的本质区别!

例７　(２０１５年新课标Ⅱ卷文１２)设f(x)＝ln(１＋

|x|)－ １
１＋x２

,则使得f(x)＞f(２x－１)成立的x的取值

范围是(　　)

A．１３
,１æ

è
ç

ö
ø
÷

B．－∞,１３
æ
è
ç

ö
ø
÷∪(１,＋∞)

C．－１３
,１
３

æ
è
ç

ö
ø
÷

D．－∞,－１３
æ
è
ç

ö
ø
÷∪ １

３
,＋∞æ

è
ç

ö
ø
÷

【解析】观察所给函数f(x)＝ln(１＋|x|)－ １
１＋x２

的结构特征,可看出f(x)为偶函数,且在[０,＋∞)上为

增函数,故 在(－∞,０]上 为 减 函 数．于 是 有 f(x)＞
f(２x－１)⇔f(|x|)＞f(|２x－１|)⇔|x|＞|２x－１|⇔

x２＞(２x－１)２⇒１３＜x＜１．

２．对于导数的考查．考查切线的有２０１５年新课标

Ⅰ卷第２０(１)题、第２１(１)题、２０１５年新课标Ⅱ卷文第

１６题、２０１６年新课标Ⅱ卷理第１６题、２０１６年新课标Ⅱ
卷文第２０(Ⅰ)题、２０１６年新课标Ⅲ卷文第１６题;仍需

要构造辅助函数的是２０１５年新课标Ⅱ卷理第１２题、文
理第２１题;而２０１５年新课标Ⅰ卷第２１题不需要构造

辅助函数,而是回归常态:在研究单调性和极值情况下

讨论含参函数的零点;２０１５年新课标Ⅰ卷理第１２题则

别有趣味:用导数求解,抽象且麻烦,可考虑归纳转化为

数列单调性来解决(本质上还是函数)!

２０１６年新课标卷对导数的考查既有常规继承,又
有突破创新．常规继承的有Ⅰ卷理第２１题、Ⅱ卷文第２０
题等,突破创新的有:Ⅱ卷文第２１题构造辅助函数求导

要用到公式(Cx)′＝CxlnC,较少使用;新课标Ⅲ卷理第

２１题,在三函数求导之后就不用导数,而是要放缩不等

式了! 新课标Ⅱ卷理第２１题则需要从复合函数单调性

角度求值域．
例８　(２０１５年新课标Ⅱ卷理２１)设f(x)＝emx＋x２

－mx,
(Ⅰ)求证:f(x)在(－∞,０)上递减,在(０,＋∞)上

递增;

(Ⅱ)若对任意x１,x２∈[－１,１],都有|f(x１)－
f(x２)|≤e－１,求m 的取值范围．

【解析】(Ⅰ)略;(Ⅱ)“对 任 意 x１,x２∈[－１,１],

|f(x１)－f(x２)|≤e－１”等价于f(x)max－f(x)min≤e－１;
由(Ⅰ)知,f(x)min＝f(０)＝０,f(x)max＝max{f(－１),

f(１)};

故(Ⅱ)成立⇔
f(－１)≤e－１
f(１)≤e－１{ ⇔

em－m≤e－１
e－m＋m≤e－１{ ①;

根据其特征构造辅助函数g(t)＝et－t－e＋１,则

g′(t)＝et－１．
容易得到:g(t)在[０,＋∞)上递增,在(－∞,０)上

递减;又g(１)＝０,g(－１)＝e－１＋２－e＜０;
故当m∈[－１,１]时,g(m)≤０,g(－m)≤０,①式成

立;当m＞１时,g(t)单调递增,g(m)＞０⇒em－m＞e－
１,①式不成立;当m＜－１时,g(－m)＞０⇒e－m＋m＞e
－１,①式不成立;

总之,m∈[－１,１]为所求．
【评注】本题两小问为递进式设问,解决(Ⅱ)要在

(Ⅰ)讨论单调性的基础上,但更为重要的是突出了两个

特色:一 是 转 化 问 题,即 原 问 题 等 价 于 “f(x)max－
f(x)min≤e－１”;二是根据①式结构特征构造相应的辅

助函数g(t)．相应的文科压轴题也 是 构 造 辅 助 函 数

g(a)＝lna＋a－１,但要简单得多! 值得说明的是:新课

标Ⅰ卷第２１题第(Ⅱ)小题作为压轴题,则不必构造辅

助函数,只需在讨论单调性和极值的基础上研究函数的

零点个数即可,很常规的做法! 这里只给出试题,解答

略(留给同学们尝试)．
(２０１５年新课标Ⅰ卷理２１)设函数f(x)＝x３＋ax

－１４
,g(x)＝－lnx．

(Ⅰ)问a为何值时,x轴是曲线y＝f(x)的切线?
(Ⅱ)设min{a,b}表示a,b中的最小值,讨论函数

h(x)＝min{f(x),g(x)}的零点的个数．
例９　(２０１６年新课标Ⅰ卷理２１)已知函数f x( )＝

x－２( )ex＋a x－１( )２ 有两个零点．
(１)求a的取值范围;
(２)设x１,x２ 是f x( ) 的两个零点,求证:x１＋x２＜

２．
【解析】(１)f′(x)＝(x－１)ex＋２a(x－１)＝

(x－１)(ex＋２a)．
①设a＝０,则f(x)＝(x－２)ex,f(x)只有一个零

点;

②设a＞０,则当x∈(－∞,１)时,f′(x)＜０;当x∈
(１,＋∞)时,f′(x)＞０．所以f(x)在(－∞,１)上单调递

减,在(１,＋∞)上单调递增．又f(１)＝－e,f(２)＝a,取

b满足b＜０且b＜lna
２

,则f(b)＞a
２

(b－２)＋a(b－１)２
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第一篇　总　论

＝ab２－３２b
æ
è
ç

ö
ø
÷＞０,

故f(x)存在两个零点．
③设a＜０,由f′(x)＝０得x＝１或x＝ln(－２a)．

若a≥－e２
,则ln(－２a)≤１;故当x∈(１,＋∞)时,

f′(x)＞０;因此f(x)在(１,＋∞)上单调递增．又当x≤１
时,f(x)＜０,所以f(x)不存在两个零点．

若a＜－e２
,则ln(－２a)＞１,故当x∈(１,ln(－２a))

时,f′(x)＜０;当x∈(ln(－２a),＋∞)时,f′(x)＞０．因

此f(x)在(１,ln(－２a))上单调递减,在(ln(－２a),＋∞)
上单调递增．又当x≤１时,f(x)＜０,所以f(x)不存在

两个零点．
综上,a的取值范围为(０,＋∞)．
(２)不妨设x１＜x２,由(１)知x１∈(－∞,１),x２∈

(１,＋∞),２－x２∈(－∞,１),f(x)在(－∞,１)上单调递

减,所以,x１＋x２＜２等价于f(x１)＞f(２－x２)．
而f(x１)＝０,故等价于f(２－x２)＜０．
由于f(２－x２)＝－x２e２－x２＋a(x２－１)２,而f(x２)

＝(x２－２)ex２＋a(x２－１)２＝０,消去a可得f(２－x２)＝
－x２e２－x２－(x２－２)ex２ ．

设g(x)＝－xe２－x－(x－２)ex,则g′(x)＝(x－１)
(e２－x－ex)．

所以当x＞１时,g′(x)＜０,而g(１)＝０,故当x＞１
时,g(x)＜０．

从而g(x２)＝f(２－x２)＜０,故x１＋x２＜２．
【评注】顺利解决本题,值得研究的“重点”有三个:

一是借助于导数来研究函数零点问题,需要对求导函数

中的参数进行分类讨论,分类讨论的基本标准是导函数

零点的范围问题;二是在某单调区间内巧取自变量的值

以便于容易判断函数值的符号;三是对于第(Ⅱ)小题,
消掉参数a和x１ 后构造辅助函数g x( ) 来解决问题．

例１０　(２０１６年新课标Ⅱ卷理２１)

(１)讨论函数f(x)＝x－２
x＋２e

x 的单调性,并证明当

x＞０时,(x－２)ex＋x＋２＞０;

(２)求证:当a∈[０,１)时,函数g(x)＝e
x－ax－a

x２

(x＞０)有最小值．设g(x)的最小值为h(a),求函数h(a)
的值域．

【解析】　(１)f(x)的定义域为(－∞,－２)∪(－２,

＋∞)．

f′(x)＝
(x－１)(x＋２)ex－(x－２)ex

(x＋２)２ ＝ x２ex

(x＋２)２≥

０,
且仅当x＝１时,f′(x)＝０,所 以f(x)在(－∞,

－２)和(－２,＋∞)上单调递增,
因此当x∈(０,＋∞)时,f(x)＞f(０)＝－１,

所以(x－２)ex＞－(x＋２),(x－２)ex＋x＋２＞０

(２)g(x)＝
(x－２)ex＋a(x＋２)

x２ ＝x＋２x２
(f(x)＋a),

由(１)知,f(x)＋a 单 调 递 增,对 任 意a∈[０,１),

f(０)＋a＝a－１＜０,f(２)＋a＝a≥０,因此,存在唯一

x０∈(０,２],使得f(x０)＋a＝０,即g′(x０)＝０,
当０＜x＜x０ 时,f(x)＋a＜０,g′(x)＜０,g(x)单调

递减;
当x＞x０ 时,f(x)＋a＞０,g′(x)＞０,g(x)单调递

增．
因此g(x)在 x＝x０ 处 取 得 最 小 值,最 小 值 为

g(x０)．

由于f(x０)＋a＝０,即a＝－f(x０)＝－
x０－２
x０＋２e

x０

(※),

故g(x０)＝
ex０－a(x０＋１)

x２０
＝e

x０＋f(x０)(x０＋１)
x２０

＝
ex０＋x０－２x０＋２e

x０(x０＋１)

x２０
＝ ex０

x０＋２．

于是h(a)＝g(x０)＝ ex０

x０＋２．

由于我们无法从(※)式中直接解出x０,从而深入

观察以下两个关键函数:

a＝－f(x０)＝－
x０－２
x０＋２e

x０ ,

h(a)＝ ex０

x０＋２．

ì

î

í

ï
ï

ïï

我们发现:可借助于其单调性,从复合函数角度尝

试求解:

由 ex

x＋２
æ
è
ç

ö
ø
÷′＝

(x＋１)ex

(x＋２)２ ＞０
可知 ex

x＋２
单调递增,

所以由x０∈(０,２]得１
２＝

e０
０＋２＜h(a)＝ ex０

x０＋２≤

e２
２＋２＝

e２
４．

因为 e２
x＋２

单调递增,

又由(１)知:f(x)在(０,２]上递增,即a＝－f(x)在

(０,２]上递减,故对任意λ∈ １
２

,e
２

４
æ
è
ç ],存在唯一的x０∈

(０,２],使得a＝－f(x０)∈[０,１),且有h(a)＝λ,

所以h(a)的值域是 １
２

,e
２

４
æ
è
ç ],

综上,当a∈[０,１)时,g(x)＝h(a),h(a)的值域是

１
２

,e
２

４
æ
è
ç ]．

【评注】顺利解决本题需注意以下两点:(１)分式型

函数求导要准确而快速;(２)(Ⅱ)是一个典型的复合函

数求值域问题,难度较大,注意:(Ⅰ)(Ⅱ)是典型的递进

式设问,即解答(Ⅱ)要用到(Ⅰ)的结论:由于x０ 作为导
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函数的隐零点,无法直接求解,需要巧妙地借助复合函

数的单调性来解决问题,这是一道考查数学理性思维的

好题,值得深入思考! ２０１５年四川卷压轴题有类于此,
可资借鉴．

例１１　(２０１６年新课标Ⅲ卷理２１)设函数f(x)＝
acos２x＋(a－１)(cosx＋１),其中a＞０,记|f(x)|的最大

值为A．
(１)求f′(x);　(２)求 A;　(３)求证:|f′(x)|≤

２A．
【解析】(１)f′(x)＝－２asin２x－(a－１)sinx．
(２)当a≥１时,由绝对值不等式和余弦函数的有界

性可得

|f(x)|＝|acos２x＋(a－１)(cosx＋１)|≤a＋２(a－
１)＝３a－２＝f(０),

因此,A＝３a－２．
当０＜a＜１时,将f(x)变形为f(x)＝２acos２x＋

(a－１)cosx－１．
令g(t)＝２at２＋(a－１)t－１,由于 A 是|g(t)|在

[－１,１]上的最大值,而根据二次函数在闭区间上的单

调性可知,最值只能在端点与顶点处取得,这里g(－１)

＝a,g(１)＝３a－２,且当t＝１－a４a
时,g(t)取得极小值,极

小值为g(１－a
４a

)＝－
(a－１)２
８a －１＝－a

２＋６a＋１
８a ．

令－１＜１－a４a ＜１,解得a＜－１３
(舍去),或a＞１５．

于是,作如下讨论:

①当０＜a≤１５
时,g(t)在(－１,１)内 无 极 值 点,

|g(－１)|＝a,|g(１)|＝２－３a,|g(－１)|＜|g(１)|,所

以A＝２－３a．

②当１
５＜a＜１

时,由g(－１)－g(１)＝２(１－a)＞０

知g(－１)＞g(１)＞g １－a４a
æ
è
ç

ö
ø
÷．

又 g １－a４a
æ
è
ç

ö
ø
÷ －|g(－１)|＝

(１－a)(１＋７a)
８a ＞０,

所以A＝ g １－a４a
æ
è
ç

ö
ø
÷ ＝a

２＋６a＋１
８a ．

综上,有

A＝

２－３a,０＜a≤１５
,

a２＋６a＋１
８a

,１
５＜a＜１

,

３a－２,a≥１．

ì
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ïï

ï
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(３)由(１)得|f′(x)|＝|－２asin２x－(a－１)sinx|≤
２a＋|a－１|．

结合(２)的结论可得:

①当０＜a≤１５
时,|f′(x)|≤２a＋|a－１|＝１＋a,

而２A＝２(２－３a),

２(２－３a)－(１＋a)＝３－７a＞３－７×１５＝
８
５＞０

,

故|f′(x)|≤２A;

②当１
５＜a＜１

时,A＝a
８＋

１
８a＋

３
４≥１

,所以|f′(x)|

≤１＋a＜２≤２A．
③当a≥１时,|f′(x)|≤３a－１≤３a－１＋３(a－１)

＝６a－４＝２A,所以|f′(x)|≤２A．
【评注】本题值得注意的考查动向是:考查导数的知

识与方法极为弱化(只有三角函数的求导),其实是借助

于三角函数恒等变换、三角函数有界性来等价转化问

题,转化为在闭区间上含参二次函数最值的讨论,以及

通过绝对值不等式、均值不等式以及作差、逆向分析等

逻辑推理,尝试放缩来证明不等式,最终达到综合与灵

活考查数学核心素养的目的．
例１２　(２０１５年新课标Ⅰ卷理１２)设f(x)＝ex(２x

－１)－ax＋a,a＜１．若存在唯一的整数x０ 使得f(x０)

＜０,则实数a的取值范围是(　　)

A．[－３２e
,１) B．[－３２e

,３
４
)

C．[３２e
,３
４
) D．[３２e

,１)

【解析】作为选择题,快速选出正确答案并不难:观

察所给四个选择支的结构特征可见,只要关注４个值:

－３２e
,３
２e

,３
４

,１,逐一验证即可(略)．其实,观察所给函数

的结构特征,容易作如下归纳:

f(０)＝a－１＜０(即０是整数解);
向右归纳:f(１)＝３e２－a＞３e２－１＞０,然后越来越

大,不可能了!

向左归纳:f(－１)＝－３e＋２a≥０⇒a≥
３
２e

,f(－２)

＝－５e２＋３a≥０⇒a≥
５
３e２ ＜

３
２e

æ
è
ç

ö
ø
÷;

也不必再算了! 故有a∈ ３
２e

,１[ ö
ø
÷,选D．

【评注】本题很容易考虑用导数求解:仔细观察求导

式f′(x)＝ex(２x＋１)－a才发现判断其符号并非易事!
(有兴趣的同学可尝试)这里给出解决此类问题的另一

常规思路:分离参变量法,并弥补上述归纳不严密的缺

陷! 若将原题“小题大做”,可推广为:
求a的取值范围,使得恰有k个整数满足f(x０)＜０

(对任意给定k∈N∗)．
解析如下:对任意n∈N∗,都有f(n)＝en(２n－１)－

a(n－１)＞(２n－１)－(n－１)＝n＞０;
而f(－n)＝e－n(－２n－１)－a(－n－１)≥０⇒a≥

２n＋１
n＋１

１
en．
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第一篇　总　论

令an＝２n＋１n＋１
１
en,则

an＋１

an
＝２n＋３n＋２

n＋１
２n＋１

１
e＝
２n２＋５n＋３
２n２＋５n＋２

１
e＜１⇒

an＞an＋１,
即数列{an}为单调递减数列!
“恰有k个整数满足f(x０)＜０”等价于

f(－k)≥０
f(－k＋１)＜０{ ⇒

a≥ ２k＋１
(k＋１)ek

,

a＜２k－１kek－１
,

ì

î

í

ï
ï

ïï

　　即a∈ ２k＋１
(k＋１)ek

,２k－１
kek－１[ ö

ø
÷(k＝１,２,)为所求．(当

k＝１时,恰为原试题答案!)
注意:例１１、例１２反映了导数考查的一个新动向,

即:导数与其他相关知识与方法的交汇融合,有时可很

少使用导数知识甚至可不用!
纵观近两年５套新课标卷都较以前几年简单,这也

是与全国教育改革大环境接轨的．近两年其他省市试题

总体也较往年简单,其目的之一就是为大学先修进入高

中学习和高考选拔作过渡．
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