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书书书

前　言

前　言

随着分数阶微积分理论对现代信号处理中各个研究领域的渗透，信号处理方法中涉

及的微积分运算从传统的整数阶扩展到了非整数阶，这一扩展极大地丰富了信号处理的

手段，拓展了人们的思路。基于分数阶微积分理论的信号处理研究已经成为热点。本书

主要对分数阶微积分的各种应用进行了尝试，并站在工程的角度研究了分数阶微积分运

算的具体实现方法。主要工作包括：

系统地总结分数阶微积分理论的发展历史以及国内外的研究现状，已取得的重大研

究成果，分析分数阶微积分应用中现存的问题。回顾分数阶微积分在发展过程中逐渐统

一起来的几个主要定义，阐述各种定义之间的转换关系、几何意义和物理解释。探讨分

数阶微积分的主要性质和一些常见函数的分数阶微积分，作为后续章节的研究基础。

研究阶次形如１／２ｎ，ｎ∈Ｚ的分数阶阻抗的实现方法。将连分式理论应用于１／２ｎ 阶

模拟分抗逼近电路设计。从分数阶微积分的定义出发，推导出理想分抗的传递函数。应

用连分式理论对１／２阶理想分抗的传递函数进行连分式分解，通过连分式迭代求解的方

法得到传递函数的截断连分式表达形式。对１／２阶理想分抗的传递函数进行有理分式逼

近，得到１／２阶模拟分数阶阻抗逼近电路的传递函数，并推广到１／２ｎ，ｎ∈Ｚ阶。采用网

络综合的方法用普通的无源ＲＣ器件设计１／２　ｎ阶模拟分数阶阻抗逼近电路的具体结构，

并通过 ＭＵＬＴＩＳＩＭ１０对电路进行仿真。将实验结果同现有研究成果进行对比，分析本

书所提方案的优缺点。

为了切实地解决任意阶次分抗电路的设计问题，提出基于Ｏｂｒｅｓｃｈｋｏｆｆ公式的设计

方法。以Ｏｂｒｅｓｃｈｋｏｆｆ公式为基础，对任意阶理想分抗的传递函数ｓα 做有理化的展开，

得到有理分式与余项之和的形式，其中α可以取任意值（仅局限于实数域进行讨论）。将

结果中的有理分式部分作为分抗传递函数的有理化近似，从而构造基于无源ＲＣ 器件的

模拟分抗电路。从理论上分析余项部分对所设计的模拟分抗电路逼近精度的影响，以及

利用Ｏｂｒｅｓｃｈｋｏｆｆ公式对理想分抗传递函数进行有理化展开的级数对逼近精度的影响。

数值实验和电路仿真结果都与理论推导结论吻合，证实了该方法的有效性和可靠性。
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以分数阶线性动态系统模型为基础，将线性Ｋａｌｍａｎ滤波器推广到分数阶，得到分

数阶线性Ｋａｌｍａｎ滤波器的递推模型。以分数阶非线性动态系统模型为基础，将扩展的

Ｋａｌｍａｎ滤波器推广到分数阶，得到分数阶扩展Ｋａｌｍａｎ滤波器的递推模型。为解决分数

阶扩展Ｋａｌｍａｎ滤波器在进行线性化时会引入误差的问题，以概率论为基础，导出分数

阶的 Ｕｎｓｃｅｎｔｅｄ　Ｋａｌｍａｎ滤波器，得到其递推模型。所得的三种滤波器构成分数阶

Ｋａｌｍａｎ滤波器簇，将其应用于各种典型的线性和非线性系统。实验结果证明，在合理设

置分数阶Ｋａｌｍａｎ滤波器簇阶次的情况下，能够取得优于传统Ｋａｌｍａｎ滤波器的效果。

针对现有的通过图像掩模进行去噪的算法多采用平滑去噪方式，在去噪的同时会丢

失图像纹理细节信息的问题，尝试应用分数阶积分运算完成数字图像的噪声去除。分数

阶微积分的Ｒｉｅｍａｎｎ－Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ定义是从分数阶积分运算出发，进而扩展到分数阶微分

运算，用其进行数字图像积分去噪研究有其先天的优势。研究证明信号的各种分数阶积

分与整数阶积分最大的区别在于，信号分数阶积分不等于对信号做权值为１的加权求

和，这个特性使得分数阶积分在对信号做平滑处理的时候比整数阶积分能更好地保留信

号高频部分。这就为利用分数阶微积分处理进行图像平滑去噪，同时保留图像细节信息

提供了理论基础。本书从分数阶微积分的Ｒｉｅｍａｎｎ－Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ定义出发，利用Ｌａｇｒａｎｇｅ
插值方法推导出分数阶积分的数值实现方式，并以此为基础构造了数字图像的分数阶积

分掩模。为了使得所构造的掩模具有抗旋转特性，在八个不同方向上分别进行分数阶积

分，并将积分运算的结果相加得到最终的数字图像积分去噪结果。为方便工程的实现，

需为该算法设计相应的电路模型。实验结果证明，图像的分数阶积分算子能够有效地完

成去除噪声同时保留图像的纹理细节信息的功能。

作为对于分数阶微积分运算在模式识别领域的一次尝试，提出分数阶方向梯度直方

图特征，该特征属于改进的形状特征，其不同于传统方向梯度直方图特征，不仅包括了

图像的形状信息，还由于该特征通过图像的分数阶微积分掩模来提取，以及分数阶微积

分算子所固有的特性，其包括了图像中的纹理细节特征，因而相较于传统的方向梯度直

方图，经过改进的特征能够更好地解决具有相似形状的图像分类问题。在美国加州理工

学院的目标分类数据库Ｃａｌｔｅｃｈ１０１Ｏｂｊｅｃｔ　Ｃａｔｅｇｏｒｉｅｓ上进行图像分类实验的结果表明，

该特征比传统的方向梯度直方图特征更具可辨识性。

最后，本书总结了对于分数阶微积分在信号处理中的应用所做的工作，并结合研究

过程中遇到的问题和研究体会，提出了后续研究思路。同时结合国内外学术界对分数阶

微积分的研究，展望了其在未来可能的发展方向。

本书的编写和出版，得到了张妮、张卫华、张永清、刘军、朱伍洋、陈书书的支持与

帮助，得到了四川大学出版社的大力协助，在此一并致谢。

编　者

２０１５年３月
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第１章
绪　论

第１章　绪　论

１．１　分数阶微积分的发展背景

分数阶微积分（Ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ　Ｃａｌｃｕｌｕｓ）是研究任意阶次微积分的数学理论，是对整数阶

微积分的推广。这并不是一个全新的概念，相反，分数阶微积分几乎与整数阶微积分同

样古老。早在１６９５年９月３０日Ｌｅｉｂｎｉｚ写给ＬＨｏｓｐｉｔａｌ的信件中就已经提到了这个概

念。此后，数学界青史留名的众多著名学者，比如Ｆｏｕｒｉｅｒ、Ｅｕｌｅｒ、Ｌａｇｒａｎｇｅ、Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ、

Ｒｉｅｍａｎｎ、Ｈｏｌｍｇｒｅｎ等在１８、１９世纪对分数阶微积分理论进行了持续不断的系统研究，

并做出了卓越的贡献。Ｆｏｕｒｉｅｒ在１８２２年提出了分数阶微积分的Ｆｏｕｒｉｅｒ定义。Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ
在１８３２年率先指出函数的分数阶微分运算可以先将函数展开为幂级数形式，再逐项进

行分数阶微积分运算。Ｒｉｅｍａｎｎ在１８４７年通过对泰勒级数展开的研究，指出分数阶微

积分定义的下限可以从零开始，并提出了分数阶微积分的定积分形式的定义。

Ｈａｒｇｒｅａｖｅ在１８４８年将传统整数阶微积分运算的Ｌｅｉｂｎｉｚ法则推广到了分数阶。Ｇｒｅｅｒ
在１８５９年给出了正弦信号和余弦信号１／２阶微分的计算公式。Ｇｒüｎｗａｌｄ将Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ和

Ｒｉｅｍａｎｎ的研究成果统一了起来，在１８６７年给出了差分极限形式的分数阶微积分定义。

Ｌｅｔｎｉｋｏｖ在１８６８年论证了分数阶微积分阶次具有可加性。Ｍａｒｃｈａｕｄ在１９２７年提出了

有限差分形式的分数阶微积分定义。Ｗｉｄｄｅｒ在１９４１年研究了分数阶微积分的Ｌａｐｌａｃｅ
变换。Ｃａｐｕｔｏ在１９６７年提出了适合工程应用的分数阶微积分定义。Ｏｓｌｅｒ在１９７０年论

证了可以应用于分数阶微积分的广义链式运算法则。Ｌｏｖｅ在１９７１年将分数阶微积分运

算阶次由分数推广到了复数，使得分数阶微积分具有了更加严谨的定义———非整数阶微

积分。这个非整数阶即任意阶，包括了实数和复数，但分数阶微积分是从Ｌｅｉｂｎｉｚ时代就

被广泛地采用，故今天人们仍采用分数阶微积分作为学科名称。

传统的整数阶微积分具有清晰的物理意义，比如一阶微分表示斜率、物体的运动速

度，二阶微分表示物体的加速度；积分表示物体的面积、距离等物理概念。正因为这样

一些清晰且易于理解的几何解释和物理意义的存在，传统的整数阶微积分才能被广泛地

应用于解决科学研究中遇到的各种实际问题。而分数阶微积分由于自身的复杂性，与其

对应的物理意义不甚明确，以至于自诞生以来的三个多世纪里，分数阶微积分并没有得

·１·



到物理学界以及经典力学理论的支持，也没有如整数阶微积分一样被用于解决科学研究

中遇到的具体问题，而是更多地作为数学领域的纯理论研究仅仅活跃在数学家的世界

里。直到１９７４年在美国纽黑文市召开的第一届关于分数阶微积分的国际会议上，寻求分

数阶微积分的物理意义作为一个研究中亟待解决的问题才被正式提出［１］。不过当年这个

问题并未得到妥善解决，因此在１９８４年英国斯特拉思克莱德大学召开的分数阶微积分

国际会议［２］以及１９８９年东京日本大学召开的分数阶微积分国际会议［３］上，这个问题被

反复地提出来进行研究。１９９６年瓦尔纳召开的关于变换方法和特殊函数的国际会议［４－６］

上，这个问题仍然没有得到妥善的解决。甚至到了今天，对分数阶微积分的物理意义，

学术界仍旧没有一个统一的、普遍的认识。

分数阶微积分是一种强有力的数学分析工具，却因为无法应用于具体科学研究而被

束之高阁，这样僵持的局面终于在２０世纪晚期被打破。随着科学技术的不断发展，涌现

出了大批经典物理学无法解释的问题，研究热点逐渐集中到了分形几何学及分形动力

学。伯努瓦·曼德勃罗（Ｂｅｎｏｉｔ　Ｍａｎｄｅｌｂｒｏｔ）［７］在２０世纪７０年代末首次提出了自然界中

存在着大量的分数维现象，整体与部分之间存在着自相似现象以及分数阶布朗运动与

Ｒｉｅｍａｎｎ－Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ定义下的分数阶微积分有着紧密的联系等研究成果。在这样的背景之

下，分形几何和分形动力学大行其道，分数阶微积分理论作为分形理论的数学基础，也

得到了飞速的发展和广泛的应用。

１．２　分数阶微积分的研究现状

分数阶微积分在科学研究和工程实践中的应用，自２０世纪末以来，发展得空前兴

旺。特别是随着计算机技术的发展和对分数阶微积分的数值运算方法研究的深入，分数

阶微积分固有的运算量大等缺点不再成为影响其发展的绊脚石，分数阶微积分理论也越

来越多地应用于物理学、控制工程、信号处理、图像处理等学科的研究工作中。

１．２．１　分数阶微积分在物理学中的应用

经典的牛顿力学理论建立在对绝对时间和绝对空间的认知以及欧几里得几何学的基

础之上，在牛顿力学里，时间和空间是无始无终、亘古不变地存在，自然也是处处连续

的。牛顿力学中所涉及的物理量，比如速度、加速度、动量、动能及各种力都是在这样的

时空前提之下所得，因此也都是连续的量。在整数阶微积分理论中，这些物理量都是用

解析函数表示的。因此，经典力学理论和线性物理学理论得到的结论是多数物理现象都

可以用解析函数来表示，其动态过程也可以用运动微分方程来表示，这些微分方程的解

是解析函数，比如牛顿力学中的欧拉－拉格朗日方程及汉密尔顿方程的解都是解析函
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数。在牛顿力学蓬勃发展的时期，物理学界通常认定所有物理学及力学现象都可以通过

解析函数来描述。１９世纪与２０世纪物理学界所取得的成果，如声学理论、热传导理论、

电磁物理理论以及量子力学等大都基本符合这样的观点。但随着科学研究的进一步深

化，越来越多的反例提醒着研究人员，现有的结论似乎并不是无懈可击的。

第一个反例出现在１９２６年，Ｒｉｃｈａｒｄｓｏｎ［８］指出大气湍流速度场具有不规则的起伏特

性，其间的风在振幅和方向上会随机地发生剧烈的变化，因此大气湍流速度场不能用解

析函数来描述，是一个不可微的过程。这一发现导出的结论是风的运动是不规则的，不

能用流体力学中的Ｎａｖｉｅｒ－Ｓｔｏｋｅｓ方程组来描述，这就违背了经典物理学中关于任何物

理过程都可以通过解是解析函数的微分方程来刻画的原则。然而，科技发展到今天，低

黏性系数下的湍流速度场已经被证明是多分形的［９－１４］。

另外一个例子是统计力学的基础，也是随机游走和反常扩散理论的基础———布朗运

动。２０世纪初，爱因斯坦将布朗运动与热传导方程统一在一起，并基于此研究了一类数

学病态函数，比如处处连续却处处不可微的 Ｗｅｉｅｒｓｔｒａｓｓ函数［１５］，其演化过程无法通过

传统的微分方程来刻画。没有特征尺度、不可微、具备尺度不变性，具有如此特性的函

数被称为分形函数［１６］，只具有分数阶的导数。

流变力学中关于黏弹性理论的研究，最初是建立在传统的整数阶微分方程之上［１７－２３］

的，实践证明，应用分数阶微分方程所建立的黏弹性数学模型比传统的模型更为优秀。

１．２．２　分数阶微积分在控制系统中的应用

传统控制理论中，用微分方程刻画控制系统，这些方程的微分阶次通常为整数阶。

文献［２４］中明确指出：“分数阶这个概念更加接近于真实的世界，因为实际系统通常都

是分数阶或更接近于分数阶。”实验表明，对于大多数的实际系统来说，其分数特性不太

明显，能够通过整数阶的微分方程予以近似描述，这也正是控制理论一开始能够在整数

阶微积分基础上蓬勃发展的原因。但对于本身具有分数阶特性的对象，显然采用分数阶

的描述更能揭示对象的本质特性及行为。特别是随着先进运算工具的兴起，及对分数阶

微积分方程研究的深入［２５－３２］，分数阶微积分运算的复杂性及缺乏相应数学工具等以往

阻挡分数阶控制系统发展的桎梏已不复存在，关于分数阶控制系统理论的研究成果也如

雨后春笋，不断涌现。

２０世纪６０年代，Ｍａｎａｂｅ提出将非整数阶积分概念引入对控制系统的开环传输函

数的研究［３３］。Ｃ．Ｆ．Ｃｈｅｎ将求解状态方程的 Ｗａｌｓｈ矩阵推广到了分数阶，并将其应用于

分布式系统［３４］。Ｈ．Ｓｕｎ提出了分数阶传输函数的线性近似方法［３６］。Ｏｕｓｔａｌｏｕｐ在１９８１
年时就提出了阶次在１到２之间的分数阶线性反馈控制系统［３５］，在１９８８年又提出了一

种新的非整数阶的控制决策［３７］，在１９９０年被授予ＣＲＯＮＥ（Ｃｏｎｔｒ^ｏｌｅ　Ｒｏｂｕｓｔｅ　ｄＯｒｄｒｅ

Ｎｏｎ　Ｅｎｔｉｅｒ）控制器的专利权［３９］，并出版了相关专著和研究成果［４１，４６］。Ｓｋａａｒ于１９８８年
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率先研究了黏弹性控制系统的稳定性［３８］。Ａｘｔｅｌｌ在１９９０年纽约召开的宇航和电子学国

际会议上，发表了关于将分数阶微积分应用于控制系统的综述［４０］，这也是早期关于分数

阶控制理论的综述之一。Ｋｍｅｔｅｋ等从１９９１年开始研究分数阶系统的鲁棒性［４２，４４］。同

年，Ｂａｇｌｅｙ发表了其关于黏弹性阻尼控制系统的分数阶状态方程的研究成果［４３］。１９９５
年，Ｍｂｏｄｊｅ研究了波动方程的分数阶微分控制［４７］。至此，分数阶控制理论进入了飞速

发展的时代。

对分数阶控制系统的研究主要包括两方面：被控对象本身具备分数阶特性，即是分

数阶的动态系统；控制系统中采用的是分数阶控制器。目前对于分数阶控制系统的研究

主要集中于后者，这是由于现有的实际系统模型大都是传统的整数阶模型，为了得到更

好的控制性能，对其使用分数阶控制器。

目前对分数阶控制器的研究成果主要分为四个方向［４８－４９］：一是 ＴＰＩ（Ｔｉｌｔｅｄ

Ｐｒｏｐｏｒｔｉｏｎａｌ　ａｎｄ　Ｉｎｔｅｇｒａｌ）控制器［４５］，由微分单元、积分单元和一个分数阶单元并联构成，

具有系统参数少、控制器结构简单、易于调谐等特点，由于性能不甚理想，通常只作为象征

分数 阶 微 积 分 正 式 进 入 控 制 界 的 标 志；二 是 Ｏｕｓｔａｌｏｕｐ 提 出 的 ＣＲＯＮＥ 控 制

器［３９，４１，４６，５０－５７］，该控制器是最早获得广泛应用的分数阶控制器，现已形成了通用的Ｍａｔｌａｂ
的ＣＲＯＮＥ工具箱，由于其性能良好，结构也较为简单，在分数阶控制领域具有举足轻重

的作用，Ｏｕｓｔａｌｏｕｐ现在也仍然活跃在分数阶控制领域；三是Ｐｏｄｌｕｂｎｙ提出的ＰＩλＤμ 控制

器［５８］，由于传统ＰＩＤ（Ｐｒｏｐｏｒｔｉｏｎ　Ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ　Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｔｉｏｎ）控制器在工程界的压倒性优势，

分数阶的ＰＩλＤμ控制器自诞生以来便受到格外的重视，其精确的控制性能更是吸引了大量

研究人员和工程技术人员的目光，该控制器参数众多，需要３个增益参数和２个阶次参数，

调谐不易，结构复杂，为解决性能与复杂度之间的矛盾，大量研究人员做出了卓越的贡

献［５９－７２］；四是分数阶超前滞后校正补偿器［７３－７７］。

１．２．３　分数阶微积分在分抗设计中的应用

工程实践中所分析处理的信号通常为模拟信号。传统整数阶微积分可以通过简单的

ＲＣ元件构成的一阶微分和一阶积分单元电路，以及这些单元电路的混联，实现高阶微

积分运算，因而在工程界应用十分广泛。分数阶微积分运算能否广泛地应用于工程实践

中，取决于其硬件模拟电路是否实现。在文献［７８］中，Ｊ．Ａ．Ｔ．Ｍａｃｈａｄｏ给出了基于

Ｇｒüｍｗａｌｄ－Ｌｅｔｎｉｋｏｖ定义的分数阶微分的概率学解释。在模拟域，完成分数阶微积分运

算的器件被称为分抗（Ｆｒａｃｔａｎｃｅ）。分抗器件的阻抗函数表达式为Ｚ　ｓ（）＝ｋ０／ｓα ，其中ｋ０
为常数，α是分数阶阶次。随着α值的变化，分抗器件从电感性向电抗性变化［１１２－１１３］。分

抗、分数阶微积分器件、分数阶电容三个概念可以等价使用［１１４］。

模拟分抗电路的构造可以分为基于无源器件构造和基于有源器件构造两大

类［７９－１０３］。通常采用的无源器件包括三种基础元件，即电阻、电感和电容，或者分路
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器［１０４－１０９］。利用无源器件进行分抗模拟，具有结构简单、意义明确的特点，不足之处在

于容易产生负元件，需要在无源ＲＬＣ器件上采用负阻抗转化器，且所使用的无源器件的

数值不太规范，即使如此，利用无源器件设计分抗仍然不失为一种优秀的设计思路，受到

广大科研人员的青睐，也是分抗设计中考虑的最主要的方法。也有人采用了有源器件，比如

运算跨导放大器（Ｏｐｅｒａｔｉｏｎａｌ　Ｔｒａｎｓｃｏｎｄｕｃｔａｎｃｅ　Ａｍｐｌｉｆｉｅｒ，ＯＴＡ）和电流反馈运算放大器
（Ｃｕｒｒｅｎｔ　Ｆｅｅｄｂａｃｋ　Ａｍｐｌｉｆｉｅｒ，ＣＦＡ）来设计分抗，并发表了相应的研究成果［１１０－１１１］。

设计分抗器件的方法中有一大类可以归结为通过分形结构来实现，即构造具有高度

自相似特性的递归电路。Ｍ．Ｎａｋａｇａｗａ和Ｓｏｒｉｍａｃｈｉ给出了一个由电阻和电容构成的树

形结构电路［１１２］。Ｏｌｄｈａｍ给出了分抗器件的链式电路实现方式［２８］。蒲亦非给出了一种

网格型的电路实现［１１５－１１６］。但是，基于分形电路的实现方法总会遇到高消耗和高空间占

用率的问题，其构造出的电路元件数量与电路的递归级数成指数关系，会增加制造的成

本；这类方法理论上所需的电路级数为无穷级，这在工程实践中是无法接受的，必须对

其进行截断操作，利用有限级电路来逼近，这就会引入截断误差；同时，该类方法仅能

构造特定阶次的分抗，比如１／２阶，不能够实现任意阶次的分抗电路。实现分抗器件的

另一类重要方法是找到一个有理函数，使其能够很好地逼近分抗的传递函数。目前已经

有了许多方法可以用于计算逼近分抗器件传递函数的有理函数，包括 Ｏｕｓｔａｌｏｕｐ方法、

牛顿法、Ｍａｔｓｕｄａｓ方法等［１１７－１２１］。采用连分式分解的方法也能够很好地实现分抗器件。

由此得到的有理逼近函数通常形如梯形网络，文献［１２１］对各种实现方法之间的性能作

了详细的比较分析。

１．２．４　分数阶微积分在图像处理中的应用

分数阶微积分在图像处理领域的应用是在近十年内开始兴起的，目前的研究主要集

中在利用分数阶微积分进行边缘检测、轮廓检测、图像去噪、图像增强、图像的奇异性

检测等方面。蒲亦非等提出了分数阶导数的数值计算方法，并将其用于数字图像增

强［１２２－１２３］，构造了数字图像的分数阶微分掩模和积分掩模，同时还提出了基于分数阶积

分掩模的图像去噪算法［１２４－１２７］及设计了相应的实现电路［１２８］。该类方法利用了分数阶微

积分固有的特性，能够有效地保护图像中的纹理细节信息及图像边缘等小尺度信息。杨

柱中等提出了基于分数阶微分的数字图像边缘提取算法，并证明了该算法的有效性［１２９］。

Ｕｎｓｅｒ提出了分数阶的Ｂ样条函数，并以此为基础构造了分数阶的Ｂ样条小波［１３０－１３１］。

Ｊ．Ｍ．Ｖｉｌａｒｄｙ等提出利用分数阶傅里叶变换对彩色数字图像进行相位加密［１３２］。Ｌｕｎｄａｈｌ

Ｔｏｒｂｊｏｒｎ等提出了基于分数阶布朗运动的最大似然估计算子，并成功将其应用于图像纹

理信息处理［１３３］。Ｓ．Ｈｕｎｇｅｎａｈａｌｌｙ从人类的视觉特性出发设计了分数阶视觉感知滤波

器，并将其应用于图像增强和编码［１３４］。Ｊ．Ｙｏｕ和Ｓ．Ｈｕｎｇｅｎａｈａｌｌｙ等提出了针对图像

纹理分割问题的分数阶辨识方法［１３５］。汪凯宇等在解决数字图像恢复问题时，尝试提取
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数字图像的分数阶奇异成分，并证实该种方法有助于在恢复图像的时候增强图像纹

理［１３６］。刘红毅等研究了分数阶样条小波在图像融合方面的应用［１３７］，其研究成果同样证

实了分数阶微积分对于数字图像纹理信息的敏感性。这样一些关于分数阶微积分应用于

图像处理领域的尝试都证实了分数阶微积分对于图像纹理等细节信息更为敏感，当应用

于数字图像处理的时候，比传统的微积分运算具有更好的性能。白健和冯像初等以经典

的Ｐ－Ｍ方程为基础，研究了基于分数阶微分方程的分数阶各向异性扩散方法，并证明

了其在图像去噪方面的优异性能［１３８］。张意和蒲亦非等在此基础上进行扩展，尝试了利

用分数阶扩散的方法对ＣＴ（Ｃｏｍｐｕｔｅｄ　Ｔｏｍｏｇｒａｐｈｙ）图像去金属伪影的处理［１３９］。这一

类的研究成果又表明基于分数阶微分方程的数字图像处理方法能够有效地抑制图像处理

过程中产生的阶梯效应。

１．２．５　分数阶微积分在模式识别中的应用

分数阶微积分应用在模式识别方面的尝试是从分数阶傅里叶变换开始的。１９９６年，

Ａｄｏｌｆ　Ｌｏｈｍａｎｎ等尝试将基于匹配滤波器的模式识别中的标准傅里叶变换推广到分数

阶傅里叶变换，使得系统具有了空间可变性，并证明了在特定的环境下，这样的空间可

变性会为模式识别带来意想不到的效果［１４０］。２００１年，Ｚｅｅｖ　Ｚａｌｅｖｓｋｙ等利用基于相位空

间特征的分数阶傅里叶变换进行听觉信号识别并获得成功［１４１］。２００２年，哈尔滨工业大

学的朱邦和等提出利用数字全息技术和分数阶相关器对透明的三维物体进行识别，该方

法将数字全息技术与分数阶傅里叶变换结合在一起，是一次全新的尝试［１４２］。同年，

Ｂｉｌｌｕｒ　Ｂａｒｓｈａｎ和Ｂｉｒｓｅｌ　Ａｙｒｕｌｕ猜测利用分数阶傅里叶变换对神经网络的输入信号做预

处理，在选择适当的参数时，能够对神经网络的性能有很大的提升，并以通过声呐对不

同物体进行定位和识别的例子证明了该种猜测的正确性［１４３］。近十年来，基于分数阶微

积分的模式识别方法层出不穷，包括利用分数阶布朗运动来分析大气粒子纹理特征［１４４］，

利用分数阶奇异值分解特征来进行人脸识别［１４５］，利用分数阶傅里叶变换进行特征提取

的人脸识别算法［１４６］，基于联合分数阶傅里叶变换的色彩模式识别方法［１４７］等。

分数阶微积分在模式识别领域的发展起步较晚，但最近十年取得了丰硕的研究成

果，吸引了全世界范围内研究人员的目光。如何利用分数阶微积分固有的特性提高模式

识别算法的性能，成为模式识别领域的一个研究热点。

１．３　分数阶微积分应用中现存的问题

对分抗器件的研究从２０世纪６０年代开始至今从未间断过，究其原因，是因为有了

分抗器件，特别是容性分抗，即分数电容元件，再结合有源器件（如运算跨导放大器），
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就可以实现模拟的分数阶微分和积分电路，从而迈出分数阶微积分从理论研究彻底进入

工程实践的决定性一步。但遗憾的是，至今仍没有合适的材料能完美地制造出分数阶电

容，在没有分抗器件的条件下，只能退而求其次，想方设法借助现有的器件来逼近分抗

的功能，同时再继续观察分析各类物质材料、器件、现实系统等是否具有分抗的特征，

哪怕是在一定条件下或频域范围内存在分抗性能，对最终设计出任意阶的分抗器件都是

有益的。在后者短时间无法取得突破的情况下，科研人员只能把目光聚焦在前一种方法

上，这也正是半个世纪以来分抗研究的热点。

现有的设计方法都或多或少地存在着各自的弱点。其中一大类是基于高度自相似特

性的分形电路设计方法，这一类方法只能得到特定阶次的分抗器件，而且要达到无误差

的逼近分抗特性，构成这些器件的电路元件数量理论上要无穷多个，这无论是在制造工

艺上还是电路调谐过程中，都是无法满足的。为了克服这样的问题，必须对电路实现截

断处理，势必引入截断误差，降低电路的逼近性能。因此，基于高度自相似特性来设计

模拟分抗电路的方法，仅具有理论上的指导意义。另一大类是基于牛顿迭代法及改进牛

顿迭代法的各类方法，这一类方法能够完成１／ｎ（ｎ∈Ｚ）阶的模拟分抗电路设计，其所

得到的分抗阶次形式固定，并未真正实现任意阶这个概念，且迭代方法计算量大，所得

到的电路阶次较高，往往在所得电路中电容与电感并存，对电路调谐极为不利。该方法

所得到的分抗电路性能与迭代次数有密切关系，迭代次数越高，所得电路特性对理想分

抗的逼近越好，所付出的代价是电路复杂度增加，且迭代结果容易出现负阻抗，使得电

路必须引入负阻抗转换器等器件，无法实现真正的无源电路。而从分数阶控制系统理论

中为逼近分数阶系统传递函数引申出来的各类方法也存在上述问题。

随着分数阶微积分在控制系统理论中的广泛应用，已有的研究证明，分数阶动态系统

模型是描述如电动力学系统等具有非线性特性的系统的有力工具。比起传统的整数阶系统

模型，该模型能够更简单地引入诸如摩擦和滑动等非线性效应，这是研究状态反馈控制系

统的基础。为了实现状态反馈控制，当系统的状态无法直接进行测量时，需要引入一种状

态估计方法。研究整数阶系统参数辨识和状态估计的方法有很多，而对于分数阶系统，参

数辨识和状态估计的过程并不这样简单。已有很多方法尝试解决这个问题，包括频域方

法［１４８］和时域的非整数阶参数辨识方法［１４９－１５０］等，但并没有取得预期的效果。找到一种能够

有效地对分数阶系统进行状态估计的方法成为分数阶状况反馈控制实现的关键。

近年来，数字高清电视的推广需要更加高效、实时的数字图像去噪算法。生物医学

技术的发展需要更为清晰的超声图像、ＭＲＩ（Ｍａｇｎｅｔｉｃ　Ｒｅｓｏｎａｎｃｅ　Ｉｍａｇｉｎｇ）图像等。卫

星遥感图像需要纹理细节更清晰，以此来提高对像素级小目标的识别能力。而图像在采

集或传输过程中，常常由于噪声使得画质严重下降，而传统的去噪算法在去除噪声的同

时往往使图像变得模糊，丢失纹理细节信息，无法满足后续的高层次处理。这就急需一

种既能高精度、实时地进行数字图像去噪，同时又能最大限度地保留图像纹理细节信息

的新型去噪方案。噪声在图像中主要表现在高频部分，与周围的像素存在 “突变”，这是
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去噪算法采取平滑的原因。但是图像中的 “突变”也可能是边缘或者纹理信息，一味进

行平滑或者对高频分量进行去除可能会模糊边界，丢失纹理细节信息，得到不满意的结

果。数字图像的空间域去噪通常分为线性滤波和非线性滤波两类。线性滤波主要适用于

滤除高斯噪声，其主要算法包括均值滤波［１５１］、线性加权滤波［１５２］、倒数梯度加权滤波［１５２］

等。这类算法往往具有长拖尾噪声无法消除和易使得图像边缘结构模糊的缺点。非线性

滤波能够较好地保持图像高频细节，使滤波后的图像能够清晰逼真，其主要算法包括中

值滤波［１５３］、自适应滤波［１５４］、频域滤波［１５１－１５２］、各向异性扩散模型［１５５－１５７］、ＴＶ去噪［１５８］

及非局部均值去噪［１５９］等。这类算法往往计算复杂，无法实现实时性去噪。

近三百年来，分数阶微积分在数学分析领域中业已成为一个重要分支，但如何将分

数阶微积分应用于现代信号分析与处理，特别是图像信号处理之中，在国内外仍是一个

值得研究的新兴学科分支。分数阶微积分的Ｒｉｅｍａｎｎ－Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ定义是从分数阶积分运

算出发进而扩展到分数阶微分运算，故运用Ｒｉｅｍａｎｎ－Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ定义进行数字图像积分

去噪研究有其先天的优势。信号的各种分数阶积分与整数阶积分最大的区别在于信号分

数阶积分不等于对信号做权值为１的加权求和，这个特性使得分数阶积分在对信号做平

滑处理的时候能比整数阶积分更好地保留信号高频部分。这就为利用分数阶微积分处理

进行图像平滑去噪，同时保留图像细节信息提供了理论基础。

图像分类问题是机器视觉领域中的一类热门又非常困难的问题。机器人要能走入人

类环境，通过视觉识别的方法是最为廉价和可行的。计算机理解图像的基础是辨认出图

像中的物体，从而部分还原２维或３维的图像信息。同时，图像分类也是图像处理、图像

分割等初级研究的目标之一，是众多基于图像研究的实际应用的基础。因此，通过计算

机来实现图像分类对计算机理解图像目标起着至关重要的作用。图像特征的选取是分类

方法中重要的环节，选择适当的图像特征可以使得不同的物体对象在高维特征空间中具

有良好的可分离性。常用的特征包括频域特征、差分滤波特征、拐角特征、ＳＩＦＴ（Ｓｃａｌｅ

Ｉｎｖａｒｉａｎｔ　Ｆｅａｔｕｒｅ　Ｔｒａｎｓｆｏｒｍ）特征［１６０］、形状上下文特征［１６１－１６３］、方向梯度直方图
（Ｈｉｓｔｏｇｒａｍｓ　ｏｆ　Ｏｒｉｅｎｔｅｄ　Ｇｒａｄｉｅｎｔｓ，ＨＯＧ）特征［１６４－１６５］等。其中，形状上下文特征不受

图像亮度、颜色、纹理变化影响，是进行图像分类的有效工具。但对于某些具有类似形

状的不同物体，传统的形状上下文特征的识别效果显然是不够好的。比如向日葵和荷

花，对于人类来说，能够轻而易举将它们分开，而对于仅依靠形状来分类的计算机来说，

因为它们都具有类似的外形，所以往往会将它们分为一类，如图１－１所示。

方向梯度直方图特征是一种典型的形状特征，在行人识别等方面取得过巨大的成

功。通过求取图像的一阶梯度获得的方向梯度直方图特征，并没有提取图像纹理的信

息，因此图像的梯度方向直方图特征仅对形状结构差别较大的对象有区分作用，而对结

构相似、纹理有区别的图像的区分结果并不是太好。比如图１－１的两幅图像中，向日葵

和荷花的外部轮廓都具有类似的圆形锯齿包络，对于这样的两种类别，仅依靠传统的梯

度方向直方图特征并不能很好地将两个类别区分出来。
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第１章
绪　论

　　

图１－１　具有类似形状、不同纹理的不同类图像示例

１．４　 研究内容

针对上述问题，本书主要做了以下几方面的工作：

① 首先将连分式（Ｃｏｎｔｉｎｕｅｄ　Ｆｒａｃｔｉｏｎｓ）理论应用于分抗逼近电路的设计。通过连分

式逼近的方法给出有理化的１／２ｎ 阶分抗的数值逼近模型，并运用简单的ＲＣ元件构造出

模拟分抗电路。通过理论分析和实验证明该分抗电路具有良好的分数阶微积分运算性

质，能在较宽的频带上实现模拟信号的１／２ｎ 阶分数积分运算。

②为了真正实现用一种方法构造任意阶分抗，将 Ｏｂｒｅｓｃｈｋｏｆｆ公式推广到了复数，

并利用其对任意阶的分抗传递函数做有理化近似，从而构造基于无源ＲＣ器件的模拟分

抗电路，并通过理论分析和实验证明该方法的有效性。

③以分数阶动态系统模型为基础，将传统的Ｋａｌｍａｎ滤波器推广到分数阶，得到应

用于分数阶线性系统的分数阶线性Ｋａｌｍａｎ滤波器，以及应用于分数阶非线性系统的分

数阶扩展Ｋａｌｍａｎ滤波器和分数阶 Ｕｎｓｃｅｎｔｅｄ　Ｋａｌｍａｎ滤波器。由于分数阶微积分的固

有特性，分数阶Ｋａｌｍａｎ滤波器具有 “记忆”特性，其下一时刻的估计值不仅与系统当前

时刻的状态有关，还依赖于当前时刻之前的系统的运行情况。正是由于这一优点，使得

分数阶Ｋａｌｍａｎ滤波器具有优于传统Ｋａｌｍａｎ滤波器的性能。

④通过对分数阶微积分的理论研究，结合欧氏空间中分数阶积分运算的Ｇｒüｍｗａｌｄ－
Ｌｅｔｎｉｋｏｖ定义和Ｒｉｅｍａｎｎ－Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ定义，通过插值方法给出了分数阶积分的高精度数

值运算方式。基于该数值运算，构造了应用于数字图像去噪的分数阶积分去噪掩模，并

给出其电路实现原理。通过理论分析和实验证明，该去噪模型具有去噪的同时又保持图

像纹理特征的功能，且运算简便，能够满足实时性图像去噪处理的要求。

⑤提出一种改进的形状特征，该特征提取自图像的分数阶方向梯度直方图，采用该特征

进行图像分类的过程不仅利用了图像的形状信息，同时又利用了分数阶微积分图像掩模能够

提取图像中的纹理细节特征这一特性，能够更好地解决具有相似形状的图像分类问题。
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