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Dans la poésie des mathématiques il y a toujours une lutte secréte entre
l'infini de l'insaisissable et le fini des expressions dans lesquelles cet infini
se renferme sans, pour autant, jamais se limiter.

(Adaptation d'une citation de Jules Barbey d'Aurevilly).
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INTRODUCTION

L'analyse est le compartiment des mathématiques ou se réalise le
"passage du fini a l'infini", d'abord par I'étude des suites, puis par celle
des séries et enfin par celle de l'intégration via le langage "universel" de la
topologie.

Cela est souvent dit et répété dans cet ouvrage, le passage du "fini a
linfini" s'effectue dans de bonnes conditions car le corps des réels R est
complet ; autrement dit lorsqu'une suite, numérique ou de fonctions,
vérifie une certaine contrainte dans le champ du fini, appelée critere de
Cauchy, elle permet la créaton d'un nouvel élément mathématique, qui
lui est attaché, par "passage a la limite"; lorsqu'on a compris ce
processus, on a tout compris en analyse.

Voila dans quel état d'esprit ce recueil a été rédigé a destination des
éleves de mathématiques spéciales MP, MP* et PSI*, mais aussi des
candidats au CAPES et a I'Agrégation.

L'auteur :
Pierre Meunier.
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Chapitre 1 - 11

Chapitre 1
SUITES - SERIES - FAMILLES SOMMABLES.

Ce premier chapitre aborde les fondements de I'Analyse ou il convient de
donner un sens a une "somme infinie" de nombres réels ou complexes ;
bien évidemment, une telle gageure trouve un aboutissement grace a la
structure topologique du corps des réels puisque celui-ci est complet.

En d'autres termes, une suite (resp. une série) converge, si et seulement si
elle vérifie une certaine contrainte a distance finie, connue sous le nom
de critere de Cauchy, a partir de laquelle il est ainsi possible d'affirmer
qu'une "chose existe" sans qu'il soit nécessaire de l'exhibet.

Le critére de Cauchy est donc d'une importance cruciale dans I'étude des
suites et séries ; c'est la raison pour laquelle les approches théoriques et
pratiques le concernant sont soulignées avec insistance dans ce chapitre
qui est organisé selon les rubriques suivantes :

1) Rappels de cours.

2) Suites numériques sous-additives.
3) Etude de la sute (¢™).

4) Suites équiréparties.

5) Suites du type u, . =f(u,).

6) Inégalités de Gronwall, Carleman et Hardy.

7) Séries a termes positifs.

8) Séries a termes quelconques.

9) Convergence au sens de Poisson : théoréeme de Tauber.

10) Familles sommables : exemples et utilisations arithmétiques.

1.1 Rappels de couts.

R,
Si (a,) est une suite de réels croissante les deux énoncés suivants sont
équivalents :
@) (a, ) est une suite convergente dans R.
(1,1) (an) est une suite majorée ie : il existe M réel tel que a, <M pour
tout entier n ; dans ces conditions on peut écrire :

ljm(an) = Sup{a n= 0}.

00

n?




12 — Cours et Exercices d’Analyse

R,
Soit (u,) une suite de nombres complexes ; alors les deux assertions
suivantes sont équivalentes :

(i) 1a suite (un) est convetgente dans C
@) (Ye>0)(3peN)(Vn2>p, Vm> p)(lun = um| < a) ce qui signifie

que la suite (un) vérifie le critere de Cauchy.

R
]
@) Soit (u,) une suite bornée de nombres complexes ; cette suite est

convergente dans C si et seulement si elle n'a qu'une valeur d'adhérence.
() Si (x,) est une suite de réels et si dans R sa limite inféreure

coincide avec sa limite supérieure cette suite est convetrgente dans R.

R, Théoréme des moyennes de Césaro
(i) Soit (un) une suite de C convergeant vers un nombre z ; si (en) est

une suite de réels positifs tels que la série Zen diverge, alors la suite
n=0

(v,) de C définie par :

n
Z €k Uk

_ k=0
n
Z "
k=0

1,1 St ( un) est a valeurs réelles la conclusion (i) reste encore vraie méme

v converge elle aussi vers z

n

si z € {—o0, +o0}

Soit (un) une suite de réels strictement positifs ; si on suppose que
1

. [u . . .
lim| —2tL | existe et vaut «, alors la suite | u,™ | est convergente elle

00 uﬂ

aussi vers o,




Chapitre 1 - 13

R,

Soit T un intervalle quelconque de R d'intérieur non vide et (f,) une
suite d'applications continues par morceaux, a valeurs dans C et
intégrables sur I (ie ﬂfn' < +o) ; si 'on suppose :

1
(i) qu'il existe f, application de I dans C continue par morceaux telle que
pour tout x € I, f(x)=lim(f, (x))

o0

(i,i) qu'il existe ¢, application de I dans [0, +oo[, continue par morceaux,
intégrable sur I telle que |fn| <y pour tout n enter. Alors :
a) la fonction f est intégrable sur I
b) la suite (u,, ) de C définie par: u, = Ilf“ est convergente dans C vers

J;f . (théoréme de la convergence dominée de Lebesgue)

R,

Soit (an) une suite de nombres réels ou complexes ; alors les deux
énoncés suivants sont équivalents :

(i) la suite (un) est convergente dans C

0
@1,0) la série Z (u,4 —u,) est convergente dans C.
n=0
Ry
oo
Une série numérique Zan, a, € C est convergente ssi elle vérifie le
n=0

n+k

Z"‘i

i=n

critere de Cauchyie: (Ve >0) @ peN)(Vn2p, Vke N)[

]

En particulier toute série absolument convergente (e telle que

Z |anl < +00) est convergente.
n20
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Ry
Soit (an) une suite de réels 20 ; alors les deux énoncés suivants sont
équivalents :

o0
(i) La série Zan converge dans R

n=0

n
(i,0) 11 existe M >0 tel que Zak <M pour tout n entier (on spécifie
k=0
(i,) en écrivant Z a, <+oo).
n>0

Ry
Soient (a, ) et (bn) deux suites de réels positifs.

(i) Si on suppose a,, <b,_ pour tout entier n alors :

Db, <+0= D a, <+

n>0 n=>0
Y a,=+0= ) b, <+w
n=0 n=0

eo] o0

(i,) si on suppose a, _ b, a linfini les séries Zan et Z b, sont de
n=0 =0

méme nature et pour n tendant vers l'infini :

n n
Z ay est équivalent a z by en cas de divergence
k=0 k=0

o0 o0
Z aj est équivalent a Z b, en cas de convergence.

k=n k=n




Chapitre 1 - 15

R, (Technique de sommation - encadrement).
Soit f wune applicaton de [0, toof dans lui-méme continue et

décroissante ; alors les énoncés suivants sont équivalents :

(1) la sétie Z f(n) est convergente.
n=0
lo o]
(i,i) f est intégrable sur [0, +oo| (ie IO f < +o00).

Lorsqu'il y a convergence, pour tout n entier, on peut écrire

j:’f < i f(k) < f(n)+ jmf
k=n

Ry
(= ¢]

(i) Soit Zaﬂ une série de nombres complexes et « la limite supérieure
n=0

1
de |an I" lorsque n tend vers l'infini. Alors :

o0 0
a<l= Z lan| < 400 ie Z a, est absolument convergente.
n=0 n=0

0
a>1= ) |a,|=+w
n=0
Dans le cas ou a>1 il existe méme une sous-suite de la suite (an) qui

tend vers +o00.

L . ™ %
(i,1) si :—H admet une limite B(B S R+) on peut écrire :

n
B<1= Zlan|<+oo
n20

B>1:>Z|an|=+oo
n=0

(Criteres de Cauchy et de d'Alembert).
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Ry
Soit (a,, ) une suite de réels strictement positifs telle que :

Eﬂil.z];_££4_() _l_
a n n2 )

n
Alors il existe C>0 tel que: a, ~ lorsque n tend vers +oo et

z a, <+ ssi a > 1(régle de Raabe et Duhamel).

n=>0

Ry
[ o] [0 o]

Soient Z a, et Z b, deux séries numériques absolument convergentes
n=0 n=0

et (c,, ) la suite définie par :
= >
& Z a,by pour tout n20.
ptq=n
20
Alors la série ch est absolument convergente (ie Zlcnl < +m) et on

n=0 n=0
a I'égalité :
0 o0 o0
2 =| 22 || Xba
n=0 n=0 n=0

(regle de convolution ou produit de Cauchy de deux séries absolument
convergentes).

R, Théoreme spécial des séries alternées.
Soit (a,) une suite décroissante vers 0 de réels positifs ; alors la série

o0

Z(—l)n a, est convergente et pour tout entier naturel n le reste

n=0

o0 o0 K

(—1)k a, est du signe de (—1)" et tel que : Z(—l) a|<a,.
k=n

k=n




