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前 言

“高等数学”是高等工科院校最重要的基础课程之一，它最主要的任务除了使学生具备
学习后续数学课程所需要的基本数学知识外，还有提高学生应用数学工具解决实际问题的
能力。目前，北京市乃至全国各高校都在积极参与“将数学建模思想融入数学课程中”的课
题研究，我们在此方面也做了大量的工作，学校给予了极大的支持。

由于高中新课标的实行，如何将“高等数学”教学和高中数学内容较好地衔接起来，也是
各高校重点考虑的内容。基于以上考虑，我们编写的这套《高等数学》教材具有以下特点:

1． 注重数学建模思想，减少理论性太强的内容;
2． 结合高中内容，增加了极坐标等内容，减弱了导数、极限的简单计算;
3． 选配应用性的例题与习题，注重与后续课程的衔接;
4． 增加了“数学实验”内容，介绍数学软件的应用，使学生对函数的图像、近似计算等在

直观上有初步了解，帮助理解一些概念和性质。
参加本书编写的有丁金扣( 第一、二章) 、马利文( 第三、四、五章) 、李鹤( 第六、七章) 、刘

宝生( 第八、九、十、十一章) 。单文锐、李亚杰、鞠红杰、江彦等参与了全书内容编排与审阅。
在本书的编写过程中，北京邮电大学数学系老师给予了无私帮助并提出了宝贵意见，北京邮
电大学教务处也对本书的编写给予了大力支持，在此我们表示衷心的感谢。

编 者



书书书

目 录

第一章 函数与极限 1……………………………………………………………………………

第一节 函数 2…………………………………………………………………………………
一、函数的概念 2……………………………………………………………………………
二、函数的初等性态 4………………………………………………………………………
三、函数的运算 6……………………………………………………………………………
四、初等函数 7………………………………………………………………………………

习题 1-1 9………………………………………………………………………………………
第二节 数列的极限 10………………………………………………………………………
一、数列极限的定义 10……………………………………………………………………
二、数列极限的性质 13……………………………………………………………………

习题 1-2 15……………………………………………………………………………………
第三节 函数的极限 16………………………………………………………………………
一、自变量趋于有限值时函数的极限 16…………………………………………………
二、自变量趋于无穷大时函数的极限 19…………………………………………………

习题 1-3 20……………………………………………………………………………………
第四节 无穷小量与无穷大量 22……………………………………………………………
一、无穷小量的概念 22……………………………………………………………………
二、无穷小量的性质 25……………………………………………………………………

习题 1-4 26……………………………………………………………………………………
第五节 极限运算法则 27……………………………………………………………………
一、极限的四则运算 27……………………………………………………………………
二、复合函数的极限运算法则 30…………………………………………………………

习题 1-5 30……………………………………………………………………………………
·1·

试读结束：需要全本请在线购买： www.ertongbook.com



第六节 极限存在准则和两个重要极限 31…………………………………………………
一、极限存在准则 31………………………………………………………………………
二、两个重要极限 33………………………………………………………………………
三、柯西( Cauchy) 审敛原理 36……………………………………………………………

习题 1-6 37……………………………………………………………………………………
第七节 无穷小的比较 38……………………………………………………………………
习题 1-7 41……………………………………………………………………………………
第八节 函数的连续性 42……………………………………………………………………
一、函数的连续性 42………………………………………………………………………
二、函数的间断点 43………………………………………………………………………
三、连续函数的性质 44……………………………………………………………………

习题 1-8 46……………………………………………………………………………………
第九节 闭区间上连续函数的性质 47………………………………………………………
一、最大值、最小值定理 48…………………………………………………………………
二、介值定理 48……………………………………………………………………………
三、一致连续性 49…………………………………………………………………………

习题 1-9 50……………………………………………………………………………………
总习题一 51……………………………………………………………………………………

第二章 导数与微分 54…………………………………………………………………………

第一节 导数的概念 54………………………………………………………………………
一、导数的定义 54…………………………………………………………………………
二、导数的几何意义 57……………………………………………………………………
三、函数的可导性与连续性 58……………………………………………………………

习题 2-1 60……………………………………………………………………………………
第二节 求导法则 61…………………………………………………………………………
一、导数的四则运算 61……………………………………………………………………
二、反函数的求导法则 63…………………………………………………………………
三、复合函数的求导法则 65………………………………………………………………

习题 2-2 69……………………………………………………………………………………
第三节 高阶导数 71…………………………………………………………………………
习题 2-3 74……………………………………………………………………………………
第四节 隐函数及参数方程所表示的函数求导法 75………………………………………
一、隐函数求导法则 75……………………………………………………………………
·2·

高等数学( 第 2 版) ( 上)



二、由参数方程所确定的函数求导法 78…………………………………………………
* 三、相关变化率 80…………………………………………………………………………

习题 2-4 81……………………………………………………………………………………
第五节 函数的微分 82………………………………………………………………………
一、微分的概念 82…………………………………………………………………………
二、微分的运算法则 84……………………………………………………………………
三、微分的几何意义 86……………………………………………………………………
四、微分在近似计算中的应用 86…………………………………………………………

习题 2-5 87……………………………………………………………………………………
总习题二 88……………………………………………………………………………………

第三章 微分中值定理与导数的应用 91………………………………………………………

第一节 微分中值定理 91……………………………………………………………………
一、费马定理与罗尔定理 91………………………………………………………………
二、拉格朗日中值定理与柯西中值定理 93………………………………………………

习题 3-1 98……………………………………………………………………………………
第二节 泰勒公式 99…………………………………………………………………………
一、带有佩亚诺型余项的泰勒公式 99……………………………………………………
二、带有拉格朗日型余项的泰勒公式 102…………………………………………………

习题 3-2 105……………………………………………………………………………………
第三节 不定式 106……………………………………………………………………………

一、0
0 型不定式的极限 106…………………………………………………………………

二、∞∞型不定式的极限
108…………………………………………………………………

三、其他类型不定式的极限 110……………………………………………………………
习题 3-3 112……………………………………………………………………………………
第四节 函数的单调性与极值 113……………………………………………………………
一、函数的单调性 113………………………………………………………………………
二、极值 116…………………………………………………………………………………
三、最值 117…………………………………………………………………………………

习题 3-4 119……………………………………………………………………………………
第五节 函数的凸凹性与函数图像描绘 120…………………………………………………
一、函数的凸凹性与拐点 120………………………………………………………………
二、曲线的渐近线 123………………………………………………………………………

·3·

目 录



三、函数作图 125……………………………………………………………………………
习题 3-5 127……………………………………………………………………………………
总习题三 127……………………………………………………………………………………

第四章 不定积分 130……………………………………………………………………………

第一节 不定积分的概念与性质 130…………………………………………………………
一、原函数与不定积分的概念 130…………………………………………………………
二、基本积分表 131…………………………………………………………………………
三、不定积分的性质 132……………………………………………………………………

习题 4-1 133……………………………………………………………………………………
第二节 换元积分法与分部积分法 134………………………………………………………
一、换元积分法 134…………………………………………………………………………
二、分部积分法 140…………………………………………………………………………

习题 4-2 144……………………………………………………………………………………
第三节 有理函数与一些特殊函数的不定积分 145…………………………………………
一、有理函数的不定积分 145………………………………………………………………
二、三角有理函数的不定积分 148…………………………………………………………
三、某些无理根式的不定积分 150…………………………………………………………

习题 4-3 152……………………………………………………………………………………
总习题四 152……………………………………………………………………………………

第五章 定积分及其应用 154……………………………………………………………………

第一节 定积分的概念与性质 154……………………………………………………………
一、定积分的概念 154………………………………………………………………………
二、定积分的性质 157………………………………………………………………………
* 三、可积的必要条件与可积函数类 162…………………………………………………

习题 5-1 164……………………………………………………………………………………
第二节 微积分基本定理、基本公式及定积分的计算 165…………………………………
一、微积分基本定理与基本公式 165………………………………………………………
二、定积分的换元法与分部积分法 170……………………………………………………

习题 5-2 174……………………………………………………………………………………
第三节 反常积分 175…………………………………………………………………………
一、无穷限反常积分 175……………………………………………………………………
二、无界函数的反常积分 180………………………………………………………………
·4·

高等数学( 第 2 版) ( 上)



习题 5-3 184……………………………………………………………………………………
第四节 定积分的应用 185……………………………………………………………………
一、定积分的元素法 185……………………………………………………………………
二、定积分在几何上的应用 186……………………………………………………………
三、定积分在物理上的应用 194……………………………………………………………

习题 5-4 195……………………………………………………………………………………
总习题五 196……………………………………………………………………………………

第六章 微分方程 200……………………………………………………………………………

第一节 微分方程的基本概念 200……………………………………………………………
一、引例 200…………………………………………………………………………………
二、基本定义 201……………………………………………………………………………

习题 6-1 203……………………………………………………………………………………
第二节 可分离变量的微分方程 204…………………………………………………………
习题 6-2 208……………………………………………………………………………………
第三节 齐次方程 208…………………………………………………………………………
一、齐次方程 209……………………………………………………………………………
二、可化为齐次方程的方程 210……………………………………………………………

习题 6-3 212……………………………………………………………………………………
第四节 一阶线性微分方程 212………………………………………………………………
一、一阶线性微分方程 212…………………………………………………………………
二、可化为一阶线性微分方程的类型 215…………………………………………………

习题 6-4 216……………………………………………………………………………………
第五节 可降阶的高阶微分方程 217…………………………………………………………
一、y( n) = f( x) 型的微分方程 218…………………………………………………………
二、y″ = f( x，y') 型的微分方程 219…………………………………………………………
三、y″ = f( y，y') 型的微分方程 221…………………………………………………………

习题 6-5 223……………………………………………………………………………………
第六节 高阶线性微分方程及其解的结构 223………………………………………………
一、n阶线性微分方程及微分算子 223……………………………………………………
二、函数组的线性相关性 224………………………………………………………………
三、n阶齐次线性微分方程通解的结构 225………………………………………………
四、n阶非齐次线性微分方程通解的结构 225……………………………………………
五、刘维尔公式 226…………………………………………………………………………

·5·

目 录



六、常数变易法 227…………………………………………………………………………
习题 6-6 229……………………………………………………………………………………
第七节 常系数齐次线性微分方程 230………………………………………………………
一、二阶常系数线性微分方程实例 230……………………………………………………
二、二阶常系数齐次线性方程通解的求法 232……………………………………………
三、n阶常系数齐次线性方程通解的求法 234……………………………………………

习题 6-7 235……………………………………………………………………………………
第八节 常系数非齐次线性微分方程 235……………………………………………………
一、f( x) = eλxPm ( x) ( λ可以是复数，Pm ( x) 是 m次多项式) 236………………………
二、f( x) = Pm ( x) eα

xcos βx或 f( x) = Pm ( x) eα
xsin βx( 其中 α，β为实数) 238…………

习题 6-8 240……………………………………………………………………………………
第九节 欧拉方程 241…………………………………………………………………………
习题 6-9 243……………………………………………………………………………………
第十节 微分方程补充知识 243………………………………………………………………
一、常系数线性微分方程组解法 243………………………………………………………
二、微分方程的其他解法及研究方法 244…………………………………………………

总习题六 245……………………………………………………………………………………

附录Ⅰ 几种常用的曲线 247……………………………………………………………………

附录Ⅱ 积分表 250………………………………………………………………………………

部分习题答案与提示 260…………………………………………………………………………

·6·

高等数学( 第 2 版) ( 上)



书书书

第一章　函数与极限

预 备 知 识

１．常用的数学符号

（１）“”表示“存在”；
（２）“”表示“任意”；
（３）“∈”表示“属于”；
（４）“”表示“不属于”；
（５）“ＡＢ”表示“如果命题Ａ成立，则命题Ｂ成立”，或称“Ａ是Ｂ 的充分条件”；
（６）“ＡＢ”表示“如果命题Ｂ成立，则命题Ａ成立”，或称“Ａ是Ｂ 的必要条件”；
（７）“ＡＢ”表示“Ａ是Ｂ 的充分必要条件”，或称“Ａ与Ｂ 等价”；

（８）∑
ｎ

ｉ＝１
ｕｉ＝ｕ１＋ｕ２＋…＋ｕｎ，即ｎ个数ｕｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）求和；

（９）∏
ｎ

ｉ＝１
ｕｉ＝ｕ１ｕ２…ｕｎ，即ｎ个数ｕｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）求积．

２．区间和邻域

高等数学中常用的数集是区间．它包括以下几种：
（１）ａ，［ ］ｂ ＝ ｘ　ａ≤ｘ≤｛ ｝ｂ ，ａ，（ ）ｂ ＝ ｘ　ａ＜ｘ＜｛ ｝ｂ ；
（２）ａ，［ ）ｂ ＝ ｘ　ａ≤ｘ＜｛ ｝ｂ ，ａ，（ ］ｂ ＝ ｘ　ａ＜ｘ≤｛ ｝ｂ ；
（３）ａ，＋∞［ ）＝ ｘ　ｘ≥｛ ｝ａ ，ａ，＋∞（ ）＝ ｘ　ｘ＞｛ ｝ａ ；
（４） －∞，（ ］ｂ ＝ ｘ　ｘ≤｛ ｝ｂ ，－∞，（ ）ｂ ＝ ｘ　ｘ＜｛ ｝ｂ ；
（５） －∞，＋∞（ ）＝ ｘ　ｘ｛ ｝为任意实数 ．
邻域也是集合的一种形式，数轴（ｘ轴）上点ｘ０ 的δδ＞（ ）０ 邻域定义为Ｕ　ｘ０，（ ）δ ＝

ｘ　ｘ０－δ＜ｘ＜ｘ０＋｛ ｝δ ；点ｘ０ 的δ去心邻域定义为Ｕ　ｘ０，（ ）δ ＝ ｘ　０＜｜ｘ－ｘ０｜＜｛ ｝δ ．其中，

ｘ０ 称为邻域中心，δ称为邻域半径，如图１－１所示．

·１·
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图１－１

３．常用的不等式

（１）绝对值不等式：－ ａ ≤ａ≤ ａ ；
（２）三角不等式：ａ＋ｂ ≤ ａ ＋ ｂ ，ａ－ｂ ≥ ａ － ｂ ；

（３）平均值不等式：设ａｉ≥０ｉ＝１，２，…，（ ）ｎ ，则有 ｎ
ａ１ａ２…ａ槡 ｎ≤

ａ１＋ａ２＋…＋ａｎ
ｎ

，当

ｎ＝２时，有 ａ１ａ槡 ２≤
ａ１＋ａ２
２

；

（４）柯西－施瓦兹 （Ｃａｕｃｈｙ－Ｓｃｈｗａｒｔｚ）不等式：对任意实数ａｉ，ｂｉｉ＝１，２，…，（ ）ｎ ，有

∑
ｎ

ｉ＝１
ａｉｂ（ ）ｉ

２
≤∑

ｎ

ｉ＝１
ａ２ｉ∑

ｎ

ｉ＝１
ｂ２ｉ．

４．极坐标表示

中学数学讲到了平面直角坐标系，在该坐标系中，平面上任意一点Ｐ 可用直角坐标
ｘ，（ ）ｙ 唯一表示；反之，任一有序数对 ｘ，（ ）ｙ 可以唯一地确定平面上的一点，也就是平面上的
一点可由两个参数唯一确定．记点Ｐ到坐标原点的距离为ρ，线段ＯＰ与ｘ轴正向夹角为θ，
则有

ρ＝ ＯＰ ＝ ｘ２＋ｙ槡 ２，　θ＝ａｒｃｔａｎｙｘ．

如图１－２所示，平面上点Ｐ与有序数组 ρ，（ ）θ ρ≥０，０≤θ＜２（ ）π 一一对应，称 ρ，（ ）θ 为点

图１－２

Ｐ 的极坐标．

显然，ρ＝ａ表示的是半径为ａ的圆：ｘ
２＋ｙ２＝ａ２；θ＝π２

表示以原点为始点的沿ｙ轴正轴方向的射线．直角坐标与
极坐标之间的转换关系为

ｘ＝ρｃｏｓθ，

ｙ＝ρｓｉｎθ｛ ．

第一节　函　数

一、函数的概念

定义１　设Ｄ是一个给定的数集，如果对于每个数ｘ∈Ｄ，按照一定法则ｆ总有确定的
·２·
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数值ｙ与之对应，则称ｙ是ｘ的函数，记作ｙ＝ｆ（）ｘ ．数集Ｄ 称为这个函数的定义域，ｘ称
为自变量，ｙ称为因变量．

当ｘ取数值ｘ０∈Ｄ时，与ｘ０ 对应的ｙ的数值称为函数ｙ＝ｆ（）ｘ 在点ｘ０ 处的函数值，记作

ｆ　ｘ（ ）０ ；当 ｘ 取 遍 数 集 Ｄ 的 每 个 数 值 时，对 应 的 函 数 值 全 体 组 成 的 数 集 Ｒ＝
ｙ　ｙ＝ｆ（）ｘ ，ｘ∈｛ ｝Ｄ 称为函数的值域．
函数ｙ＝ｆ（）ｘ 中表示对应关系的记号ｆ也可以改用其他字母表示，如φ，ｇ，Ｆ等．这时，

函数就相应地记为ｙ＝φ（）ｘ ，ｙ＝ｇ（）ｘ ，ｙ＝ （）Ｆ　ｘ 等．
在实际问题中，函数的定义域根据问题的实际意义而确定．在数学研究中，有时不考虑

函数的实际意义，而抽象地用算式表达函数．这时约定：函数的定义域就是自变量所能取得

的使算式有意义的一切实数。例如，函数ｙ＝ １－ｘ槡 ２的定义域是闭区间 －１，［ ］１ ；函数

ｙ＝ １
１－ｘ槡 ２

的定义域是开区间 －１，（ ）１ ．

如果自变量在定义域内任取一个数值时对应的函数值总是只有一个，这种函数称为单
值函数，否则称为多值函数．

本书凡没有特别说明，本书中的函数总是指单值函数．
函数的表示方法主要有三种形式：解析法（用公式表示）、表格法、图形法．图形法是表现

函数特性最直观的方法，用直角坐标平面上的点集

Ｐ　ｘ，（ ）ｙ　ｙ＝ｆ（ｘ），ｘ∈｛ ｝Ｄ
表示函数ｙ＝ｆ（ｘ），ｘ∈Ｄ的图形（见图１－３）．

下面举例说明．

例１　函数ｙ＝ ｘ ＝
ｘ， ｘ≥０，

－ｘ， ｘ≤０｛ ，
的定义域Ｄ＝ －∞，＋∞（ ），值域Ｒ＝ ０，＋∞［ ），

图形如图１－４所示．

图１－３

　　　　　

图１－４
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例２　函数

ｙ＝ｓｇｎ　ｘ＝
１， ｘ＞０，

０， ｘ＝０，

－１， ｘ＜０
烅
烄

烆 ，

称为符号函数．这种分区间表示的函数称为分段函数．它的定义域Ｄ＝ －∞，＋∞（ ），值域

Ｒ＝ －１，０，｛ ｝１ ，图形如图１－５所示．对于任何实数ｘ，关系式ｘ＝ｓｇｎ　ｘ· ｘ 成立．
例３　设ｘ 为任一实数，不超过ｘ 的最大整数记为 ［］ｘ ．函数ｙ＝ ［］ｘ 的定义域

Ｄ＝ －∞，＋∞（ ），值域Ｒ＝Ｚ为所有整数，图形如图１－６所示．这个函数又称为取整函数．

图１－５

　　　　　

图１－６

例４　设ｆ（）ｘ ＝１ｘ
，求ｆ　ｘ＋Δ（ ）ｘ －ｆ（ｘ）．

解　ｆ　ｘ＋Δ（ ）ｘ －ｆ（ｘ）＝ １
ｘ＋Δｘ－

１
ｘ＝

－Δｘ
ｘ　ｘ＋Δ（ ）ｘ

．

二、函数的初等性态

１．奇偶性

设ｙ＝ｆ（）ｘ 的定义域Ｄ 关于原点对称．如果

ｆ　－（ ）ｘ ＝ｆ（）ｘ ，　ｘ∈Ｄ，
则称ｆ（）ｘ 为偶函数，函数图像关于ｙ轴对称；如果

ｆ　－（ ）ｘ ＝－ｆ（）ｘ ，　ｘ∈Ｄ，
则称ｆ（）ｘ 为奇函数，函数图像关于坐标原点中心对称．

例如，定义域为 －∞，＋∞（ ）的函数ｆ（）ｘ ＝ｓｉｎ　ｘ是奇函数，ｇ（）ｘ ＝ｃｏｓ　ｘ是偶函数，而
函数 （）ｈ　ｘ ＝ｓｉｎ　ｘ＋ｃｏｓ　ｘ既非奇函数又非偶函数．

·４·
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２．周期性

设函数ｆ（）ｘ 在Ｄ＝ －∞，＋∞（ ）上有定义，若Ｔ＞０，使得对ｘ∈Ｄ有
ｆ　ｘ＋（ ）Ｔ ＝ｆ（）ｘ

成立，则称ｆ（）ｘ 是以Ｔ 为周期的周期函数．满足上述关系的最小正数Ｔ称为函数ｆ（）ｘ 的
最小正周期．通常说的周期指最小正周期（如果存在）．

例如，函数ｆ（ｘ）＝ｓｉｎ　ｘ，ｇ（ｘ）＝ｃｏｓ　ｘ都是周期函数，２π、４π等都是它们的周期，２π是其
最小正周期．

３．单调性

设ｆ（）ｘ 的定义域为Ｄ，区间ＩＤ，如果ｘ１，ｘ２∈Ｉ，当ｘ１＜ｘ２ 时，总有

ｆ　ｘ（ ）１ ≤ｆ　ｘ（ ）２ 　（或ｆ　ｘ（ ）１ ≥ｆ　ｘ（ ）２ ）
成立，则称函数ｆ（）ｘ 在区间Ｉ上单调递增（或单调递减）；如果等号不成立，则称函数ｆ（）ｘ
在区间Ｉ上严格单调递增（或严格单调递减），如图１－７所示．单调递增的函数和单调递减的
函数统称为单调函数．

图１－７

例如，ｆ（）ｘ　ｆ（）＝［］ｘ 在 －∞，＋∞（ ）上单调递增，但不是严格单调递增；ｙ＝ｘ２ 在 －∞，（ ］０ 上
严格单调递减，在 ０，＋∞［ ）上严格单调递增．此时，称ｆ（）ｘ 在 －∞，＋∞（ ）上分段单调．

４．有界性

设ｆ（）ｘ 的定义域为Ｄ，数集ＡＤ．如果Ｍ＞０（Ｍ 为常数），使得对ｘ∈Ａ，

ｆ（）ｘ ≤Ｍ
总成立，则称ｆ（）ｘ 在Ａ上有界，或称ｆ（）ｘ 是Ａ上的有界函数．若对Ｍ＞０，总ｘ０∈ＡＤ，
使得 ｆ　ｘ（ ）０ ＞Ｍ，则称ｆ（）ｘ 在Ａ 上无界．

例如，ｙ＝ｓｉｎ　ｘ在 －∞，＋∞（ ）上有界，因为存在常数Ｍ＝１，使得对ｘ∈ －∞，＋∞（ ）都
有 ｆ（）ｘ ≤１．

对某个函数ｆ（）ｘ ，定义域为Ｄ，可能出现下面情况：它在子集ＡＤ 上有界，而在另一

子集ＢＤ上无界．例如，ｙ＝１ｘ
在定义域Ｄ＝ －∞，（ ）０ ∪ ０，＋∞（ ）上无界，但对δ＞０，它

·５·
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在子集 －∞，－（ ］δ 和 δ，＋∞［ ）上有界．
设ｆ（）ｘ 的定义域为Ｄ，ＡＤ，如果存在常数Ｍ，使得对ｘ∈Ａ，都有ｆ（）ｘ ≤Ｍ，则称ｆ（）ｘ

在Ａ上有上界Ｍ；若存在常数ｍ，使得对ｘ∈Ａ，都有ｆ（）ｘ ≥ｍ，则称ｆ（）ｘ 在Ａ上有下界ｍ．
函数ｆ（）ｘ 在Ａ 上既有上界又有下界的充分必要条件是ｆ（ｘ）在Ａ上有界．

三、函数的运算

函数之间的加、减、乘、除运算称为函数的四则运算，除此之外，还可以对函数进行复合
运算、反函数运算，由此可以产生更多的函数．

１．复合函数

定义２　设ｙ＝ｆ（）ｕ 的定义域为Ｄｆ，值域为Ｒｆ；另一函数ｕ＝φ（）ｘ 的定义域为Ｄφ，值
域为Ｒφ．如果ＲφＤｆ，对ｘ∈Ｄφ 都有唯一的ｕ∈ＲφＤｆ，从而有唯一的ｙ∈Ｒｆ 与ｕ相对应，
因而对ｘ∈Ｄφ，都有唯一的ｙ∈Ｒｆ 与之对应．这样就定义了一个由Ｄφ 到Ｒｆ 的函数，记作

ｙ＝ｆφ（）［ ］ｘ ，
称此函数是由ｙ＝ｆ（）ｕ 与ｕ＝φ（）ｘ 复合而成的复合函数，ｕ称为中间变量．

例５　设ｆ（）ｘ ＝ｓｉｎ　ｘ，φ（）ｘ ＝ｌｎ　ｘ，求ｆφ（）［ ］ｘ ，φｆ（）［ ］ｘ ．
解　（１）因为Ｄｆ＝ －∞，＋∞（ ），Ｒφ＝ －∞，＋∞（ ），满足函数复合的条件ＲφＤｆ，所

以复合函数为

ｆφ（）［ ］ｘ ＝ｓｉｎ　ｌｎ　ｘ，
定义域为Ｄφ＝ ０，＋∞（ ）．

（２）因为Ｄφ＝ ０，＋∞（ ），Ｒｆ＝ －１，［ ］１ ，不满足复合条件ＲｆＤφ，但此时有Ｄφ∩Ｒｆ＝
０，＋∞（ ）∩ －１，［ ］１ ＝ ０，（ ］１ ，因此复合函数φ ｆ（）［ ］ｘ ＝ｌｎ　ｓｉｎ　ｘ的定义域只能是开区间
２ｎπ，２ｎ（ ）＋１（ ）π （ｎ＝０，±１，±２，…）．
注意　并非任何两个函数都可以复合成一个复合函数．例如，ｆ（）ｕ ＝ａｒｃｓｉｎ　ｕ与ｕ＝ｘ２＋２

不能复合成一个复合函数，因为Ｒφ∩Ｄｆ＝．
求两个函数的复合函数称为函数的复合运算．

例６　设ｆ（）ｘ ＝
ｘ， ｘ＞１，
１
ｘ
， ０＜ｘ≤１烅

烄

烆
，ｇ（）ｘ ＝ｅｘ，求复合函数ｆ　ｇ（）［ ］ｘ ，ｇ　ｆ（）［ ］ｘ ．

解　函数ｆ（）ｘ ，ｇ（）ｘ 符合函数复合条件，所以有

ｆ　ｇ（）［ ］ｘ ＝
ｇ（ｘ）， ｇ（ｘ）＞１，
１
ｇ（ｘ）

， ０＜ｇ（ｘ）≤１烅
烄

烆
，＝
ｅｘ， ｘ＞０，

ｅ－ｘ， －∞＜ｘ≤０｛ ，

ｇ　ｆ（）［ ］ｘ ＝ｅｆ（ｘ）＝
ｅｘ， ｘ＞１，

ｅ
１
ｘ， ０＜ｘ≤１烅

烄

烆 ．

２．反函数

设ｆ（）ｘ 的定义域为Ｄ，值域为Ｒ，由ｙ＝ｆ（）ｘ 所确定的ｘ关于ｙ的函数称为已知函数
·６·
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ｙ＝ｆ（）ｘ （直接函数）的反函数，记为ｘ＝ｆ－１（）ｙ 或ｘ＝φ（）ｙ ．
反函数与直接函数的定义域与值域正好相反，即反函数ｘ＝ｆ－１（）ｙ 的定义域为Ｒ，值域为Ｄ．

图１－８

注意　这里“反函数”的“反”表示ｙ＝ｆ（）ｘ 与
ｘ＝ｆ－１（）ｙ 的对应法则相反．从几何图形上看，ｙ＝
ｆ（）ｘ 与ｘ＝ｆ－１（）ｙ 的图像在同一坐标系下为同一
条曲线．例如，ｙ＝ｘ与其反函数ｘ＝ｙ的图像为同
一条直线（Ⅰ，Ⅲ象限的角平分线）．ｘ表示自变量，

ｙ表示因变量，所以经常把函数ｙ＝ｆ（）ｘ 的反函
数ｘ＝ｆ－１（）ｙ 记作ｙ＝ｆ－１（）ｘ ．因此，直接函数

ｙ＝ｆ（）ｘ 与其反函数ｙ＝ｆ－１（）ｘ 在同一坐标系
下的图像就不是同一条曲线了，它们关于直线

ｙ＝ｘ对称（见图１－８）．

四、初等函数

１．基本初等函数

在初等数学中，常数函数、幂函数、指数函数、对数函数、三角函数、反三角函数统称
为基本初等函数．它们分别是：

（１）常数函数ｙ＝Ｃ，Ｄ＝ －∞，＋∞（ ）；
（２）幂函数ｙ＝ｘα，α是常数，Ｄ＝ ０，＋∞（ ）；
（３）指数函数ｙ＝ａｘ，ａ＞０，ａ≠１，Ｄ＝ －∞，＋∞（ ），（ａ＝ｅ时，ｙ＝ｅｘ）；
（４）对数函数ｙ＝ｌｏｇａｘ，ａ＞０，ａ≠１，Ｄ＝ ０，＋∞（ ），（ａ＝ｅ时，ｙ＝ｌｎ　ｘ）；
（５）三角函数
正弦函数ｙ＝ｓｉｎ　ｘ，Ｄ＝ －∞，＋∞（ ），
余弦函数ｙ＝ｃｏｓ　ｘ，Ｄ＝ －∞，＋∞（ ），

正切函数ｙ＝ｔａｎ　ｘ，Ｄ＝ ｘ　ｘ∈ －∞，＋∞（ ），ｘ≠ｎπ＋
π
２
，ｎ＝０，±１，±２｛ ｝，… ，

余切函数ｙ＝ｃｏｔ　ｘ，Ｄ＝ ｘ　ｘ∈ －∞，＋∞（ ），ｘ≠ｎπ，ｎ＝０，±１，±２｛ ｝，… ，

正割函数ｙ＝ｓｅｃ　ｘ，Ｄ＝ ｘ　ｘ∈ －∞，＋∞（ ），ｘ≠ｎπ＋
π
２
，ｎ＝０，±１，±２｛ ｝，… ，

余割函数ｙ＝ｃｓｃ　ｘ，Ｄ＝ ｘ　ｘ∈ －∞，＋∞（ ），ｘ≠ｎπ，ｎ＝０，±１，±２｛ ｝，… ；
（６）反三角函数
反正弦函数ｙ＝ａｒｃｓｉｎ　ｘ，Ｄ＝ －１，［ ］１ ，
反余弦函数ｙ＝ａｒｃｃｏｓ　ｘ，Ｄ＝ －１，［ ］１ ，
反正切函数ｙ＝ａｒｃｔａｎ　ｘ，Ｄ＝ －∞，＋∞（ ），
反余切函数ｙ＝ａｒｃｃｏｔ　ｘ，Ｄ＝ －∞，＋∞（ ）．
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