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前　　言

本书是按照原先讲授《泛函分析》这门课时自编的讲义付印的。

在编写中力求做到下面两点：第一，内容精简，力求简明扼要，

但仍保持本门课程的核心部分，不影响对本门课程全面的了解，不影

响本门课程的逻辑体系。第二，在选材中力求能反映出本门课程产生

的历史背景和特点。

泛函分析是在近代随着微（积）分方程、变分法和线性代数等古

典数学分支的发展、相互渗透、交融而产生了一些新的数学概念和方

法而形成的一门新的、重要的数学分支。它的特点是综合运用分析的

代数的和几何的观点和方法来研究、解决有关数学的一些问题。为了

实现第二条，在选材中做了下面三点：1. 在举例中尽可能地多举一些

用分析方法解决代数问题的例子。2. 在第一章中选取“压缩映象原理”，

着重介绍了用它统一解决微分方程等各类方程解的存在和唯一性问题

以及函数的遂次逼近法。3. 在第三章中选取了“射影算子”，显示泛

函分析与几何的关联性。

本书可作为对本门课程要求不特别高的专业课本或参考书，也可

供有实变函数基础的爱好者自学用书。

由于水平有限，书中难免有不当之处请指正。

在教学过程中得到邹毅平同志不少协助，谨此致谢！本书的电子

稿由孙女耿杪冉制作。

耿如明 

2017 年暮春
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第一章  距离空间

1. 算子和泛函数

算子和泛函数（简称泛函）的概念是数学分析中函数概念作更一般化的拓广，

使它能应用到更复杂和更抽象的对象上去。

定义　设给定两个集合 X 和 Y 及某种法则。若对每一个 х ∈ X，按给定的法

则都有一个确定的 y ∈ Y 和它对应，我们就说在集合 X 上定义了一个算子（或抽

象函数、映象），记作 y=Ax，y=f（x）。元素 y 叫作 x 的象，x 叫作 y 的原象。

原象的集合叫作定义域。含于 X（或与 X 重合）；象的集合叫作值域，含于 Y（或

与 Y 重合）。特别，若值域含于实数集或复数集，则称这种算子为泛函。

例 1　由下式表示的微商

就是一个算子，叫微分算子 y=Ax。

例 2　设 n 维欧氏空间中元素                由矩体（aij）

通过关系式

      

定义了一个算子 y=Ax，这里                 为 m 维欧氏空间的元素。这

个算子在线性代数中叫线性变换。

例 3　在     上可积函数的定积分

 

定义了一个泛函。

{ }n21 ,...,, ξξξ=x
nj
mi

aij ,,2,1
,,2,1

)(




=
=

∑
=

=
n

j
iii a

1
ξη
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2. 距离空间

一般概念　在数学分析中，我们要研究函数的性质，首先要研究函数的定义

域——实数集的性质。同样，要研究算子的性质，首先也要研究它的定义域的性质。

但算子的定义域是任何集合，而集合仅是具有某种共同属性的对象的全体，不具

备任何“数学性质”。因此我们要赋予集合以各种性质，形成“空间”，然后来

研究这些“空间”的性质。并进而研究定义在这些“空间”上（内）的算子的性质。

这些就是泛函分析的基本内容。

首先，一个基本的性质是“距离”。因为在分析数学中我们知道，研究各种

收敛问题都基于距离这一概念。本章主要讨论规定了距离的集合——“距离空间”

的一些重要性质。

定义 1 设有集合 X，对其中每对元素 х，y 令其对应一个非负实数 ρ(х，y)，若

满足下列条件（距离公理），

1）                    恒等公理；

2）                 对称公理；

3）                         三角形公理，其中 z ∈ X。

则把 ρ(х，y) 叫做 х 与 y 的距离，X 叫做距离（度量）空间。

由定义直接可知，距离空间的任一集合 Y，若以它的元素在 X 内定义的距离

作为在 Y 内的距离，则 Y 也是一个距离空间，叫做 X 的子空间。

开集和闭集　在距离空间内，可以类同于分析学中的方法引进开集、闭集等

概念。

定义 2　在距离空间 X 中满足不等式 ρ(х，a) ＜ r（或≤ r）的点的全体叫做

以 a 为中心，以 r 为半径的球（或闭球）。用 S(a，r)（或S (a，r)）表示。球也叫

做邻域。

完全含于某个球内的集合叫做有界集。

定义 3　设M为距离空间X的子集，a∈X，若对 a点的任意邻域至少含有M-a  

的一个点，即对于任意的 r 都有 ( ) φ≠− aMraS ),( ，则把 a 叫做 M 的聚点。

集合 M 和它的所有聚点的集合叫做 M 的闭包。用记号 M 表示。再设 Mb∈ ，

yxyx =⇔= 0),(ρ
),(),( xyyx ρρ =

),(),(),( zyyxzx ρρρ +≤
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若存在邻域 ( )rbS , ，使得 ( ) MrbSb ⊂∈ , ，则说 b 为 M 的内点。

闭包具有下列基本性质：

1） NMNM +=+ ；

2） MM ⊂ ；

3） MM =  ；

4） φφ =  。

定义 4　若        （或 M 中的点都是 M 的聚点），则把 M 叫做闭集；若 M

中的点都是 M 的内点，则把 M 叫做开集。

定义 5　若 XM = ，则说 M 在 X 内到处稠密。若 X 内每个球都含有某个球，

使后一球不含有 M 的点，则说 M 在 X 内稀疏。

极限　分析学中极限概念和有关于极限的一些基本性质都可以拓广到距离空

间中来。

定义 6 　设 { }nx 是距离空间 X 的序列，若有 х ∈ X，当 ∞→n 时，有

( ) 0, →xxnρ ，则把 X 叫做{ }nx 的极限。记为 xxnn
=

∞→
lim 或 ( )∞→→ nxxn 。

距离空间 X 中的收敛点列有下列基本性质。

定理 1　（极限的唯一性）距离空间 X 中的点列{ }nx 不能收敛于一个以上的

极限。

定理 2　若距离空间X的点列{ }nx 收敛于 х，则它的任一收敛子列也收敛于 х。

以上的两定理证明与分析学中的证法完全类似，略去不证。

定理 3　若 X 的点列{ }nx 收敛于 х ∈ X，则点列在下述意义下有界：对任一

确定的 y ∈ X，数列 ρ(хn，y) 有界。

证 ( ) ( ) ( )yxxxyx nn ,,, ρρρ +≤ ，因为 xxn → ，故 ( ) 0, →xxnρ ，从而有

界，设为 a。又 ρ(х，y) 为常数设为 b，故对任意 n 都有

 ( ) Mbayxn =+≤,ρ

故数列 ρ(хn，y) 有界。

MM =
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有了极限的概念，就可以定义算子（或泛函）连续的概念。

定义 7　设 A 是定义在距离空间 E 上（内）的算子（或泛函），其值域含于

距离空间 1E 内，对于任意的 х ∈ E，若对于任意一个收敛于 х 的序列 { }nx  ，当

xxn → 时，都有 Axn→Ax，则说算子（或泛函）A 是连续的。

距离空间的例子

例 1　n 维欧几里德空间　设 X 是 n 个实数的有序组的集合，对其中任意二

元素 { }n21 ,...,, ξξξ=x 和 y=｛η1，η2，…，ηn｝,令

这样的 ρ(х，y) 满足距离公理（1），（2）是显然的。要验证公理（3），先

证明著名的哥西——布涅柯夫斯基不等式

 

设 ( )naaaX ,,, 21 = ， ( )nbbby ,,, 21 = 为 n 维向量，则有

  

引进向量 Y+tX（t 为任意实数），有 |Y+tX|2=|Y|2+2t（XY）+t2|X|≥0。把

此式看作关于 t 的二次三项式要使其为非负，必须且只须判别式

于是得

即

( ) ( ) ( )1,
1

2
∑

=

−=
n

i
iiyx ηξρ

∑∑∑
===

⋅≤






 n

i
i

n

i
i

n

i
ii baba

1

2

1

2
2

1

∑
=

=
n

i
iaX

1

22 ∑
=

=
n

i
ibY

1

22

∑∑∑
===

⋅≤






 n

i
i

n

i
i

n

i
ii baba

1

2

1

2
2

1

22

( )
2

1

2 







=⋅ ∑

=

n

i
iibaYX

( ) 044 222 ≤−⋅ YXYX

( ) 222 YXYX ≤⋅
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由

再令 { } Xz n ∈= ζζζ ,,, 21 
， iiia ζξ −= ， iiib ηζ −=

则 iiii ba +=−ηξ ，于是

        

     

                                    

 
这样，我们证明了由（1）式规定的 ρ(х，y) 满足距离公理，因而 ρ(х，y) 是

距离，X 是距离空间，叫做 n 维欧几里德空间，记为 nE ，相应的距离叫做欧几

里德距离。在上述集合 X 中，我们也可规定 ( ) iiyx ηξρ −= max,1 ni ,2,1=
                                                                                   

它满足距离公理（1），（2）是显然的。下面验证公理（3）

对一切 i 成立，所以有

由此，我们证明了 X 在 ρ(х，y)的意义下也是距离空间，但不叫欧几里德空间。

下面讨论 nE 中的收敛。设
( ) ( ) ( ){ }k

n
kk

kx ξξξ ,,, 21 = ,2,1=k ，若 xxk →

即

                                                         

。     。则必须且只须
( ) ( )∞→→ ki
k

i ξξ

因此欧几里德空间的收敛是依坐标收敛。

( ) ∑∑∑∑∑∑∑
=======

⋅+≤++=+
n

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i
ii

n

i
i

n

i
ii baabbaaba

111

2

1

2

11

2

1

2 22

2

1

2

1

2

1

2











+=+ ∑∑∑

===

n

i
i

n

i
i

n

i
i bab

( ) ( ) ( ) ∑∑∑∑
====

+≤+=−=
n

i
i

n

i
i

n

i
ii

n

i
ii babayx

1

2

1

2

1

2

1

2, ηξρ

iiiiiiiiiiii ηζζξηζζξηξ −+−≤−+−≤− maxmax

( ) ( )( ) ( )∞→→−= ∑
=

nxx
n

i
i

k
ik ,0,

1

2
ξξρ

，

ni ,,2,1 = 。

( ) ( ) ( ) ( )zyzx
n

i
ii

n

i
ii ,,

1

2

1

2 ρρηζζξ +=−+−= ∑∑
==

( ) ( ) ( )yzzxyx iii
,,max, ρρζξρ +≤−=

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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( )
[ ]

( ) ( )tytxyx
t

−=
∈ 1,0
max,ρ

( ) ii
i

yx ηξρ −= sup,

ii
i

ii
i

iiiiii ζηηξζηηξζξ −+−≤−+−≤− supsup

( ){ }n
inx ξ= { }ix ξ=

( ) ( )( )
[ ]

( ) ( ) ( )∞→→−=−
∈

ntxtxtxtx ntn 0max
1,0

ρ

0sup →− ii
i

ζξ

；

( ) ( ) ( )zyyxzx ii
i

,,sup, ρρζξρ +≤−=

例 2  连续函数空间　X 为定义在 [ ]1,0 上的所有连续函数的集合，对其中任

意二元素 ( )tx ， ( )ty ，令

容易验证它满足距离公理。因此 X 是一距离空间，叫做连续函数空间，记作

( )1,0C 。

（注：若变数 [ ]bat ,∈ ，则可作变换
ab
atS

−
−

= 引入新变量 [ ]1,0∈S ，因此

对于定义在任何闭区间上的函数，都可变换为定义在 [ ]1,0 上。）

下面讨论 ( )1,0C 中的收敛。设 ( )1,0C 中一序列 ( ){ }txn 收敛于 ( ) ( )1,0Ctx ∈ ，

即                                        ，这表明 ( )txn 一致收敛于 ( )tx

反之，若 ( )txn 一致收敛于 ( )tx ，则也必有 ( ) ( )( ) 0→− txtxnρ 。所以在空间

C(0,1) 中依上述规定的距离的意义下的收敛是在 [ ]1,0 上的一致收敛。

例 3  有界数列空间  设 X 为所有有界数列{ }nx 所组成的集合。对任意二元

素 { } ,,,, 21 nx ξξξ= 和 { } ,,,, 21 ny ηηη= ，令

对于距离公理（1），（2）显然是满足的，下面验证（3）。设 { } Xz i ∈= ζ ，

则有

对一切 i 成立，因此有

因此，X 是一距空间，叫有界数列空间，或 m 空间。

设   
                 

收敛于    
        

，即 ( ) 0, →xxnρ ，也即  
                                   

对一切

i 一致成立。反之，若对一切 i 都有
( ) ( )∞→→− ni
n

i 0ξξ 。则
( ) 0sup →− i
n

i
i

ξξ

即 ( ) 0, →xxnρ ，(n→∞)。因此 m 空间内的收敛是依坐标的一致收敛。

对于所有收敛数列的集合 X，显然 mX ⊂ ，因此若利用 m 空间的距离，则

也是一距离空间，叫做 c 空间。其中的收敛也是依坐标的一致收敛。

，
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例 4  p 幂可积函数空间  设 X 是所有满足

的函数的集合。规定 p≥1，当 p=1 时，即为可积函数集合。两个仅在零测度上互

异的函数看作恒等。对于 X 中任意两个函数 ( )tx ， ( )ty ，令

为了说明这种规定的合理性，要先证明 Xyx ∈± ，即

这只要应用不等式

即可。事实上，令 ( )txa = ， ( )tyb = ，则有

所以

这样规定的 ρ(х，y) 显然满足距离公理（1）,（2）。为了验证三角形公理，首先

要证明两个著名的不等式霍勒德尔不等式和闵可夫斯基不等式。

霍勒德尔不等式  设                            ，则有

其中 p，q﹥1，且满足         称为相互共轭数。当 p=q=2时，称为哥西——

布涅柯夫斯基不等式。

证  考虑函数 ( )0＞ατ αt= 当 t﹥0时，两边求导，有 01＞−=′ αατ t ，即 t﹥0时，

函数 ατ t= 是增函数，于是存在反函数 ατ
1

=t 。

（如右图）。任取两个正数 ζ 和 η。在 t 轴上取它们的

对应点，并分别过这两点作坐标轴的平行线，得到两

个曲边三角形，设其面积分别为 S1，S2，则有

( )pppp baba +≤+ 2

( ) ( ) ( ) ( )( )pppp tytxtytx +≤+ 2

( ) ( ) Xtytx ∈,

111
=+

qp

( )L

1

1

1 +
=

+

α
ξα

S
11

11

2

+
=

+

α

ηα

S
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不等号右边时可积函数，因而左端也是可积函数。两边取积分

由此有

闵柯夫斯基不等式  对 p 幂可积函数 ( )tx ， ( )ty 有

从图中可以看出 S1+S2﹥ξη

等号 η=ξ α仅限于时成立，由此有

令 p=+1α ，        ，仍满足

于是有

令

代入（1）式，得

111

11
1

+
+

+
≤

++

α

η
α
ξξη

αα

ξη

111
=+

qp
q=+11

α

ξη ( )1

qp

qp ηξξη +≤
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证  先证命题：若 ( )tz 为 p 幂可积函数，则 ( ) 1−ptz 是 q 幂可积。事实上

下面证闵柯夫斯基不等式

两边除以 即可证得。

由闵柯夫斯基不等式可以证明三角形不等式，设 ( )tx ， ( )ty ， ( ) Xtz ∈ ，则

有

( ) ( )zyyx ,, ρρ +=

由此我们证明了 p 幂可积函数的集合 X 是一个距离空间，叫做 Lp(0,1) 空间。

特别当 p=q=2 时即为 L2(0,1) 空间，叫希尔伯特函数空间。

在 Lp(0,1) 中的收敛是函数以 p 幂的平均收敛。事实上，设｛xn｝为 Lp(0,1)

中一序列，收敛于             ，则当 n→∞ 时有

当 p=q=2 时，即在 L2(0,1) 空间中就简单说为平均收敛。

( ) ( )1,0pLtx ∈
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例 5  数列空间（无限维）  设 X 是满足条件

的数列 { }ix ξ= 的集合。对其中任意二元素 { }ix ξ= ， { }iy η= 令

同样，利用不等式 ( )pppp baba +≤+ 2 可以证明 ∞−∑
∞

=

＜
1i

p
ii ηξ 。

这样定义的 ( )yx,ρ 显然满足公理（1），（2），至于三角形不等式，要用到

关于和的闵可夫斯基不等式，这首先要用到关于和的霍勒德尔不等式：

为了证明这个不等式只要在不等式

中令

则得

不等式两边关于 i 求和即得霍勒德尔关于和的不等式。当 p=q=2 时就是哥

西——布涅柯夫斯基关于和的不等式。

至于证明闵柯夫斯基关于和的不等式

∞∑
∞

=

＜
1i

p
iξ

( )
p

i

p
iiyx

1

1
, 








−= ∑

∞

=

ηξρ

q

i

q
i

p

i

p
i

i
ii

1

1

1

11
















≤ ∑∑∑

∞

=

∞

=

∞

=

ηξηξ

qp

qp ηξξη +≤ξη

p

i

p
i

i
1

1








=

∑
∞

=

ξ

ξ
ξ

q

i

q
i

i
1

1








=

∑
∞

=

η

η
η

∑∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

=

∞

=

⋅
+

⋅
≤

















11

1

1

1

1
i

q
i

q
i

i

p
i

p
i

q

i

q
i

p

i

p
i

ii

qp η

η

ξ

ξ

ηξ

ηξ

q

i

q
i

p

i

p
i

p

i

p
ii

1

1

1

1

1

1








+








≤








+ ∑∑∑

∞

=

∞

=

∞

=

ηξηξ
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与积分不等式完全同样。首先也有，若

则有

然后利用霍勤德尔关于和的不等式可得

两端除以

再注意           ，即得。

由闵柯夫斯基关于和的不等式可以证明三角形不等式。设 { }ix ξ= ， { }iy η= ，

{ }iz ζ= 都属于 X，则有

由此我们证明了数列空间 X 是距离空间叫做 Lp 空间。当 p=2 时，得 L2 空间，

又叫希尔伯特坐标空间，或元限维欧几里德空间。

空间 Lp 中元素序列｛xn｝，                        收敛于元素 { },, 21 ξξ=x

∑∑∑
∞

=

−
∞

=

−
∞

=

+++≤+
1

1

1

1

1 i
i

p
ii

i
i

p
ii

i

p
ii ηηξξηξηξ

( )
























+
















+≤ ∑∑∑

∞

=

∞

=

∞

=

− p

i

p
i

p

i

p
i

q

i

qp
ii

1

1

1

1

1

1

1 ηξηξ
























+
















+= ∑∑∑

∞

=

∞

=

∞

=

p

i

p
i

p

i

p
i

q

i

p
ii

1

1

1

1

1

1
ηξηξ

q

i

p
ii

1

1








+∑

∞

=

ηξ

( )
p

i

p
iiii

p

i

p
iizx

1

1

1

1
, 








−+−=








−= ∑∑

∞

=

∞

=

ζηηξζξρ

( ) ( )zyyx
p

i

p
ii

p

i

p
ii ,,

1

1

1

1
ρρζηηξ +=








−+








−≤ ∑∑

∞

=

∞

=

pq
111 =−

( ) ( ) ( ){ } ,,,, 21
n

i
nn

nx ξξξ=
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