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前 言 

Boltzmann(玻耳兹曼)方程是气体运动论的基本方程, 因 L. Boltzmann 1872 年首先提

出而得名. 它是一个非线性积分微分方程, 用于描述气体分子速度分布函数的变化, 它对

研究稀薄气体动力学有重要意义. 在建立非平衡态统计力学的初期, Boltzmann 方程也起到

了奠基的作用. 在一定条件下BBGKY方程可以导出Boltzmann方程. 当气体的密度变大成

为稠密气体时用 BBGKY 方程描述. H. Grad 在《Correlation, Fluctation, and turbulence in 

Rared field Gas》中讨论了 BBGKY 方程与湍流之间可能存在的关系, 认为对非线性非稳定

流和湍流必须用BBGKY方程描述, 而不能用Boltzmann 方程和Navier- Stokes方程来描述. 

当在分子的三点混乱水平上考虑问题时, BBGKY 方程(含无穷多个方程)的前两个方程(称

为二粒子 Boltzmann 方程组)可以独立求解.  

本书前两章介绍了线性和非线性输运理论的基本内容, 后四章讲述了近年来对其开展

的研究工作, 即介绍了二粒子 Boltzmann 方程组的特征值问题、近似解、自型解、初值问

题、H-定理及熵的关系等方面的内容.  

本书第一章、第二章，以及第三章的§3.1、§3.2 和第六章的§6.1 由赵迎春撰写完成；

第三章的§3.3、§3.4, 第四章、第五章, 第六章的§6.2、§6.3 由布仁满都拉撰写完成，

两人共同对全书内容进行了整理. 

在本书即将出版之际, 衷心感谢“内蒙古自治区自然科学基金项目”(No.2015MS0110)

和“内蒙古自治区高等学校科学技术研究项目”(No.NJZY14276)的资助. 

鉴于著者的水平有限, 书中不足和错误之处在所难免, 敬望读者不吝指正. 
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第一章 气体分子运动论基本原理 

§1.1 速度分布函数 

分子运动论研究由大量的分子组成的气体, 这些分子在大多数时间间隔内相互独立地

运动. 如果没有外力, 分子做直线运动. 当两个分子相互碰撞或与壁面碰撞时, 分子的碰撞

破坏分子直线运动. 如果相比分子的动能, 分子的势能可以忽略, 则称这种气体为稀薄气

体, 否则称为稠密气体.  

为了更好地理解稀薄气体 , 假设分子是直径为 d 的硬球 . 众所周知, 当温度等于

273.15K, 压力等于 102.325 Pa 时, 1 摩尔比稀薄气体占有的体积和该体积内的分子总数分

别等于 21024.2 MV m3 和 2310022.6 AN 分子/mol. 在这种情况下, 分子(有时称为

粒子)数密度 251068.2/  MA VNn 分子/m3. 因此我们可以认为每个分子占有体积为 

261072.3/1  nVC m3 的正立方体空间. 因此, 分子占有的空间的边长为 D = (VC)
1/3 

910343  . m, 它代表分子之间的平均距离.  

 

图 1.1 平均自由程 

设一个分子以相对平均速度 g 在数密度为n的气体中运动. 由图1.1可以看出, 该分子

在单位时间内与底面积为
2πd , 高度为 g 的圆柱内的其他分子发生碰撞. 因此, 碰撞频率

为 gn 2π . 平均自由时间为 )π/(1/1 2gdn  . 一个分子与其他分子不发生碰撞的
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平均距离, 即分子的两次碰撞之间的平均距离, 称为平均自由程, 记为 l. 当气体处于平衡

态时, 有 

gdn

c
cl

2π
  , cg 2 , 

其中 c 是分子的平均热速度, 第二个等式在平衡态气体中成立. 也就是说, 在平衡态气体

中平均自由程为 

2π2

1

dn
l  . 

该公式说明了平均自由程反比于分子数密度, 也反比于分子直径的平方. 注意, 对离平衡

态不远的情况也可以用该公式.  

由完全相同的质量为 m 的分子组成的气体称为单组分气体或简单气体. 我们一般采用

统计学的方法研究气体, 因为单位体积的气体是由大量的无序的分子构成的. 在标准状态

下, 1 cm3气体中含有大约 31019个气体分子. 因此, 用统计学的方法描述比大量分子的精

确描述简单得多.  

假设 P(x)是几率密度, x = (x1, x2,…, xn), P(x)dx 表示 x 处于 x 和 x + dx 之间的几率. dx

是体积元(dx = dx1dx2…dxn). 还有几率满足 

 
V

P 1)d( xx ,                            (1.1) 

其中 V 是 x 的整个变化范围.  

假设(x)是任意给定的函数. 那么我们可以利用几率密度, 表示(x)的均值(或平均值

分)：  


V

P xxx d)()(  ,                        (1.2) 

以后用符号“ˉ”表示平均值.  

假设气体分布在空间区域 V  R3中, 在 t 时刻分子处于状态点(x, c, t)的概率密度为

P(x, c, t), 则分子在状态(x, c, t)附近出现的概率为 P(x, c, t)dxdc. P(x, c, t)还满足 

1dd),,(
3


RV

tP cxcx  (t  0).                   (1.3) 
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设 f (x, c, t) = NP(x, c, t), 称 f 为速度分布函数. 由(1.3)可知函数 f 满足 

Ntf
V


 3

dd),,(
R

cxcx  (t  0).                   (1.4) 

N 是 V 内气体分子的总数. f(x, c, t)表示在时刻 t, 那些位于体积元 x, dx 中而且速度范围在

c, dc内的分子的几率数. 根据以上讨论可知, t时刻, 在x处单位体积内的气体分子数, 即数

密度为 


3

d),,(
R

ccx tfn .                         (1.5) 
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§1.2 宏观量和熵函数 

宏观量是能够观测到的物理量, 如气体温度、压力、速度和分子通量等. 在统计学中这

些量可以用速度分布函数表示出来.  

气体的密度(单位体积内的质量) ),( tx 可定义为 


3

d),,(),(
R

ccxx tmfmnt .                    (1.6) 

对于单组分(简单)气体, 流体速度(气体宏观速度)和平均分子速度是相等的：  


3

d),,(
),(

1
),(

R

ccxc
x

cxu tf
tn

t .                 (1.7) 

有时, 我们在与流体一起运动的坐标系中研究流体力学问题. 这时, 分子在运动坐标

系中的运动速度等于 

ucC  ,                             (1.8) 

称 C 为特征速度或热速度. 对单组分(简单)气体来说, 特征速度的平均值等于零, 因为 

0 uuucC .                       (1.9) 

单位质量气体的内能 e 可定义为 

ccx d),,(
2

1 2

 tfmCe .                     (1.10) 

在气体分子运动论中, 定义温度 T 为 

nRTe
2

3
 .                           (1.11) 

下面讨论分子通量. 根据速度分布函数的物理意义, 在 t 时间内, 通过面积元 A (垂

直于 x3轴)的分子数为 

3213213 ddd),,( ccccccAftcN  , 

其中 Atc 3 是圆柱体的体积(见图 1.2).  

分子通量可定义为在单位时间内通过单位面积的分子数, 即 
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3213213 ddd),,( ccccccfc
tA

N





 .                (1.12) 

利用 Maxwell 分布和坐标变换可以计算出总的分子通量：  

  


 









0

2

π

0

π2

0

3)2/(
2

3

2

π2
dd ce

RT

m
nc RTmc c

n

4
dsincos  , 

其中 )π/(8 mRTc  . 

 

图 1.2 通过面积元 ΔA 的分子通量 

众所周知, 容器壁面受到的压力是由气体分子的动量传递引起的. 如果分子与壁面碰

撞是弹性的, 即弹性碰撞, 则碰撞前后速度的大小不变, 只是改变方向, 切向分量不变, 法

向分量变成相反(即由 c3 变为-c3). 因此, 一个分子与壁面发生碰撞后, 动量的改变量为

2mc3, 从而可得出单位时间、单位面积内的动量改变量为 

321321
2
33 ddd),,(22 ccccccfmc

tA

N
mcp 




 , 

对所有可能的速度积分, 可得总的压力为 

  
 








0
1321

2
323 d),,(dd2 ccccfmcccp , 

当 f 满足 Maxwell 分布时, 可以证明 nRTp  成立.  

在简单的剪切流中, 流体被限制在两个平行板之间, 流体满足无滑移物、无渗透边界条

件. 在 x3 = 0 平面静止不动, 在 x3 = L 处的平面以常速运动, c = (0, c2 (x3), 0). 该速度剖面是

线性的, 见图 1.3. 

位于 x3处的界面上的动量传递等于该界面的上面和下面层处的分子动量之差. 令 是
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分子速度矢量和 x3-轴之间的夹角. 一个分子与另一个分子发生碰撞之前行走的距离等于

平均自由程. 位于 x3 − l cos θ 和 x3 + l cos θ 的分子的动量之差为 

 cos
d

d
2)cos()cos(

3

2
3232

x

c
mllxmclxmcI  . 

 

图 1.3 简单剪切流的速度剖面  

利用分子通量公式(1.12), 可以算出所有分子的动量传输： 

3213213

3

2
23 ddd),,()cos(

d

d
2 ccccccfcl

c

c
mP  . 

ΔP23 代表单位时间内通过单位面积的动量, 即压力. 该压力作用在垂直于 x2-轴的界面, 并

平行于 x3-轴. 对所有可能的速度积分后可以得到总的压力分量 P23: 

 














π2

0

)2(

23

0

2

π

0
3

2
23

2

π2
dd

d

d RTmce
RT

m
nc

x

c
mlP   

3

2

3

223

d

d

d

d

3
dcos

x

c

x

ccnml
c   , 

其中 

3cnml , 

称为气体的黏性系数. 代入 l 和c 的表达式, 得 

223π3

2

d

mRT
 . 

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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第二章 基本方程 

§2.1 Boltzmann 方程 

在本节中, 考虑由同一种分子组成的气体, 即简单气体. 用 f 表示速度分布函数. 速度

分布函数 f 是位置矢量 x, 分子速度 c 和时间 t 的函数. 在 t 时刻, 那些位于体积元 x, dx 内

而且它的速度在 c, dc 范围内的可能的分子数目等于 

cxcx dd),,( tf ,                       (2.1) 

用m表示分子的质量, mF表示作用在每个分子上的外力. 如果任意一个分子在 dt时间内不

发生碰撞, 则每个分子在时间 dt 内从原位置移动到位置 x + cdt, 速度从 c 变为 c + Fdt. 因

为没有分子之间的碰撞, 故这些分子( cxcx dd),,( tf )过时间段 dt 后将全部既不增加也不

减少地移动到 x + cdt, 它们速度变为 c + Fdt. 根据分布函数的定义有 

cxcxcxFccx dd),,(dd)d,d,d( tfttttf  .              (2.2) 

但是, 一般说来, 第二群的分子总数 f (x + cdt, c + Fdt, t + dt)dxdc 不等于原来第一群的分子

总数 cxcx dd),,( tf , 这是因为分子之间的碰撞会使原来第一群的分子改变速度, 偏离它

们的轨道, 同时, 其他分子改变轨道(因碰撞)进入第二群, 成为第二群的一个分子. 因此, 

在碰撞存在的情况下, 应有下式 

cxFccx dd)d,d,d( ttttf   cxcxcx ddddd),,( t
t

f
tf

碰













 ,      (2.3) 

其中 cxdddt
t

f

碰













表示在某一个固定位置处由碰撞引起的速度分布函数的变化率. (2.3)

式两边除以 tddd xc , 并令 dt 趋于零, 可以推出 Boltzmann 方程：  

碰





























t

fff

t

f

c
F

x
c .                   (2.4) 
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其中
x


表示关于空间的梯度, 

c


表示关于速度的梯度. 可以把 Boltzmann 方程改写为 

碰





























t

fff

t

f

c
F

x
c .                 (2.5) 

上式说明了速度分布函数在空间某一点处的变化率是两部分的和. 

c
F

x
c











ff
 

表示由运动和受外力引起的增加的部分. 另一部分是代表由碰撞而增加的部分.  

下面讨论 碰)( tf  和速度分布函数 f 之间的关系. 碰)( tf  可以用含未知(速度分布)

函数 f 的积分来表示. 所以 Boltzmann 方程是含未知函数 f 的微分和积分的方程. 用 

ttf ddd)( cx 碰                           (2.6) 

表示在 dt 时间内由碰撞而进入 x, c 附近 dxdc 的分子数, 用 

ttf ddd)( cx 碰                           (2.7) 

表示由碰撞而离开 x, c 处的区域 dxdc 的分子数. 因此 










































碰碰碰 t

f

t

f

t

f
.                     (2.8) 

在本节, 假设气体是稀薄气体, 即只考虑二体碰撞, 忽略不计三体或三体以上的碰撞

的几率.  

假设质量为 m1和 m2的两个相互碰撞的分子是光滑、球对称的, 并可以看成力心点. 另

外, 还认为当两个分子相碰撞时, 外力远远小于碰撞时的作用力, 因此在碰撞过程中可以

忽略外力. 用 1c , 2c 和 1c , 2c 分别表示分子 1 和 2 的碰撞前后的速度. 令 

21

2211

mm

mm






cc
G .                          (2.9) 

G 是两个分子组成的系统的质心速度.  

由动量守恒定律和能量守恒定律, 有 

Gcccc 022112211 mmmmm  ,                  (2.10) 
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2
22

2
11

2
22

2
11

2

1

2

1

2

1

2

1
cmcmcmcm  ,                 (2.11) 

其中 m0 = (m1+ m2).  

用 g 和 g′分别表示碰撞前后第二个分子相对于第一个分子的相对速度, 于是 

12 ccg  ,                           (2.12) 

12 ccg  ,                           (2.13) 

 

图 2.1 分子碰撞中相对速度的变化 

根据式(2.9), (2.12)和(2.13)可知可以用G , g , 1g 表示 1c , 2c 和 1c , 2c ：  

gGc1 2M ,                          (2.14) 

gGc 12 M ,                          (2.15) 

gGc1


2M ,                         (2.16) 

gGc 
12 M .                         (2.17) 

将(2.14)–(2.17)代入能量守恒式(2.11)可得 

)(
2

1
)(

2

1 2
21

2
0

2
22

2
11 gMMGmcmcm  ,               (2.18) 

)(
2

1
)(

2

1 2
21

2
0

2
22

2
11 gMMGmcmcm  .              (2.19) 

因此有 

gg  ,                             (2.20) 
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其中 M1 = m1/(m1+ m2), M2 = m2/(m1+ m2).  

 

图 2.2 分子互相碰撞示意图 

在二体碰撞中, 为了方便假设分子 1 静止不动, 位于如图 2.2 所示的 O 点. 相对于分子

1, 分子 2以速度 g相对运动, 即分子 2的相对速度等于 g. 选取以O为原点的球坐标, 极轴

平行于 g. b表示 g至极轴的距离, 称为碰撞参数. 用 g表示碰撞后分子 2相对于分子 1的相

对速度. g 和 g′所在平面与初始平面夹角及 g 与 g的夹角分别记为 ε 和. 过 O 点作平行于

g的一条直线, 则 ε 和如图 2.2 所示. 以 Ω 表示 g方向的单位矢量, 即 Ω 等于 g/g. dΩ 表

示立体角元, 即 

 ddsind Ω .                        (2.21) 

由于设分子 1 在 O 点不动, 分子 2 碰撞前相对于 O 点以相对速度 g 运动. 在 dt 时间内

能与分子 1 碰撞的分子(即能到达面积元 bdbdε 上的分子)应在以 bdbdε 为底面, 以-gdt 为

棱的柱体中, 即这些分子 2 必须在 gbdbdεdt 的体积中, 才能 dt 时间内到达面积元 bdbdε (见

图 2.3).  

 

图 2.3 分子 1附近的状况 



 
·11· 

速度在 c1, dc1, 位置在 x, dx 范围内的分子 1 的分子数为 f1(x, c1, t) dc1dx. 每个分子 1

与体积 gbdbdεdt 中的分子 2 发生碰撞. 对每个分子 1 的这样的体积(gbdbdεdt)中有 f2(x, c2, 

t)gbdbdεdtdc2个分子 2. 所以在时间段 dt 内, 碰撞总数为 

tbgbtftf dddddd),,(),,( 212211 xcccxcx  .               (2.22) 

分1和2碰撞后, 速度分别变为 1c和 2c , 故这两个分子不在原来的速度范围 c1, dc1和 c2, dc2, 

因此, 因碰撞而损失的分子数等于碰撞总数. 根据 1dd)( cx 碰tf 的定义, 对所有可能的

b, ε, c2积分, 并除以 dxdt 得 

gbtftbf
t

f















),,(),,(ddd 22112 cxcxc 
碰

.           (2.23) 

记 

ddd bbσ Ω ,                          (2.24) 

σ 称为微分碰撞截面, 或称微分散射截面, 它是 g 和的函数, 即 σ = σ(g, ).  

上面讨论了这样的碰撞(称为正碰撞)：速度为 c1的分子 1 和速度为 c2的分子 2 碰撞后

速度分别变为 1c和 2c . 这时, 碰撞前的相对速度 g 碰撞后变为 g (碰撞后的相对速度). 

当然存在这样的碰撞, 称为第一对碰撞(正碰撞)的逆碰撞或反碰撞：速度为 1c的分子 1 和

速度为 2c 的分子 2 碰撞后速度分别变为 c1 和 c2. 这时, 碰撞前的相对速度 g碰撞后变为

g (碰撞后的相对速度).  

用类似于求(2.22)的方法可求出在dt时间内, 在( 1c , 1dc ), ( 2c , 2dc ), (x, dx)内发生的

逆碰撞次数为 

tgtftf ddddd),,(),,( 212211 xccΩcxcx   .               (2.25) 

其中 Ω表示 g方向的单位向量, σ可以用 σ 代替. 利用(2.9)和(2.14)–(2.17)可推出 

gccc  222111 MMM ,                     (2.26) 



 
·12· 

gccc 
122112 MMM ,                     (2.27) 

gccc 222111 MMM  ,                     (2.28) 

gccc 122112 MMM  .                     (2.29) 

利用(2.26)–(2.29)可以证明 

gccgcc  ddd||ddd 2121 J .                     (2.30) 

1
),,(

),,(

21

21 





gcc

gcc
J ,                      (2.31) 

即 

gccgcc  dddddd 2121                       (2.32) 

成立. 因此可把逆碰撞次数(2.25)表示为 

tgtftf ddddd),,(),,( 212211 xccΩcxcx  .                (2.33) 

对所有可能的 c2和 Ω 积分, 可得因逆碰撞而增加的第一类(c1, dc1)分子的增量： 

),(),,(),,(dd 22112  ggtftf
t

f
cxcxΩc 
















碰

.          (2.34) 

由(2.8), (2.23), (2.24)和(2.34)可推出 
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  ),,(),,([ 2211 tftf cxcx  

22211 dd),()],,(),,( cΩcxcx  ggtftf .   

因为我们只讨论简单气体(只有一种分子组成的气体： m1 = m2), 所以也可以把上式表示为 

碰














t

f
  111 dd),(][ cΩ ggffff .               (2.35) 

其中 

),,( tff cx , ),,( 111 tff cx , 
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