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«高中数学解题研究»顾问题词
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首先特别感谢读者们对«第１辑:小题大做»的支持,销售的火爆程度令我们始料未及,

有的读者从预订到收到书足足等了２个月.读者的热情与期待也让我们内心颇为忐忑,唯

恐读者失望.幸好,从目前的反馈来看,读者对我们的书还是非常满意的,这也让我们更加

坚定信心,大家的支持会让我们做得更好!

从«第１辑:小题大做»选题之初,我们就已决定第２辑叫«大题细做»,一方面是从名字

上进行呼应,更重要的是,与“大做”一样,“细做”意味着本书将继续我们的解题教学理念,将

我们对数学解题的思考进行到底,以书载道,让更多的学生受益!

此次我们从２０１４－２０１６三年的各省市高考题中筛选出１５道解答题,主要是函数与导

数、解析几何两个模块,这些题目基本都是处于试卷最后位置的两道题,毫无疑问称得上是

“难题”.通过对这些“难题”的“细做”,我们希望将“难题”变为“典型题”,使其解法与思维策

略具有迁移性.数学家笛卡尔说“我所解决的每一个问题都将成为一个范例,以用于解决其

他问题”．罗增儒教授在第１辑的题词中曾鼓励我们:“谁也无法教会我们解所有的数学题,

重要的是,通过有限道题的学习去领悟那种能解无限道题的数学素养.以有限达无限是我

们追求的目标!”

«第２辑:大题细做»的目标读者为基础较好的高中学生及教师,定位为教辅读物,写作

特色为“拾级而上”,采取叙事性的语言,将解题过程娓娓道来,在疑问与探索中揭示一道题

目解决的心路历程,文笔贴近学生,“细做”体现在:

(１)Why———为什么要这样解题?

对解题步骤进行合情、合理的说明,充分暴露思考的过程,教给学生遇到解题障碍时“应

该怎样想”,努力说明每一个解题念头都是自然的、合理的;

试读结束：需要全本请在线购买： www.ertongbook.com



(２)How———怎么解?

对解题步骤以“慢动作”呈现,尤其是关键步骤、学生容易“卡壳”的步骤,着力用笔展示

思维过程、细节处理的技巧,让学生看得真真切切,并且几乎每道题目都展现了不同的解法,

体现了不同的思维导向;

(３)Reflection———解后反思

注重解题规律的提炼与数学思想的升华,并对题目的背景与渊源进行挖掘,分析一题但

不限于一题,每一篇文章都在示范如何做到“入宝山而不空返”,使读者在阅读后不仅知道

“怎样解题”,还能“学会怎样解题”.

与«第１辑:小题大做»一样,本书依然由学大教育集团与 QQ群“中国数学解题研究会”

(群号４７２２４６８７)的诸位名师联袂完成,感谢学大教育郑州分公司、学大教育江苏分公司、学

大教育深圳分公司高中数学教师团队的大力支持,感谢参与本书写作的 QQ群友宫前长、梅

磊、杨春波等老师,在本书写作过程中,共收到百余篇稿件,感谢所有投稿支持我们的朋

友们!

特别感谢许永忠、蔡玉书、汪仁林、杨春波、郑良、蒋寿义等老师所做的审稿工作!

为了方便读者阅读,我们将在«高中数学解题研究»读者交流 QQ群:２８１３２２４０６中发布

书中练习题的详解,欢迎加入与我们一起进行“高中数学解题研究”.高考前,我们将会出版

«第３辑:数学文化高考专题»,以便让广大师生更好地应对“数学文化的考查”.

由于水平有限,时间仓促,难免会出现一些纰漏甚至错误,请读者批评指正.

齐建民
(学大教育郑州分公司教研总监)
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问题虽小价值大,简化转化最优化

１　　　　

问题虽小价值大,简化转化最优化
[江苏省徐州市第一中学　张培强]
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阅读提示:
求圆锥曲线的离心率是一类很常见的问题,在各类考试中多以选填题形式出现,题目小巧但考查的

内容可不少,从圆锥曲线的定义到三角函数、平面几何知识、计算能力等等,变化多端,不时让学生头疼,
那么此类问题有没有通用的、一般性的解题策略呢? ２０１４年高考江苏卷数学第１７题比较少见地在解

答题中考查离心率的求解,可见本题价值之大,相信张培强老师的精彩分析一定能给你满意的回答!

试题呈现

例(２０１４江 苏１７)如图,在平面直角坐标系

xOy 中,F１,F２ 分别是椭圆x２
a２＋y２

b２ ＝１(a＞b＞０)

的左、右焦点,顶点B的坐标为(０,b),连接BF２并延

长交椭圆于点A,过点A 作x 轴的垂线交椭圆于另

一点C,连接F１C．

(１)若点C的坐标为 ４
３
,１
３

æ

è
ç

ö

ø
÷,且BF２＝ ２,求

椭圆的方程;
(２)若F１C⊥AB,求椭圆离心率e的值．

分析题意

第一问易得椭圆的方程为x２
２＋y２ ＝１．第二问

是求椭圆离心率,题干给出了一般椭圆中的作图,此
时,椭圆的扁圆程度还未确定,直到第二问给出了垂

直条件,椭圆的形状才定下来．因此这个垂直条件是

关键．
官方标准答案提供的解题方法:循着作图的顺

序,联立直线BF２ 与椭圆的方程求解点A 的坐标,

由对称性得点C的坐标,于是可表示直线F１C 的斜

率,继而得到用a,b,c表示的斜率乘积

b３
a２＋c２－０

２a２c
a２＋c２－

(－c)

􀅰 －b
c

æ

è
ç

ö

ø
÷＝－１,再利用b２ ＝a２－c２ 消去b,得到a２

＝５c２,从而获得离心率e的值．
此解法遵循题目的表述,原样翻译成数学符号,

逢相交便联立,遇交点求坐标,没有半点绕弯,是解

析几何综合问题的常规求解思路,然而未经转化的

解析几何运算通常是繁杂的．优化思路、简化运算一

直是解析几何解题者的追求．如何优化使用垂直的

条件,如何简化运算,甚至避免直线与椭圆的联立,

于是乎求简的需求就这样产生了!

多维思考

在解析几何中,将两直线的垂直用斜率乘积为

－１来表示是最直接的．在此之前,就要将所需点的

坐标求出来,于是问题解决变成了一系列的运算．因

此,我们优先考虑如何简化其中的运算．

１．如何简化运算

(１)利用垂直简化直线F１C的表示

因为直线BF２的表示很简单,所以垂直条件下的

F１C的斜率表示起来也很简单．也就是说,我们可以

先使用垂直条件,就不用通过求点C的坐标来表示直

线F１C的斜率了．反过来,直线F１C可用来求点C．
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２　　　　

先求点A 的横坐标:易知直线 BF２ 的方程为

y＝－b
cx＋b,联立

y＝－b
cx＋b,

x２
a２＋y２

b２ ＝１,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

消去y并整理

得,１
a２＋１c２

æ

è
ç

ö

ø
÷x２－２cx ＝０,解得xA ＝ ２a２c

a２＋c２．

由F１C⊥AB 可知,直线 F１C 的方程为y ＝

c
b

(x＋c),联立
y＝ c

b
(x＋c),

x２
a２＋y２

b２ ＝１,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

消去y 并整理得,

(b４＋a２c２)x２＋２a２c３x＋a４(c２－b２)＝０,解得xC ＝
a２(b３－c３)
b４＋a２c２ ．

下面,我们要考虑的是用什么条件得到关于a,

b,c的等式:垂直已经用过了,观察图形,还有没用到

的点、直线吗?只有AC 了．而AC 是过点A 作的x轴

的垂线,因此,一定有xA ＝xC,即a２(b３－c３)
b４＋a２c２ ＝

２a２c
a２＋c２

,又b２ ＝a２－c２,化简得a２ ＝５c２,所以椭圆

离心率e为 ５
５．

这样,通过垂直关系的优先使用,改变了作图顺

序,使得A,C 两点的对称最后出现,我们的运算都

往中间用力,对点C的横坐标“算两次”,从而获得了

等式．因此简化了直线F１C 的表示,也省掉了对点

A,C的纵坐标的求解．不过美中不足的是多了一次

直线与椭圆方程的联立．

(２)利用设而不求避开直线与椭圆方程的联立

联立直线与椭圆的方程,可直接求出两者的交

点坐标,然而运算较麻烦．转念想想,我们可以先将

交点设出来．能否“设而不求”呢?

设A(x０,y０),就 可 以 用 它 来 表 示 其 他 点,如

C(x０,－y０)．继续寻找与点A 相关的,点A 在直线

BF２ 上,所以(x０,y０)满足bx０＋cy０－bc＝０,那么由

点C在直线F１C上以及F１C⊥AB可得,cx０－b(－y０)

＋c２ ＝０,即cx０＋by０＋c２ ＝０．当然,点A还在椭圆

上,有x２０
a２＋y２０

b２ ＝１．

点A 的坐标满足的关系还挺多!然而,要求离

心率,不需要x０,y０,只要获得a,b,c的等式即可．因

此要将上面所得三个等式中的x０,y０ 消去,即选两

个等式解出x０,y０,再代入第三个等式．那么选哪两

个等式会方便计算呢?

当 然 是 联 立
bx０＋cy０－bc＝０,

cx０＋by０＋c２ ＝０,{ 可 解 得

x０ ＝ a２c
b２－c２

,

y０ ＝－ ２bc２
b２－c２

,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

代 入 椭 圆 方 程,得 a２c２
(b２－c２)２ ＋

４c４
(b２－c２)２ ＝１,又b２＝a２－c２,化简得a２＝５c２,所

以椭圆离心率e为 ５
５．

本解法在“设而不求”想法的指引下,先设再

求,等到再求时成功避开了直线与椭圆方程的联立．

２．换个角度

解析法给我们以精确的感觉,图形上的繁复关系

总可以通过推演而得到,而几何却给我们以美的视觉

享受．解析几何问题．首先
  

是几何问题．从几何的角度

看,本题的垂直条件暗示有直角三角形可以使用．

(１)从椭圆的定义出发

设F１C与AB 交于点P,则 ∠F１PF２ ＝９０°,出

现了一个直角．而以椭圆的两焦点为顶点的三角形

当首推“焦点三角形”．因此,我们连接F２C,显然有

CF１＋CF２＝２a．若CF１,CF２可以用a,b,c来表示,

那也就得到了关于a,b,c的等式．

我们把目光聚焦在Rt△F１PF２ 上．能否通过这

个直角三角形表示出CF１,CF２ 呢?因为Rt△F１PF２

的 内 角 ∠F１F２P ＝ ∠OF２B, 所 以 PF２ ＝

F１F２cos∠F１F２P ＝２c
２

a
,PF１ ＝F１F２sin∠F１F２P ＝

２bc
a ．继而,我们只要知道PF１

PC
就可以表示CF１ 了,而

PF２

PB
是确定的,又CF２ 与AF２ 关于x轴对称,所以
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问题虽小价值大,简化转化最优化

３　　　　

F２C∥F１B,则 △PF２C∽ △PBF１,所以CF１ ＝PF１

×BF２

PB ＝ ２abc
a２－２c２

,CF２ ＝BF１×PF２

PB ＝ ２ac２
a２－２c２

．所

以CF１＋CF２ ＝ ２abc
a２－２c２ ＋ ２ac２

a２－２c２ ＝２a,整理得

bc＝a２－３c２,为利用b２＝a２－c２ 消去b,把等式平方

得(a２－c２)c２＝(a２－３c２)２,同时要注意等价,还应有

a２－３c２＞０,所以
１０e４－７e２＋１＝０,

e２＜ １３
,{ 解得e２＝１５

,

所以椭圆离心率e为 ５
５．

这样,我们从椭圆的定义出发,将已知转化到

“焦点三角形”上,获得了等式．不过,在消去b的过

程中,若未注意到原式的特征,则会产生两解．代数

变形时留意等价性,会省去检验的烦扰．

(２)从离心率的定义出发

离心率是焦距与长轴长的比值,即２c
２a
,结合椭

圆的定义,也即 F１F２
CF１＋CF２

,因此２c
２a＝ F１F２

CF１＋CF２
．

在 △F１CF２ 中,由 正 弦 定 理 有, F１F２
CF１＋CF２

＝

sin∠F１CF２

sin∠F１F２C＋sin∠CF１F２
．下面,我们要将这三个正弦

值表示为a,b,c的关系．考虑△F１CF２与Rt△F１PF２有

公共角∠CF１F２,毫无疑问,∠CF１F２ 承担着“架桥”的
任务．

设 ∠CF１F２ ＝θ,则 ∠BF２F１ ＝ １
２∠AF２C ＝

π
２－θ,所以∠BF２C＝２θ,则∠F１CF２＝π２－２θ．所

以 F１F２
CF１＋CF２

＝
sin π２－２θæ

è
ç

ö

ø
÷

sin π２＋θæ

è
ç

ö

ø
÷＋sinθ

＝ cos２θ
cosθ＋sinθ＝

cosθ－sinθ．

接着,我们再将θ联系到椭圆的特征三角形

BOF２ 中去,显然有 △F１PF２ ∽ △BOF２,所以cosθ

＝ b
a
,sinθ＝ c

a
,所以２c

２a＝ b
a －c

a
,即b＝２c,所以

a２－c２ ＝４c２,即a２ ＝５c２,故椭圆离心率e为 ５
５．

由此可见,一个垂直条件实现了“特征三角形

BOF２”与“焦点三角形F１CF２”之间很好的沟通．
“边 → 角 → 边”的两度转化自然而然．

见山不是山

离心率的求解在各类考试中以小题居多,作为

高考题的第二问独立出现是很罕见的,这说明本题

的命题人对该题的考查价值是非常认可的,真是问

题虽小,价值巨大．
离心率问题的解决方向是想方设法获得a,b,c

的关系,常常是将题目所给条件(如本题中的两直线

垂直)或图形中的关系(如本题中的对称,相似等)

转化．
正确计算是解决解析几何问题的基本功,数形

结合是转化解析几何问题的出发点．若想在目前的

高考中所向披靡,两者缺一不可,两手都要硬,我们

给出以下建议:

(１)重视运算能力

运算能力包括基本的计算与算法的选择两个维

度．例如已知直线与椭圆相交的一个交点,求另一个

交点,这种是基本的计算,必须熟练掌握．另外,在进

行复杂的运算之前,要有算法选择意识,想清楚计算

的过程,选择尽量优化的算法与顺序再动手．

(２)强化数形结合思想

解析几何是用解析的方法解决几何问题,但并

不排斥对图形结构的分析,若能运用好数形结合思

想,先从图形上将问题转化,再计算则会轻巧很多．

(３)选定一个方向,做下去

解析几何计算的繁杂是常态!与其“望而却步”,

不如“埋头实算”,你要坚信,只要方向正确,题目一

定是可以解决的,不要轻易地半途而废．和任何事情

一样,数学解题也是一个充满喜怒哀乐的过程,唯有

坚持,才能品尝到成功的喜悦!
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４　　　　

１．如图,已知椭圆x２
a２＋

y２
b２ ＝１(a＞b＞０)的左、

右焦点为F１、F２,P 是椭圆上一点,点M 在PF１ 上,

且满足F１M→ ＝２MP→,PO⊥F２M,O为坐标原点,求
椭圆离心率e的取值范围．

２．如图,在平面直角坐标系xOy 中,已知椭圆

C:x
２

１６＋y２
１２＝１,过左顶点A作斜率为k(k≠０)的直

线l交椭圆C 于点D,交y轴于点E．已知P 为AD
的中点,是否存在定点Q,对于任意的k(k≠０)都有

OP ⊥EQ?若存在,求出点Q 的坐标;若不存在,说
明理由．

　　３．如图,在平面直角坐标系xOy 中,椭圆x２
２ ＋

y２＝１的左、右焦点分别为F１,F２．设A,B是椭圆上

位于x轴上方的两点,且直线AF１与直线BF２平行,

AF２ 与BF１ 交于点P．求证:PF１＋PF２ 是定值．

答案:

１．１２
,１æ

è
ç

ö

ø
÷　 提示:设P(x０,y０),根据已知条件

求出x０,利用点P在椭圆上,故x０∈(－a,a),解不

等式得离心率的取值范围．
２．(－３,０)　 提示:利用k为参数,求出点D,P

的坐标,再利用垂直列恒等式．

３．PF１＋PF２ ＝ ３２ ２　
提示:设AF１,BF２ 的

方程分别为my ＝x＋１,my ＝x－１,求出A,B 两

点的坐标,表示出PF１＋PF２,利用椭圆的定义证明

其为定值．
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轨迹方程有妙法,今朝重现蒙日圆

５　　　　

轨迹方程有妙法,今朝重现蒙日圆
[学大教育深圳分公司 　 汪 　 飞]

􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻

􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀤻
􀦻 􀦻

􀦻􀦻

阅读提示:
求轨迹方程是解析几何的基本问题,其实质就是求曲线上的任一动点的坐标所满足的等量关系．求

轨迹方程的不同方法都是基于对这个实质的理解与追求,从不同角度进行的操作．简单的问题可以用直

接法,稍复杂些的问题可以用代入法、交轨法等方法．比较难的求轨迹方程的题目往往体现在动态关系

复杂,变量繁多,让人觉得无从下手．这篇文章选取的就是一道很有代表性的高考题,汪飞老师给出了多

种解法,从基本解法到巧妙解法的呈现遵循了“拾级而上”的思维升华,其中体现出来的丰富数学思想

请同学们细细体会．

试题呈现

例(２０１４广东文(理)２０)已知椭圆C:x
２

a２＋
y２
b２ ＝

１a＞b＞０( )的一个焦点为 ５,０( ),离心率为 ５
３．

(１)求椭圆C的标准方程;
(２)若动点P x０,y０( )为椭圆C外一点,且点P

到椭圆C的两条切线相互垂直,求点P的轨迹方程．

初探端倪、通法引路

易得椭圆C的标准方程为x２

９＋y２
４ ＝１,这里重

点分析第(２)问的处理方法．从问题类型来看,第二

问属于求两条直线交点的轨迹方程问题,常规套路

是“交轨法”,即:设出两条直线的方程 → 求出两条

直线的交点坐标 → 消去坐标中含有的参数．计划已

制订好,那就行动吧!

☞ 解法１:

我们让点P 的坐标最后出现,所以设切线方程

为斜截式．
(１)当两切线的斜率均存在时,设一条切线PA

的 方 程 为 y ＝ kx ＋ m, 由
y＝kx＋m,

x２
９＋y２

４ ＝１{ 得

９k２＋４( )x２＋１８kmx＋９m２－３６＝０,依题意Δ＝
１８２k２m２－４９k２＋４( ) ９m２－３６( ) ＝０,化 简 得 到

m２ ＝９k２＋４　①．

设另一条切线PB 的方程为y ＝－１kx＋n,同

理可得n２ ＝ ９k２＋４　②．

由
y＝kx＋m,

y＝－１kx＋n{ 解得

x０ ＝ n－m( )k
k２＋１

,

y０ ＝nk２＋m
k２＋１

．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

下面的问题就是如何消去其中的参数k,m,n,
注意到①②中m,n都带平方,且x０,y０ 的分母均为

k２＋１,所以尝试平方相加:

x２０＋y２０＝ n－m( )２k２＋ n２k４＋２mnk２＋m２( )

k２＋１( )２

＝ m２＋n２( )k２＋ n２k４＋m２( )

k２＋１( )２
．

代入①②得x２０＋y２０＝１３k
４＋２６k２＋１３
(k２＋１)２ ＝１３．

(２)当两切线均与坐标轴垂直时,则点P 的坐

标为 ±３,±２( ),也满足x２０＋y２０ ＝１３,
故所求点P 的轨迹方程是x２＋y２ ＝１３．
我们平时要归纳和提炼一些类型题的解题套

路,在遇到问题时迅速识别,就能很快找到解题方

向,形成如下的思维运行方式:

☞ 解法２:

如果从一开始就让点P 的坐标出现,则应设切

线方程为点斜式．
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６　　　　

当切线的斜率存在时,设 一 条 切 线 的 方 程 为

y－y０ ＝kx－x０( ),即y＝kx＋ y０－kx０( ),

由
y＝kx＋(y０－kx０),

x２
９＋y２

４ ＝１,{ 消去y得(９k２＋４)x２＋

１８k(y０－kx０)x＋９(y０－kx０)２－３６＝０．
依题意得Δ＝[１８k(y０－kx０)]２－４×(９k２＋４)×

[９(y０－kx０)２－３６]＝０,
化简得 y０－kx０( )２－９k２－４＝０　①,

设另一条切线的方程为y－y０＝－１k
(x－x０),

同理得 y０＋x０
k

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＝ ９k２＋４　②．

下面只需从 ①② 中消去参数k即可．
由①＋k２×②得 y０－kx０( )２＋ ky０＋x０( )２＝

１３k２＋１( ),化简得x２０＋y２０ ＝１３．
再检验斜率不存在的情况即可得点P的轨迹方程．
上述两种解法的共同点是都设出了两切线方程,

利用了判别式为零,不同之处是消参的思路,解法１

是求出交点的坐标
x０ ＝f(m,n,k),

y０ ＝g(m,n,k),{ 消去参数,解

法２是得到两个含有x０,y０的等式
f(x０,y０)＝０,

g(x０,y０)＝０,{ 消

去参数．解法２更体现了求轨迹方程问题的关键:找
到含有x０,y０ 的两个等式!

顺势而上、妙法迭出
有了上面两种解法为基础,我们可以乘胜追击,

找到一个个新的突破方向．

☞ 解法３:对解法１进行优化

在得到m２ ＝９k２＋４与n２＝９k２＋４后,两条切线

方程可以写成y＝kx± ９k２＋４和y＝－１kx±

９
k２＋４,两直线方程联立得

y－kx＝± ９k２＋４,

ky＋x＝± ９＋４k２,{ 两

式平方相加得到 y－kx( )２＋ ky＋x( )２ ＝ ９k２＋４( )＋
９＋４k２( ),即 k２＋１( ) x２＋y２( )＝１３k２＋１( ),所以点

P的轨迹方程为x２＋y２＝１３．
代数式整体运算来消参,不必执着于非要求出

x０,y０!

☞ 解法４:对解法２进行优化

得到 y０－kx０( )２－９k２－４＝０后,解法２是把

x０,y０ 当作主元,再写一式消去k．如果换个角度,视

k为主元,那么该式就是关于k的二次方程,它的两

个根就是互相垂直的两条切线的斜率,设为k１,k２,则
k１k２ ＝－１,这样能不能得到只含x０,y０ 的等式呢?试
一试．

将 y０－kx０( )２－９k２－４＝０改写为:x２０－９( )k２

－２kx０y０＋ y２０－４( )＝０,则k１,k２ 是这个方程的两

根,则k１,k２ ＝y２０－４
x２０－９＝－１,化简得x２０＋y２０ ＝１３!

是不是有点出人意料?
其实这样变换视角、直捣黄龙的例子在数学解

题里不胜枚举,比如求二次函数y＝ax２＋bx＋c(a
＞０)的值域,我们习惯将这个式子看成y是x的函

数,若换个视角改写为ax２＋bx＋c－y＝０,就可以

看成是关于x的二次方程,方程有解,故Δ≥０得

y≥４ac－b２
４a

,这就是二次函数的值域!

☞ 解法５:利用椭圆的切点弦方程

设Px０,y０( ) 为 椭 圆 C 外 一 点,切 点 分 别 为

A x１,y１( ),Bx２,y２( ),则切点弦AB 所在直线的方程为

xx０

９ ＋yy０

４ ＝１,由

xx０

９ ＋yy０

４ ＝１,

x２
９＋y２

４ ＝１,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

消去y得

x２０
９＋y２０

４
æ

è
ç

ö

ø
÷x２－２x０x＋９１－y２０

４
æ

è
ç

ö

ø
÷＝０　①．因为kPA

＝－４x１９y１
,kPB ＝－４x２９y２

,且kPA􀅰kPB ＝１６x１x２８１y１y２＝－１,又

x１x０
９ ＋y１y０

４ ＝１,x２x０９ ＋y２y０
４ ＝１,所以x１x２

８１ ＋y１y２
１６

＝ x１x２
８１ ＋ １

y２０
１－x０x１

１６
æ

è
ç

ö

ø
÷ １－x０x２

１６
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０, 即

x２０＋y２０
８１ x１x２－x０

９ x１＋x２( )＋１＝０　②,由①式有

x１＋x２＝ ２x０
x２０
９＋y２０

４

,x１x２＝
９１－y２０

４
æ

è
ç

ö

ø
÷

x２０
９＋y２０

４

,将其代入②

式得x２０＋y２０
９ １－y２０

４
æ

è
ç

ö

ø
÷－２x

２
０

９ ＋ x２０
９＋y２０

４
æ

è
ç

ö

ø
÷＝０,化简

整理得点P 的轨迹方程为x２＋y２ ＝１３．

☞ 解法６:利用直线的参数方程求解,可以

有效地控制计算量,缩短解题长度,也可以充分利用

题目条件

设从点P 所引的一条切线 PA 的参数方程为

x＝x０＋tcosα
y＝y０＋tsinα{ t为参数( ),则另一条切线PB 的参
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轨迹方程有妙法,今朝重现蒙日圆

７　　　　

数方程为
x＝x０－tsinα
y＝y０＋tcosα{ t为参数( ),将PA 的参数

方程代入椭圆方程并整理得(４cos２α＋９sin２α)t２＋
８x０cosα＋１８y０sinα( )t＋４x２０＋９y２０－３６＝０,由判别

式 Δ ＝０得２x０y０cosαsinα－y２０cos２α＋４cos２α－
x２０sin２α＋９sin２α＝０　①;同理可得－２x０y０cosαsinα
－y２０sin２α＋４sin２α－x２０cos２α＋９cos２α＝０　②,由①
＋②并整理得x２０＋y２０＝１３;所以点P的轨迹方程为

x２＋y２ ＝１３．

☞ 解法７:利用椭圆的光学性质

设椭圆的中心为O,F１,F２分别为椭圆的左、右焦

点,F１F２ ＝２５,椭圆的两条切线为PA,PB,点M,N
分别为点F１ 关于PA,点F２ 关于PB 的对称点．由椭

圆的光学性质知F２,A,M 及F１,B,N 分别三点共线,
由椭圆定义有MF２ ＝NF１ ＝２a．设F１M 交直线PA
于点Q,F２N 交直线PB 于点S,分别延长 MF１,NF２

交于点R,则OQ＝１２MF２＝１２NF１＝OS＝a＝３,

OR ＝１２F１F２＝c＝ ５．在矩形PQRS中,由平面几

何知识易知OP２＋OR２ ＝OQ２＋OS２,代入数据得

OP２ ＝OQ２＋OS２－OR２＝９＋９－５＝１３,所以点

P 的轨迹方程为x２＋y２ ＝１３．

见山非山、举一反三
数学家波利亚说:“没有一道题目是可以解决得十

全十美的,总能剩下些工作要做,经过充分的探讨总

结,总会有点滴发现,总能改进这个解答,而且在任何

情况下,我们都能提高自己对这个解答的理解水平．”
做完一道题之后,很多同学可能会忙于去做下

一道,殊不知,如果回头看看,或许会有令人惊奇的

发现,说不定能发现一座宝藏哦!
我们把本题的条件和结论放在一起看:

椭圆C的标准方程为x２

９＋y２
４ ＝１,而所求轨迹

方程为x２＋y２ ＝１３＝４＋９,这是巧合吗?
非也!

与椭圆x２
a２＋y２

b２ ＝１相切的两条垂直切线的交

点的轨迹方程是x２＋y２＝a２＋b２,这是一个圆的方

程,这一优美结论是由法国数学家蒙日(１７４６－
１８１８)首先发现的,故被称作“蒙日圆”．

用上述类似方法可以得到以下结论．

在双曲线中的结论是:与双曲线x２
a２ －y２

b２ ＝１

(a＞b＞０)相切的两条垂直切线的交点的轨迹方

程是x２＋y２ ＝a２－b２,
在抛物线中的结论是:与抛物线y２＝２px(p＞０)

相切的两条垂直切线的交点的轨迹方程是x ＝

－p
２
(可以看成是半径无穷大的圆)．

在近年的高考中,像“蒙日圆”、“阿基米德三角

形”、“彭色列定理”、“阿波罗尼斯圆”等数学史名题

出镜率很高,２０１６年９月出台的考试大纲修订精神

更是首次正式指出数学文化在高考中的重要性,故
而此类问题值得同学们特别重视．

本题的７种解法精彩纷呈,各有其价值,我们需

要指出下面三点．
１．解决解析几何综合问题一般有三条路线:
(１)利用方程思想,主要是结合韦达定理来求

解,如解法１、解法２、解法３、解法４、解法６;
(２)设而不求,灵活运用曲线方程来处理,如解

法５;
(３)结合平面几何知识来处理,很多时候平面

几何知识运用得好可以大大减少计算量,如解法７．
２．对于程度较好的学生,最好多掌握一些“临界

知识”,这样可以秒杀很多难题:
所谓“临界知识”就是高考和竞赛接轨的部分,

初等数学与高等数学的边缘部分,这有助于了解题

目背景,迅速找到解题方向,同学们在高考解答题中

使用时需先证明再运用,相当于以引理的形式给出,
这样才可以保证该题满分．比如这个题涉及的“临界

知识”有:

(１)与椭圆x２
a２＋

y２
b２ ＝１相切的斜率为k的切线

方程为y＝kx± a２k２＋b２;

(２)与椭圆x２
a２＋y２

b２ ＝１相切于点P x０,y０( ) 的

切线方程为xx０

a２ ＋yy０

b２ ＝１;

(３)若点P x０,y０( )在椭圆外,则xx０

a２ ＋yy０

b２ ＝１

为切点弦方程．
这三个结论的证明留给同学们．
３．对于求动点P x０,y０( )的轨迹方程这类问题,

务必深刻领悟两点:
(１)所谓求轨迹方程就是求一个只含有x０,y０

的等式F(x０,y０)＝０,这是我们一切解题行为的

核心;
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８　　　　

(２)在一些复杂问题中当我们得到两个含有

x０,y０ 的等式即
f(x０,y０)＝０,

g(x０,y０)＝０{ 后,下面求出x０,y０

消参,或不求出x０,y０ 而对两个代数式进行整体运

算来消参,都是可以考虑的方向．

１．已知椭圆E:x
２

a２＋
y２
b２ ＝１(a＞b＞０)的离心

率为 ２
２
,过右焦点倾斜角为４５°的直线被椭圆截得

的弦长为４２
３ ．

(１)求椭圆E 的方程;
(２)若动直线l与椭圆E 有且只有一个公共点,

过点M １,０( )作l的垂线,垂足为Q,求点Q 的轨迹

方程．

２．从双曲线x２－y２＝１上一点Q引直线x＋y
－２＝０的垂线,垂足为N,求线段QN 的中点P 的

轨迹方程．

　　３．已知抛物线C∶y２＝２x的焦点为F,平行于

x轴的两条直线l１,l２分别交C于A,B两点,交C的

准线于P,Q两点,若 △PQF 的面积等于 △ABF 的

面积,求AB 中点的轨迹方程．

答案:

１．(１)x
２

２＋y２ ＝１．(２)x２＋y２ ＝２．

２．２x２－２y２－２x＋２y－１＝０．

３．y２ ＝x－３２
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动中有静蕴定值,参数遁形于关系
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动中有静蕴定值,参数遁形于关系
[学大教育江苏分公司 　 周 坤]
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阅读提示:
解析几何的核心思想是坐标法,就是用坐标来研究曲线的性质,或者说是把一个几何问题代数化．

这样看来解析几何的解题过程就可以分为三步:一,建立坐标系并选取合适的基本量(参数)将问题代

数化;二,运用代数方法、技巧来解决问题;三,将代数结果回归到几何意义．由于代数方法的主要特点是

“算”,这就牵涉如何简化计算,涉及一些计算的技巧．这里选取的高考题并不很难,但非常典型,希望有

益于大家理解解析几何的本质,同时注意体会在解题过程中,解题目标的导向是如何调控我们的思

维的．

试题呈现

例(２０１５上海理２１)已知椭圆x２＋２y２ ＝１,过
原点的两条直线l１ 和l２ 分别与椭圆交于A,B和C,

D 四点,记得到的平行四边形ABCD 的面积为S．
(１)设A x１,y１( ),C(x２,y２),用A,C的坐标表示

点C到直线l１ 的距离,并证明S＝２x１y２－x２y１ ;

(２)设l１ 与l２ 的斜率之积为 －１２
,求面积S

的值．

解法分析

１．第一问

第一问易知S＝４S△AOC,所以只要求出S△AOC

即可,求三角形面积最容易想到的方法是１
２ah

,于

是得到下面的解法．

☞ 解法１:以OA 为底边

易得直线l１:y１x－x１y＝０,则点C到l１的距离

d＝ y１x２－x１y２
x２１＋y２１

,AO ＝ x２１＋y２１,则S△ΑOC ＝

１
２ AO d ＝ １２ x１y２－x２y１ ,于是S＝４S△ΑOC ＝

２x１y２－x２y１ ．
当然也可以OC 为底边,过程类似．

　　☞ 解法２:以AC 为底边

直线AC 的两点式方程为(y１－y２)(x－x２)＝
(x１－x２)(y－y２),即(y１－y２)x－ (x１－x２)y＋
x１y２－x２y１ ＝０,点 O 到直线AC 的距离为d ＝

x１y２－x２y１
(x１－x２)２＋(y１－y２)２

＝ x１y２－x２y１
AC

,则S△AOC

＝ １２ AC d ＝ １２ x１y２－x２y１ ,于是S＝４S△AOC

＝２x１y２－x２y１ ．
注意到x１y２－x２y１ 是向量的共线公式,自然让

人猜想:能不能用向量形式来证明?

☞ 解法３:向量形式

设 ∠AOC ＝θ,则S△AOC ＝ １
２|OA→|􀅰|OC→|

sinθ,又cosθ＝ OA→􀅰OC→

|OA→|􀅰|OC→|
,

sinθ＝ １－cos２θ＝ １－
(OA→􀅰OC→)２

(|OA→|􀅰|OC→|)２ ＝

１
|OA→|􀅰|OC→|

(|OA→|􀅰|OC→|)２－(OA→􀅰OC→)２,

故S△AOC ＝ １２
(|OA→|􀅰|OC→|)２－(OA→􀅰OC→)２

＝ １２
(x２１＋y２１)(x２２＋y２２)－(x１x２＋y１y２)２

＝ １２ x１y２－x２y１ ．

于是S＝４S△AOC ＝２x１y２－x２y１ ．
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１０　　　

２．第二问

l１ 与l２ 的斜率之积为 －１２
,也就是y１

x１
􀅰y２
x２ ＝

－１２
,即x１x２＋２y１y２＝０,而我们要求的是面积,也

就是２x１y２－x２y１ ．式子中有四个变量,如何下

手呢?
不要忘了,这四个量还有什么关系?
对,点在椭圆上!
所以应有x２１＋２y２１ ＝１和x２２＋２y２２ ＝１．
于是我们重新把问题描述一遍:
已知实数x１,y１,x２,y２,满足

x２１＋２y２１ ＝１　①,

x２２＋２y２２ ＝１　②,

x１x２＋２y１y２ ＝０　③,

ì

î

í

ïï

ïï
求 x１y２－x２y１ ．

这样,我们就把原问题经过坐标化转化为一个

纯代数问题．
因为要求的是 x１y２－x２y１ ,带有绝对值,而

已知条件中多带有平方,所以我们不难想到也应该

想到先将待求式平方得 x１y２－x２y１ ２ ＝x２１y２２ －
２x１x２y１y２＋x２２y２１．

对比已知条件的结构,要出现x２１y２２ 这样的结

构,只有将 ①×②得x２１x２２＋２x２１y２２＋２x２２y２１＋４y２１y２２＝

１,于是x２１y２２＋x２２y２１ ＝ １
２

(１－４y２１y２２－x２１x２２),于是

x１y２－x２y１ ２＝x２１y２２－２x１x２y１y２＋x２２y２１＝１２
(１

－４y２１y２２－x２１x２２)－２x１x２y１y２．
看到这里你就知道 ③ 式要派上用场了!
因为x１x２＋２y１y２ ＝０,

所以１
２

(１－４y２１y２２－x２１x２２)－２x１x２y１y２

＝１２
[１－(４y２１y２２＋x２１x２２＋４x１x２y１y２)]

＝１２
[１－(x１x２＋２y１y２)２]＝１２．

于是 x１y２－x２y１ ２ ＝ １２
,

则S＝２x１y２－x２y１ ＝２ １
２ ＝ ２．

是不是很自然呢?对代数式 ①②③ 的处理来自

于对目标结构的观察!
还有没有别的方法呢?

　　 这个动态过程的起因是直线,那么选择直线的

斜率为自变量,来表示x１,y１,x２,y２ 肯定是可以的,
于是得到下面的解法．

设l１:y＝kx,则l２:y＝－１２kx．设A x１,y１( ),

C x２,y２( )．

由
y＝kx,

x２＋２y２ ＝１{ 得x２１＝ １
１＋２k２

,y２１＝ k２
１＋２k２

,

同理x２２＝ １

１＋２－１２k
æ

è
ç

ö

ø
÷

２＝ ２k２
２k２＋１

,y２２＝
－１２k

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

１＋２－１２k
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＝ １
２＋４k２

,考虑到x１x２＋２y１y２＝０,

于是 x１y２－x２y１ ２

＝x２１y２２－２x１x２y１y２＋x２２y２１
＝x２１y２２＋x２１x２２＋x２２y２１

＝

１
２

(１＋２k２)２＋ ２k２
(１＋２k２)２＋ ２k４

(１＋２k２)２

＝

１
２

(１＋４k２＋４k４)

(１＋２k２)２ ＝

１
２

(１＋２k２)２

(１＋２k２)２ ＝ １２
,

则S＝２x１y２－x２y１ ＝２ １
２ ＝ ２．

当然用这个思路分别求出x１,y１,x２,y２,代入

x１y２－x２y１ 也是可以的(根据对称性 只 需 考 虑

A,C 分别在第一、二象限即可)．
以上的思路都是求出四个变量,能不能简化呢?
可以的!注意到直线均经过原点,所以借助直线

方程可以来转换同一点的横纵坐标,可以得到下面

的简化解法．

设l１:y＝kx,则l２:y＝－１２kx．设A x１,y１( ),

C x２,y２( )．

由
y＝kx,

x２＋２y２ ＝１{ 得x２１ ＝ １
１＋２k２

．

同理x２２ ＝ １

１＋２ －１２k
æ

è
ç

ö

ø
÷

２ ＝ ２k２
２k２＋１

,

得S＝２x１y２－x２y１ ＝２x１􀅰x２
２k ＋x２􀅰kx１ ＝

２k２＋１
k

􀅰 x１x２ ＝
２k２＋１( ) ２k

k １＋２k２􀅰 ２k２＋１
,

整理得S＝ ２．
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