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AVANT-PROPOS

PRESENTATION

Ce livre s’adresse a toutes celles et a tous ceux qui ont ressenti, un jour, la difficulté
de résoudre un exercice de mathématiques alors qu’ils pensaient connaitre et mai-
triser le cours correspondant.

L’idée centrale est que la véritable compréhension d’un cours de mathématiques
se construit en résolvant des exercices. C’est donc en partant des exercices que nous
allons ici aborder les notions importantes, nécessaires a leur résolution, et non pas
en délivrant un cours au préalable. Celui-ci s’en trouve donc transformé.

Les exercices retenus sont trés variés, car ils ont ét€ choisis pour illustrer, sans
redondance, le plus d’aspects possible de chaque notion. Ils sont accompagnés par
des explications sur les méthodes et techniques classiquement utilisées mais qui
sont rarement explicitées dans les manuels. Les démarches heuristiques (s’aider
d’un dessin ou d’un exemple, reformuler une situation, inventer des questions ou
des sous-probléemes...) sont également mises en valeur.

La lecture de ce livre permettra a un étudiant de se convaincre que faire des
mathématiques, c’est avant tout résoudre des problemes. Il prendra conscience que,
pour réaliser cet objectif, il ne suffit pas de travailler un cours, puis de résoudre des
exercices répétitifs, qui se résument a I’application de régles ou de formules ou a
I’utilisation d’une technique donnée. En effet, cette démarche donne, trop souvent,
une vision des mathématiques fragmentée, ou les concepts mathématiques et leurs
propriétés complexes n’ont guere de place et qui se révele finalement peu
attrayante.

L’étudiant acceptera alors plus volontiers de s’attaquer a des exercices plus dif-
ficiles, dont la résolution ne sera pas immédiate.

Cet ouvrage peut aussi aider de futurs enseignants ou des enseignants en exer-
cice a concevoir de nouveaux scénarios, pour mettre la résolution d’exercices au
centre de I’apprentissage. Les programmes actuels des colleges et lycées désignent
ce type de scénario sous le nom de démarche d’investigation. L’introduction expli-
cite les idées indispensables pour y parvenir. Elle pourra aussi aider les étudiants a
comprendre les raisons profondes de I'efficacité de la démarche proposée et les
encourager a s’y investir pleinement.
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Quatre domaines ont été sélectionnés :

* lire et écrire des mathématiques ;

* travailler avec les nombres complexes ;
* étudier et utiliser les suites numériques ;
* étudier les fonctions de R dans R.

Les trois derniers font classiquement partie du programme de premiére année de
Licence. Les notions abordées dans le premier sont plus rarement explicitées, bien
qu’elles soient la source de graves difficultés pour les étudiants.

L’entrée dans une notion se fait a chaque fois via des exercices. Le nombre
d’étoiles indique leur difficulté relative. Vous trouverez, a la suite des exercices, des
€léments de cours et des méthodes et techniques utilisables dans leur résolution.

Des indications pour la résolution sont présentes aprés chaque partie. Vous évi-
terez de vous tourner trop rapidement vers elles, pour privilégier votre recherche
personnelle.

Les solutions se trouvent en fin de livre. Elles sont accompagnées d’idées a rete-
nir, a consulter apres avoir compris la résolution du probléme ; il s’agit d’un texte
assez court qui comporte soit des résultats, soit des techniques, utilisés dans I’exer-
cice, mais de portée assez générale pour qu’il soit utile de les retenir.

Ce livre est le fruit d’un travail mené au sein de I'IREM de Rennes depuis de
nombreuses années et qui a conduit a la conception du site BRAISE, (Base
RAISonnée d’Exercices), reposant sur les mémes idées que celles développées ici.
Ce site, librement accessible en ligne, présente une sélection d’exercices concernant
de nombreux autres themes du programme de Licence.

Cet ouvrage peut constituer une introduction a I’utilisation de BRAISE. Il renvoie
d’ailleurs régulierement au site, pour vous inciter a prolonger et compléter votre tra-
vail. Ces renvois sont signalés par une indication du type suivant :

> Aller plus loin avec BRrAISE

Theme : Activités a partir d'une courbe
Nature de la tache : Exploiter un graphe

Cela veut dire qu’en choisissant ce theme ou cette nature de tiche dans le site
BRAISE (voir figure 3), vous aurez acces a d’autres exercices sur le méme sujet. Le
mode d’emploi du site est précisé plus bas.

BRrAISE : un site d’exercices en ligne

La base d’exercices BRAISE (http://braise.univ-rennesl.fr) aborde d’autres themes
que ce livre : les séries numériques, 1’algebre lin€aire, les équations différentielles,
les primitives... et se propose de couvrir le programme classique d’une Licence de
mathématiques. Sa conception repose sur les idées présentées ci-dessus et les ana-
lyses faites dans I’introduction (voir page 7).
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« La base ne vous propose pas d’exercices répétitifs ; en revanche, elle propose
des exercices balayant les méthodes et les résultats concernant les concepts
mathématiques étudiés.

» Vous pouvez sélectionner des exercices relevant de la méme nature de tdche.
Cette notion peut vous permettre de comprendre qu’a des familles de problemes
ne relevant pas des mémes themes correspond cependant la méme démarche.

» Pour chaque exercice, BRAISE vous propose de un a quatre types d’aides a la
résolution (voir figure 1).

Base raisonnée d'exercices de mathématiques

Rraise

Exercice numero 11.1 »

« Sidentifier | |
Enoncé
» choix d'exercices , R . 3
par mots clés Soit f la fonction définie sur R par f(x) = ax + fx+ yavec (a.f.7) € R' et
: a#0.
;uc.,hmo‘:;:xz;m Soient A et B deux points distincts du graphe de f. Montrer que le graphe de f
consultés admet une tangente paralléle a la corde AB, en un point C que l'on précisera.
* ) Aides a la resolution

o & . - Bbments ce | Mdthodes et Aide graphigue __Ingications
f cours Apchhiaues e e E

Pour conclure
Eikments ge {idées k rurenic

solution
Choisir un chapitre

Foncuions de R dans R

Mode demplol  Préférences  Accés prof.

Figure 1 L'environnement d'un exercice

— Des éléments de cours : il s’agit d’introduire les connaissances et les
concepts particulierement utiles a la résolution de cet exercice.

— Des indications : il s’agit le plus souvent de la suggestion d’une procé-
dure, avec le risque que vous 1’appliquiez sans véritable réflexion. Mais
nous avons conservé ce type d’aide pour éviter un blocage, puisque 1’ob-
jectif est de vous permettre de travailler en autonomie.

— Des méthodes et des techniques : nous en proposons plusieurs afin que
vous choisissiez celle qui a le plus de sens pour vous.

— Une aide graphique : une telle aide est proposée a chaque fois que possi-
ble, pour enrichir vos représentations.

* Le site BRAISE ne propose pas d’interactivité. En particulier, vous ne pouvez pas
entrer une réponse qui serait validée par un logiciel. Les outils informatiques
disponibles ne permettent pas le traitement de réponses complexes ; or, elles
sont nécessaires pour favoriser des démarches de résolution de problemes. Vous
avez donc la responsabilité de la validation de votre solution et vous pouvez
pour cela la comparer avec les éléments de solution proposés.

* La solution contient souvent des réflexions heuristiques et la base BRAISE pro-
pose une rubrique idées a retenir, a consulter une fois la résolution comprise.
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Braise : mode d’emploi

Concretement, vous commencez par choisir le chapitre sur lequel vous voulez tra-
vailler, par exemple « Fonctions de R dans R » (voir figure 2).

R rAIcH Base raisonnee d'exercices de mathématiques

« Apprendre des mathématiques en résolvant des problémes,
« Des critéres pour choisir vos exercices.

= Des aides adaptées a la résolution de chaque exercice.

« Le travail avec papier et crayon est indispensable.

Pour la licence, le CAPES, I'Agrégation..., avec aides, methodes, éléments de cours et corrigés,

Vous voulez que les exercices que vous avez deja faits soient signales lors dune utilisation
ultérieure, n'oubliez pas de vous identifier... indiquez un nom ci-dessous et validez par OK :

Nom : o

ou aller sur (a base sans sidentifier
Eauations dfférentielles

Les suntes
Séries rumérques
Polyndmes len construction)
Nombres comalexes
Primitives
Agabre indaire

Langage et raisonnement

Mode demplol  Préterences Accés prof,

Figure 2 Ecran d'accueil de Braise

Vous pouvez alors sélectionner des exercices par mots-clefs : choisir un niveau,
un theme, une nature de tiche ou éviter des difficultés (voir figure 3).

Base raisonnée d'exercices de mathématiques

Niveau de difficultés Theme

» S'identifier facile Activités | pantir d'une ourbe

Approximation de fonctions sur un irtervaiie
= choix d'exercices par moyes Branches infinies
ts clés difficile Caicu: de dénvees
- trés difficile Caicul ge smites
frude et representation de fonctions y=Ha)
« choix d'exercices parm| « tous forctjons convexes
ceux déja consultés fanctions recprogues
Cliquez 1ci pour obtenir plus de détails sur les thémes
des exercices.
Nature de la tiche Difficulté particuliére & éviter

Erugier ur comportenect 3 Iinfin Fonctions Arcsin, Arceos. Asctan

Etudeer ur prolongement par Lontinund Pre: Ce Ce fractiors ratonnelies

Etugier ure fonction Pras € rombres complexes

Etucier une relavion fonctionnetie

Exploitec un gragne Uniisaton de céveloppements limités
Intergréser gtométnquerent

Lever une indéterm nation

Manpuier des pusances

Cliguez ict pour obtenir plus de détails sur les
difficultés particuliéres que vous souhaitez éviter.

valiger Iz seiecion - Awnule’

Choisir un chapitre

Forctions de 8 gans R

Mode demplol  Préférences  Accés prof, Auteurs A propos

Figure 3 Ecran des mots-clefs dans un chapitre
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Une fois la sélection validée, une liste de problemes apparait (voir figure 4).

Base raisonnée d'exercices de mathématiques

7 exercices corressondent a votre recherche !

= o Rang Numéro Titre Niveau
+ choix d'exercices par
mots clés 1 16.1 Une fanction de degré 3 n

« choix dexercices parmi donnée par sa courbe

ceux déja consultés

2 16.2 Une fonction de degré 5
donnée par sa courbe

3 16.3 Reconnaitre une sinusoide en
lisant des propriétés sur un
graphique
4 16.4 Une fonction définie par les
propnétes de sa courbe
représentative
5 16.5 Trouver une fonction & partir . w
de propriétés
6 16.6 Fonctions et dérivées
Chaisir un chapitre
Fonctions e R dans R 7 16.7 Lire des limites sur un
graphique

Mode demploi  Préférences  Acces prof. Auteurs A propos

Figure 4 Une liste d'exercices

Chacun est identifié par un titre aussi évocateur que possible et son niveau indi-
qué par le nombre d’étoiles. Il suffit de cliquer sur 1'un des titres pour accéder a
I’énoncé de I’exercice et a l’environnement dont nous avons parlé ci-dessus
(figure 1) et... de se mettre au travail !

HISTORIQUE

Le projet de BRAISE est né a la fin des années 1990, sous I'impulsion de Michel
Viallard, enseignant de mathématiques a I’université Rennes 1. Le but était d’éla-
borer un manuel (sur papier) d’exercices pour des mathématiques enseignées dans
les deux premieres années de la Licence de mathématiques. Michel Viallard réunit,
dans le cadre de I'IREM de Rennes, une équipe d’enseignant(e)s de 1’université
avec des expériences vari€es et ayant souvent travaillé avec les enseignant(e)s du
secondaire.

C’était I’époque ou, en quelques années, Internet s’étendait rapidement dans les
bureaux, puis dans les maisons et les appartements. L’ université de Rennes 1 encou-
ragea les projets d’enseignement utilisant les nouvelles technologies.

Ces nouveautés transformerent le projet initial de Michel Viallard en la concep-
tion d’une base d’exercices dite raisonnée : BRAISE, en acces libre sur le réseau avec
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différents dispositifs. I fut prévu que, dans cette base, 1’étudiant ou I’étudiante
pourrait trouver des exercices a résoudre sur le chapitre sur lequel il(elle) voudrait
travailler, en les s€lectionnant suivant différents criteres. Tout serait fait pour
qu’il(elle) se trouve dans un contexte favorable et ait a sa disposition immédiate les
documents qu’il(elle) souhaite. Pour chaque exercice, un simple clic lui donnerait
acces a des éléments de cours correspondant a I’exercice, un autre clic a des métho-
des pour sa résolution, un autre a des solutions, etc.

Une structure informatique complexe autour des exercices fut élaborée apres plu-
sieurs années d’efforts et d’expérimentations et mise en place en 2002. Le chapitre
sur les suites numériques fut le premier abordé. Année apres année, d’autres chapi-
tres ont été écrits : algebre linéaire, nombres complexes, fonctions de R dans R,
séries, équations différentielles, etc. La base compte aujourd’hui plusieurs milliers
de pages.

Depuis 2007, ce travail est soutenu par Unisciel, I’Université des sciences en
ligne.

Enfin, étant passés de I'idée de faire un livre a celle de faire un site avec notre
base d’exercices, nous revenons, avec les éditions Dunod, a I'idée de faire un livre
qui s’articule avec la base, afin de donner de nouvelles possibilités de travailler les
mathématiques.

Note sur la partie informatique

La construction informatique de la base est originale. Elle est due a Francois
Dagorn, ingénieur de I'UFR en informatique et électronique (ISTIC) de I'université
de Rennes 1. C’est lui qui donne au site le nom de BRAISE. Il réalise la premiére ver-
sion du logiciel fin 2002 : il s’agissait en particulier de traduire automatiquement
les exercices du format LATEX en XML puis d’utiliser ce format pivot pour s’autori-
ser des sorties en HTML, MathML, PDF.

Depuis cette date, le ceeur du systeme informatique est inchangé ; c’est I'outil
tex4ht du regretté Eitan Gurari qui permet de traduire le ITX en tout ce qui existe
aujourd’hui.

En 2007, Rozenn Dagorn a créé une charte graphique pour la base et Francois
Dagorn en a refondé 1’interface. Il assure depuis le fonctionnement de la base, la
faisant évoluer et résolvant nombre de problemes techniques de compatibilité.
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INTRODUCTION

RESOLUTION DE
PROBLEMES

ET APPRENTISSAGE
DES MATHEMATIQUES

1. LES MATHEMATICIENS ET LES PROBLEMES

Pour comprendre la place de la résolution de problemes dans 1’apprentissage des
mathématiques, il faut d’abord analyser son role dans le développement des mathé-
matiques et dans la démarche de chaque mathématicien.

Résoudre des problémes est le moteur de la plupart des recherches en mathéma-
tiques. Citons, par exemple, le théoreme de Pierre de Fermat. Celui-ci avait affirmé,
vers 1640, un résultat qu’on peut énoncer aujourd’hui sous la forme :

« Pour tout entier n strictement plus grand que 2, on ne peut trouver trois
entiers non nuls, x, y et z tels que x" + y" = 7". »

Pendant plus de 300 ans, beaucoup de mathématiciens ont essay€, sans succes,
de démontrer ce théoreme. Ce travail les a conduits a inventer de nouveaux
concepts pour voir autrement la situation et se donner de nouveaux moyens d’agir.
Ainsi, toute une partie de 1’algebre est née de ces recherches, permettant d’obtenir
des résultats partiels pour certains entiers ou pour certaines familles d’entiers. Ce
n’est qu’en 1994 qu’ Andrew Wiles a réussi a démontrer ce théoréme en utilisant des
idées tres subtiles issues de la géométrie algébrique. Et le travail n’est pas fini, car
certains mathématiciens voudraient mieux comprendre pourquoi, pour démontrer
un résultat sur les entiers qui s’exprime si simplement, un si grand détour a été
nécessaire.
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L’activité du mathématicien ne se réduit pas a essayer de résoudre des probleémes.
A certaines époques, la communauté mathématique ressent le besoin de structurer
les connaissances mathématiques déja acquises. Le premier exemple connu est celui
donné par Euclide dans ses Eléments. Ce dernier, a I’aide de quelques postulats de
départ, a reconstruit les mathématiques connues a 1’époque. Mais la résolution de
problémes n’est pas étrangére a ces réorganisations. Dans certains cas, il s’agit de
clarifier les connaissances pour éviter les conflits autour de la solution de certains
problemes et on peut penser que ce fut I’'un des moteurs d’Euclide pour son travail.
Dans d’autres cas, la similitude des démarches pour résoudre des problémes en
apparence tres différents va conduire a I’introduction de nouveaux concepts éclai-
rant ces proximités. L’apparition de 1’algebre linéaire en est un exemple, qui permet
pour certains exercices de raisonner sur les polyndmes de degré inférieur ou égal a
deux comme on raisonne sur les points de I’espace.

Notons enfin la place essentielle du langage dans les mathématiques. La encore,
les problemes jouent un role central. L’écriture de la solution de problemes est sans
doute I'une des activités les plus pratiquées par le mathématicien. Le langage est
aussi un moyen de formuler les problemes : I’'importance de cette démarche est a
souligner. C’est, par exemple, celle de David Hilbert, lors du deuxieme congres
international des mathématiciens de 1900, qui formula une liste de problemes
ouverts dont certains ne sont toujours pas résolus ; ces problemes orienterent la
recherche du xx°¢ siecle. Enfin, le langage est indispensable pour développer les
théories au travers des définitions et des énoncés de théoremes. Ces textes précis
sont un point d’appui pour avancer dans la solution des problemes.

2. QUELQUES POINTS FORTS DE LA RESOLUTION
DE PROBLEMES

Essayons de comprendre de quelle maniére la résolution de problemes va contribuer
a I’apprentissage des mathématiques.

2.1 Construire sa propre représentation d’un probleme

Quand on cherche a résoudre un probleme, les démarches engagées vont dépendre
de la représentation que 1’on s’en fait. Ainsi, si I’on pense le probléeme comme fai-
sant partie d’une série d’exercices semblables, la premiere démarche est d’essayer
d’appliquer quelques procédures standards. Si, au contraire, on aborde le probleme
comme une situation inconnue, on va essayer d’enrichir notre représentation de
cette situation a 1’aide de schémas ou de discours.

Pratiquer la résolution de problemes permet de travailler sur ces représentations.
Il va apparaitre une dynamique :

» entre la maniére dont on cherche la solution et la maniere dont on interprete le
probleme ;



