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前　 言

本书的编写是为了突出应用型大学以着重培养应用型人才的目标，针对目前应用型大

学所用教材大多直接选自传统高校教材，难以充分体现应用型大学的人才培养特点，无法直

接有效地满足应用型大学本身的实际教学需要． 根据当前应用型大学的学生和所开设的概

率论与数理统计课程的实际情况，为了适应国家的教育教学改革需要，符合应用型大学的教

学要求，更好地培养经济管理、高等工程技术等应用型人才，提高学生的应用能力与综合素

质，为专业服务和以应用为目的，以保证理论基础、注重应用、彰显特色为基本原则，参照国

家教育部门关于《概率论与数理统计课程基本要求》所规定的内容的广度和深度，在多年从

事高等教育特别是应用型本科教育教学实践的基础上，编写了本书．
本书具有如下特点：
（１） 保证内容体系的科学性、系统性和严密性，坚持直观性原则，深入浅出．
（２） 以实例为主线，贯穿于概念的引入、例题的配置与习题的选择上，淡化纯数学概念

的抽象，注重实际内容以及解决各种具体问题，根据应用型大学学生思想活跃等特点，举例

富有时代性和吸引力，突出实用，通俗易懂．
（３） 注意趣味性，每章在开头提出生动活泼、耐人寻味的实际例子作为引子，通过内容

的学习，让学生茅塞顿开，饶有兴趣，每章后面专门增加了一节内容，介绍应用实例，前后呼

应． 通过实例学习，增强学生的学习兴趣，使学生在学习知识的同时切实感到所学知识的作

用，获得利用所学知识解决各种实际问题的技能．
（４） 注意知识的拓广，介绍了概率统计相关的数学实验和数学模型，引进常用的数学软

件，使学生感受用现代计算机技术求解概率统计问题并不费时费力，还可以对复杂的、抽象

的知识直观化，增强其“做数学”的意识和能力． 通过了解相关概率统计的数学模型，培养学

生对概率统计的进一步认识，促进学生参与数学建模等活动．
（５） 为学生深造打好基础，在习题的选取上，分为 Ａ、Ｂ 两级，Ａ 级以基本、够用为度，Ｂ

级和考研的要求接轨．
（６） 便于教师使用． 考虑到学生在中学已学习了部分概率的知识，因此第 １ 章尽量简

化，不在基本问题上浪费学时． 对一些内容进行整合，如理论性太强的大数定律与中心极限

定理不专门作为一章，只是作为一节来介绍；为了尽快让学生掌握数字特征的内容，在一维

随机变量之后就开始学习数学期望与方差；数理统计主要突出参数估计和假设检验的基本

方法，不求全、不求深．
本书可作为应用型本科经济、管理、信息、电子、工程技术等非数学专业的概率论或概率

论与数理统计课程的教材使用，也可作为部分专科的同类课程教材使用．
在学时分配上，本书的讲授以 ３６ ～ ７２ 学时为参考． 如为 ７２ 学时可全部讲完本教材内

容，可要求学生完成全部 Ａ、Ｂ 两级习题；如为 ５４ 学时则可将最后一章作为参考资料，部分理

论性较强的内容如定理证明等可跳过；如为 ３６ 学时则可将最后两章作为参考资料，以掌握



基本内容为教学要求．
本书由林伟初担任主编，高卓担任副主编． 林伟初主要负责全书的编写策划和部分章节

的编写，以及全书的定稿；高卓负责其他部分章节的编写和实际案例的搜集编写．
在本书的编写过程中，始终得到北方国际大学联盟的领导，以及兄弟院校的领导、教师

的支持和帮助． 在此谨向他们表示衷心的感谢！
由于作者水平与学识有限，加之编写时间紧迫，虽经多次校雠，书中疏漏与错误之处难

免，真心希望广大教师和学生不吝赐正并多提宝贵建议．
编　 者
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第 １ 章

随机事件及其概率

　 　 在生活中，你可能玩过纸牌，也可能买过彩票，这些实际问题都和概率有关． 再来说个有

趣的问题：如果你和小伙伴每人拿出相同的奖品，玩一个 ５ 局 ３ 胜的游戏，并约定胜者通吃．
假如你的小伙伴先胜 １ 局之后，你连赢 ２ 局，这时因故需要中断游戏，对方提出你得到全部

奖品的 ２ ／ ３，他得到 １ ／ ３，你能答应吗？ 该问题涉及本章的古典概率、条件概率和全概率公式

等知识，这就是著名的赌徒困惑问题，它甚至导致了概率论的产生！ 这个问题将在本章最后

一节详细介绍．
在自然界和人类社会生活中普遍存在着两类现象：一类是在一定条件下必然出现的现

象，如太阳从东方升起；树上苹果成熟后，在地心引力作用下一定下落；在标准大气压下，水
被加热到 １００ ℃时一定沸腾等． 这类现象称为确定性现象． 另一类则是在一定条件下事先无

法准确预知其结果的现象，如掷一枚硬币，可能正面朝上，也可能反面朝上；从一批产品中任

取 １ 件产品，可能是次品，也可能不是次品；某网站在上午 ９—１０ 点的点击量有多有少，等

等． 这类现象称为非确定性现象，或称为随机现象． 随机现象都带有不确定性，同时有其规律

性的一面，在相同条件下，对随机现象进行大量观测，其可能结果就会出现某种规律性． 概率

论与数理统计是研究随机现象规律性的一门学科． 本章介绍的随机事件及其概率是概率论

中最基本、最重要的概念之一．

１． １　随机事件

１． １． １　随机试验与随机事件

一般而言，试验是指为了察看某事的结果或某物的性能而从事某种活动． 在概率论与数

理统计中，一个试验如果具有以下三个特点：
（１）可重复性：在相同条件下可以重复进行；
（２）可观察性：每次试验的可能结果不止一个，并且能事先明确试验的所有可能结果；
（３）不确定性：一次试验之前，不能预知会出现哪一个结果．

就称这样的试验是一个随机试验，简称为试验．



每次试验的每一个结果称为基本事件，也称作样本点，记作 ω１，ω２，…． 全部样本点的集

合称为样本空间，记作 Ω ． 则 Ω ＝ ω１，ω２，…{ }．
例 １⁃１ 　 投掷一颗均匀骰子， 观察出现的点数． 这是一个随机试验． 样本空间

Ω ＝ １，２，３，４，５，６{ }．
例 １⁃２　 观察某地的气温，这是一个随机试验． 样本空间 Ω ＝ ［ａ，ｂ］，其中 ａ，ｂ 分别表示

该地的最低气温和最高气温．
基本事件是不可再分解的、最基本的事件，其他事件均可由它们复合而成，由基本事件

复合而成的事件称为随机事件或简称事件． 常用大写字母 Ａ，Ｂ，Ｃ 等表示事件． 在试验中，如
果出现 Ａ 中所包含的某一个基本事件 ω，则称 Ａ 发生，并记作 ω∈Ａ． 如例 １⁃１ 中，Ａ ＝ ｛出现的

点数为偶数｝ ＝ ２，４，６{ }．
样本空间 Ω 包含了全体基本事件，而随机事件是具有某些特征的基本事件所组成，所以

从集合论的观点来看，一个随机事件是样本空间 Ω 的一个子集．
必然事件是指必然要发生的事件，不可能事件是指不可能发生的事件． 因为 Ω 是由所有

基本事件组成，所以在任意一次试验中，必然要出现 Ω 中的某一个基本事件 ω，即 ω∈Ω，这
就意味着在试验中，Ω 必然会发生，所以 Ω 是必然事件． 相应地，空集⌀可以看作 Ω 的子集，
在任意一次试验中，不可能有 ω∈⌀，也就是说⌀永远不可能发生，所以⌀是不可能事件． 必
然事件与不可能事件本质上不具有“不确定性”，但是为了讨论问题方便，将其看作特殊的随

机事件．

１． １． ２　事件的关系与运算

既然事件是样本空间的一个子集， 所以事件之间的关系与运算可参照集合之间的关系

和运算来处理．

１）事件的包含

若事件 Ａ 发生必然导致事件 Ｂ 发生，则称事件 Ｂ 包含 Ａ． 记作 Ａ⊂Ｂ 或 Ｂ⊃Ａ． 如 Ａ ＝ ｛出
现点数为 ６｝这一事件发生就导致事件 Ｂ ＝ ｛出现点数为偶数｝的发生． 因为出现点数为 ６ 意

味着偶数点出现了，所以后者包含了前者．
“Ａ 发生必然导致 Ｂ 发生”意味着“属于 Ａ 的 ω 必然属于 Ｂ”，即 Ａ 中的样本点全在 Ｂ

中，如图 １⁃１ 所示．
因为不可能事件⌀不含有任何 ω，所以对任一事件 Ａ，都有⌀⊂Ａ．

２）事件的相等

若事件 Ａ 所包含的基本事件与事件 Ｂ 所包含的基本事件完全相同，即 Ａ⊂Ｂ 和 Ｂ⊂Ａ 同

时成立，则称事件 Ａ 与事件 Ｂ 相等，记作 Ａ ＝ Ｂ． 比如在例 １⁃１ 中，事件 Ａ ＝ ｛出现点数为 ２，４，
６｝这一事件与事件 Ｂ ＝ ｛出现点数为偶数｝是相等事件．

３）事件的和（并）

事件 Ａ 与 Ｂ 中至少有一个事件发生． 即事件 Ａ 发生或事件 Ｂ 发生，这个事件称为事件 Ａ
与 Ｂ 的和（或并）事件，记作 Ａ ＋ Ｂ 或 Ａ∪Ｂ，如图 １⁃２ 所示．

２



　 　 图 １⁃１ 图 １⁃２　 　

类似地，ｎ 个事件 Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ 的并∪
ｎ

ｉ ＝ １
Ａｉ ＝ Ａ１∪Ａ２∪…∪Ａｎ 表示“Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ 中至少有

一个发生”；可列个事件 Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ…的并∪
∞

ｉ ＝ １
Ａｉ ＝ Ａ１ ∪Ａ２ ∪…∪Ａｎ∪…表示“Ａ１，Ａ２，…，

Ａｎ，…中至少有一个发生” ．

４）事件的积（交）

事件 Ａ 与 Ｂ 同时发生，即事件 Ａ 发生且事件 Ｂ 发生，这个事件称为事件 Ａ 与 Ｂ 的积（或
交）事件，记作 ＡＢ（或 Ａ∩Ｂ） ．

积事件 ＡＢ 是由事件 Ａ 与 Ｂ 所包含的所有公共基本事件构成的集合，如图 １⁃３ 所示．

类似地，ｎ 个事件 Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ 的交∩
ｎ

ｉ ＝ １
Ａｉ ＝ Ａ１∩Ａ２∩…∩Ａｎ 表示“ｎ 个事件 Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ

同时发生”；可列个事件的交∩
∞

ｉ ＝ １
Ａｉ 表示“Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ，…同时发生” ．

５）互斥事件

若事件 Ａ 与事件 Ｂ 不可能同时发生，则称事件 Ａ 与 Ｂ 互斥，或称事件 Ａ 与事件 Ｂ 互不

相容． 显然，若事件 Ａ 与 Ｂ 互斥，意味着 Ａ 中基本事件都不属于事件 Ｂ，反之亦然，如图 １⁃ ４
所示．

易知，基本事件是两两互斥的．

　 　 图 １⁃３ 图 １⁃４　 　

６）对立事件

若事件 Ａ 与 Ｂ 中至少有一个事件要发生，而且 Ａ 与 Ｂ 不能同时发生，则称事件 Ｂ 为事

件 Ａ 的对立事件或逆事件，记作 Ａ．
对立事件 Ａ 是由必然事件 Ω 所包含的全体基本事件中去掉事件 Ａ 所包含的基本事件后

所有剩余基本事件构成的集合，如图 １⁃５ 中的阴影部分．
在例 １⁃１ 的抛骰子试验中，事件 Ａ ＝ ｛出现的点数为偶数｝的对立事件为 Ａ ＝ ｛出现的点

数为奇数｝；但事件 Ａ ＝ ｛出现的点数为偶数｝与事件 Ｂ ＝ ｛出现的点数为 １｝互斥而不互逆．
注　 事件的互斥与对立不能等同． 互斥事件有可能都不发生，但对立事件中一定有一个

事件发生． 所以对立事件一定互斥，但互斥事件不一定是对立事件．

３
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显然有

ＡＡ ＝ ⌀　 且 　 Ａ ∪ Ａ ＝ Ω

７）事件的差

若事件 Ａ 发生而事件 Ｂ 不发生，这个事件称为事件 Ａ 与 Ｂ 的差事件，记作 Ａ － Ｂ．
差事件 Ａ － Ｂ 是由事件 Ａ 所包含的基本事件中去掉积事件 ＡＢ 所包含的基本事件后所

有剩余基本事件构成的集合，如图 １⁃６ 所示．

　 　 图 １⁃５ 图 １⁃６　 　

注　 由于事件 Ｂ 不发生为事件 Ｂ 的对立事件 Ｂ，因此事件 Ａ 发生且事件 Ｂ 不发生可表

示为积事件 Ａ Ｂ，于是有关系式

Ａ － Ｂ ＝ ＡＢ
与集合运算一样，事件的运算也有如下的运算：

（１）交换律　 Ａ∪Ｂ ＝ Ｂ∪Ａ，Ａ∩Ｂ ＝ Ｂ∩Ａ
（２）结合律　 Ａ∪（Ｂ∪Ｃ） ＝ （Ａ∪Ｂ）∪Ｃ

Ａ∩（Ｂ∩Ｃ） ＝ （Ａ∩Ｂ）∩Ｃ
（３）分配律　 Ａ∩（Ｂ∪Ｃ） ＝ （Ａ∩Ｂ）∪（Ａ∩Ｃ）

Ａ∪（Ｂ∩Ｃ） ＝ （Ａ∪Ｂ）∩（Ａ∪Ｃ）
（４）对偶律　 Ａ∪Ｂ ＝ Ａ∩Ｂ，Ａ∩Ｂ ＝ Ａ∪Ｂ
上述运算律还可以推广到任意有限个或可列个事件的情形．
例 １⁃３　 某人连续三次购买体育彩票，每次一张，令 Ａ，Ｂ，Ｃ 分别表示其第一、二、三次所

买的彩票中奖的事件． 试用 Ａ，Ｂ，Ｃ 及其运算表示下列事件：（１）第三次未中奖；（２）只有第三

次中了奖；（３）恰有一次中奖；（４）至少有一次中奖；（５）不止一次中奖；（６）至多中奖两次．
解　 （１）Ｃ；（２）Ａ ＢＣ；（３）“恰有一次中奖”即为“三次中有 １ 次中奖而另两次未中奖”：

Ａ Ｂ Ｃ∪ＡＢ Ｃ∪Ａ ＢＣ；（４）Ａ∪Ｂ∪Ｃ；（５）“不止一次中奖”即为“至少有两次中奖”：ＡＢ∪ＡＣ∪
ＢＣ；（６）“至多中奖两次”即为“不可能中奖三次”：ＡＢＣ，或为“至少有一次不中奖”：Ａ∪
Ｂ∪Ｃ．

８）完备事件组

图 １⁃７

若事件 Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ 满足

（１）两两互斥：ＡｉＡ ｊ ＝⌀，ｉ≠ｊ（ ｉ，ｊ ＝ １，２，…，ｎ） ．
（２）至少出现一个事件：Ａ１∪Ａ２∪…∪Ａｎ ＝ Ω ．
则称 Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ 构成一个完备事件组． 如图 １⁃７

所示．
显然，事件 Ａ，Ａ 构成最简单的完备事件组．

４



１． ２　随机事件的概率

随机事件在一次试验中是否发生虽然不能确定，但让人感兴趣的是随机事件在一次试

验中发生的可能性有多大． 概率就是用来描述随机事件发生的可能性大小的． 本节首先引入

频率的概念，它描述了事件发生的频繁程度，进而引出表征事件在一次试验中发生的可能性

大小的数———概率．

１． ２． １　概率的统计定义

由于随机现象的结果事先不能预知，初看似乎毫无规律． 然而，人们发现同一随机现象

大量重复出现时，其每种可能的结果出现的频率具有稳定性，从而表明随机现象也有其固有

的规律性． 人们把随机现象在大量重复出现时所表现出的量的规律性称为随机现象的统计

规律性．
历史上，研究随机现象统计规律最著名的是抛掷硬币的试验． 表 １⁃１ 是历史上抛掷硬币

试验的记录．
表 １⁃１　 抛掷硬币试验的记录

试验者 投掷次数 ｎ 出现正面的次数 ｍ 频率 ｍ
ｎ

德·摩根（ＤｅＭｏｒｇａｎ） ４ ０９２ ２ ０４８ ０． ５００ １

蒲丰（Ｂｕｆｆｏｎ） ４ ０４０ ２ ０４８ ０． ５０６ ９

威廉·费勒（Ｗｉｌｌｉａｍ Ｆｅｌｌｅｒ） １０ ０００ ４ ９７９ ０． ４９７ ９

皮尔逊（Ｐｅａｒｓｏｎ） ２４ ０００ １２ ０１２ ０． ５００ ５

从表 １⁃１ 中容易看出，当投掷次数 ｎ 很大时，出现正面的频率总在 ０． ５ 附近摆动，并且随

着投掷次数的增加，这种摆动的幅度是很微小的，这说明出现正面的频率具有稳定性，确定

的常数 ０． ５ 就是出现正面频率的稳定值，用它描述出现正面这个事件发生的可能性大小，从
而揭示了出现正面这个事件发生的规律．

这个试验说明，虽然随机现象在少数几次试验或观察中其结果没有什么规律性，但通过

长期的观察或大量的重复试验可以看出，试验的结果是有规律可循的，这种规律是随机试验

的结果自身所具有的特征．
事实上，对一般情形下的事件的频率稳定性已不断地为人类的实践所证实，并且在理论

上可以证明，在一定条件下，频率稳定在某常数附近对任意的随机事件都成立． 这样对每一

个事件都客观地存在一个数与事件对应，这个数就称为概率，它表征事件在一次试验中发生

的可能性大小．
定义 １　 在多次重复试验中，若事件 Ａ 发生的频率稳定在确定常数 ｐ 附近摆动，且随着

试验次数的增加，这种摆动的幅度是很微小的，则称确定常数 ｐ 为事件 Ａ 发生的概率，记作

Ｐ（Ａ） ＝ ｐ．

５



上述定义称为随机事件概率的统计定义． 它有相当直观的试验背景，易于接受． 根据这

一定义，在实际应用时，往往可用试验次数足够大时的频率来估计概率的大小，且随着试验

次数的增加，估计的精度会越来越高．

１． ２． ２　概率的公理化定义

概率的统计定义具有应用价值，但在理论上有严重的缺陷，人们在不断地寻找更好的定

义概率的方式． 直到 １９３３ 年，苏联著名的数学家柯尔莫哥洛夫（Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ）在总结前人大量

研究成果的基础上，建立了概率的公理化法则，并由此导出了概率的一般定义．
定义 ２　 设随机试验的样本空间为 Ω，若对每一事件 Ａ，有且只有一个实数 Ｐ（Ａ）与之对

应，且满足如下公理：
公理 １（非负性） 　 ０≤Ｐ（Ａ）≤１
公理 ２（规范性） 　 Ｐ（Ω） ＝ １
公理 ３（可列可加性） 　 若可列个事件 Ａ１，Ａ２，…两两互斥，则

Ｐ (∪
∞

ｉ ＝ １
Ａｉ ) ＝ 􀰐

∞

ｉ ＝ １
Ｐ（Ａｉ）

则称 Ｐ（Ａ）为事件 Ａ 的概率．
由概率的定义，可以推出一些重要性质：
性质 １　 Ｐ（⌀） ＝ ０
证明　 因为⌀ ＝⌀∪⌀∪…∪…，由公理 ３ 有

Ｐ（⌀） ＝ Ｐ（⌀） ＋ Ｐ（⌀） ＋ …
从而必有 Ｐ（⌀） ＝ ０

性质 ２（有限可加性） 　 对任意有限个两两互斥事件 Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ，有

Ｐ (∪
ｎ

ｉ ＝ １
Ａｉ ) ＝ 􀰐

ｎ

ｉ ＝ １
Ｐ（Ａｉ）

　 　 证明　 因为∪
ｎ

ｉ ＝ １
Ａｉ ＝ Ａ１∪Ａ２∪…∪Ａｎ，因而

Ｐ (∪
ｎ

ｉ ＝ １
Ａｉ ) ＝ Ｐ（Ａ１ ∪ Ａ２ ∪ … ∪ Ａｎ）

由公理 ３ 和性质 １ 即得性质 ２ 成立．
性质 ３　 Ｐ（Ａ） ＝ １ － Ｐ（Ａ）
证明　 因为 Ａ∪Ａ ＝ Ω，Ａ Ａ ＝⌀，由公理 ２ 和性质 ２ 有

１ ＝ Ｐ（Ω） ＝ Ｐ（Ａ ∪ Ａ） ＝ Ｐ（Ａ） ＋ Ｐ（Ａ）
移项即得性质 ３ 成立．

性质 ４　 若 Ａ⊂Ｂ，则 Ｐ（Ｂ － Ａ） ＝ Ｐ（Ｂ） － Ｐ（Ａ）且 Ｐ（Ａ）≤Ｐ（Ｂ）
证明　 因为 Ａ⊂Ｂ，则 Ｂ ＝ （Ｂ － Ａ）∪Ａ，显然（Ｂ － Ａ）与 Ａ 互斥，故由性质 ２ 有

Ｐ（Ｂ） ＝ Ｐ（Ｂ － Ａ） ＋ Ｐ（Ａ），即 Ｐ（Ｂ － Ａ） ＝ Ｐ（Ｂ） － Ｐ（Ａ）
由公理 １，Ｐ（Ｂ － Ａ）≥０，有 Ｐ（Ａ）≤Ｐ（Ｂ）

性质 ５　 Ｐ（Ａ∪Ｂ） ＝ Ｐ（Ａ） ＋ Ｐ（Ｂ） － Ｐ（ＡＢ）
证明　 因为 Ａ∪Ｂ ＝ Ａ∪（Ｂ － Ａ），Ａ 与（Ｂ － Ａ）互斥，又 ＡＢ⊂Ｂ，所以

６



　 Ｐ（Ａ ∪ Ｂ） ＝ Ｐ（Ａ） ＋ Ｐ（Ｂ － ＡＢ）
＝ Ｐ（Ａ） ＋ Ｐ（Ｂ） － Ｐ（ＡＢ）

　 　 性质 ５ 可以推广到任意有限个随机事件之和的情形，即对于任意有限个随机事件 Ａ１，
Ａ２，…，Ａｎ，有

Ｐ (∪
ｎ

ｉ ＝ １
Ａｉ ) ＝􀰐

ｎ

ｉ ＝ １
Ｐ（Ａｉ） － 􀰐

ｎ

１≤ｉ ＜ ｊ≤ｎ
Ｐ（ＡｉＡ ｊ） ＋

􀰐
ｎ

１≤ｉ ＜ ｊ ＜ ｋ≤ｎ
Ｐ（ＡｉＡ ｊＡｋ） ＋ … ＋ （ － １） ｎ－１Ｐ（Ａ１Ａ２…Ａｎ）

　 　 请读者写出公式 Ｐ（Ａ∪Ｂ∪Ｃ） ＝ ？ （答案见本节后）
例 １⁃４　 已知 Ｐ（Ａ） ＝ ０． ６，Ｐ（Ｂ） ＝ ０． ５，Ｐ（Ａ∪Ｂ） ＝ ０． ９， 求：（１）Ｐ（ＡＢ）；（２）Ｐ（Ａ － Ｂ）；

（３）Ｐ（Ａ Ｂ） ．
解　 （１）Ｐ（ＡＢ） ＝ Ｐ（Ａ） ＋ Ｐ（Ｂ） － Ｐ（Ａ∪Ｂ） ＝ ０． ６ ＋ ０． ５ － ０． ９ ＝ ０． ２；
（２）Ｐ（Ａ － Ｂ） ＝ Ｐ（Ａ － ＡＢ） ＝ Ｐ（Ａ） － Ｐ（ＡＢ） ＝ ０． ６ － ０． ２ ＝ ０． ４；　
（３）Ｐ（Ａ Ｂ） ＝ Ｐ（Ａ∪Ｂ） ＝ １ － Ｐ（Ａ∪Ｂ） ＝ １ － ０． ９ ＝ ０． １．

１． ２． ３　古典概型

古典概型是指具有下列两个特征的随机试验模型：
（１）有限性：随机试验只有有限个可能的结果．
（２）等可能性：每一个结果发生的可能性大小相同．
古典概型又称为等可能概型． 在概率论的产生和发展过程中，它是最早的研究对象，且

在实际中也是最常用的一种概率模型．
设古典概型的一个试验共有 ｎ 个基本事件，而事件 Ａ 包含 ｍ 个基本事件． 注意在一次试

验中，恰好只有一个基本事件发生，且每个基本事件发生的可能性是等同的． 又事件 Ａ 包含

ｍ 个基本事件，意味着试验结果若是这 ｍ 个基本事件中的某个基本事件，则事件 Ａ 发生，于
是事件 Ａ 发生可能性的大小取决于它所包含的 ｍ 个基本事件在所有 ｎ 个基本事件中的占

比，即事件 Ａ 发生的概率

Ｐ（Ａ） ＝ ｍ
ｎ ＝ Ａ 中包含的基本事件数

基本事件总数

在古典概型的一个试验中，如何计算所有基本事件的个数？ 如何计算事件 Ａ 包含基本

事件的个数？ 考虑基本事件是每次试验的一个可能结果，而每次试验的一个可能结果对应

于完成试验要求的一种方法，所以所有基本事件的个数就是完成试验要求所有方法的种数，
事件 Ａ 包含基本事件的个数就是完成事件 Ａ 方法的种数，它是完成试验要求所有方法种数

的一部分．
若试验属于元素不重复的排列问题，则归结为计算排列数，如 ｎ 个不同元素取 ｍ 个

（ｍ ＜ ｎ）按某种次序排成一列，则排列数为：Ｐｍ
ｎ ＝ ｎ（ｎ －１）…（ｎ －ｍ ＋１） ．

若试验属于元素可重复的排列问题，则归结为计算元素可重复排列的个数，如 ｎ 个不同

元素可重复地取 ｍ 个排列，这种可重复的排列数为：ｎｍ ＝ ｎ·ｎ…ｎ．
若试验属于组合问题，不必考虑次序，则归结为计算组合数，如 ｎ 个不同元素取 ｍ 个

７



（ｍ ＜ ｎ）为一组，则组合数为：Ｃｍ
ｎ ＝

Ｐｍ
ｎ

ｍ！ ＝ ｎ（ｎ －１）…（ｎ －ｍ ＋１）
ｍ（ｍ －１）…２·１ ．

对于一般情况，则根据基本原理计算相应方法的种数．
例 １⁃５　 口袋里装有 ４ 个黑球与 ３ 个白球，任取 ３ 个球，求：
（１）其中恰好有 １ 个黑球的概率；
（２）其中至少有 ２ 个黑球的概率．
解　 从 ７ 个球中任取 ３ 个，共有 ｎ ＝ Ｃ３

７ 种取法，即基本事件总数为 ｎ ＝ Ｃ３
７ ．

（１）设事件 Ａ 表示任取 ３ 个球中恰好有 １ 个黑球，完成事件 Ａ 有 Ｃ１
４Ｃ２

３ 种取法，根据古典

概型计算概率的公式，得到概率

Ｐ（Ａ） ＝
Ｃ１

４Ｃ２
３

Ｃ３
７

＝ ４ × ３
３５ ＝ １２

３５

　 　 所以任取 ３ 个球中恰好有 １ 个黑球的概率为：１２３５
（２）设事件 Ｂ 表示任取 ３ 个球中至少有 ２ 个黑球，完成事件 Ｂ 有 Ｃ２

４Ｃ１
３ ＋ Ｃ３

４Ｃ０
３ 种取法，根

据古典概型计算概率的公式，得到概率

Ｐ（Ｂ） ＝
Ｃ２

４Ｃ１
３ ＋ Ｃ３

４Ｃ０
３

Ｃ３
７

＝ ６ × ３ ＋ ４ × １
３５ ＝ ２２

３５

　 　 所以任取 ３ 个球中至少有 ２ 个黑球的概率为：２２３５
请读者想一想下面两个有趣的问题：
①在抽奖活动中，参与者的次序是否越靠前越有利？
②读者可作一个调查，一个班级中有两人生日是同一天的概率为多少？
例 １⁃６（抽奖问题） 　 设某超市有奖销售，投放 ｎ 张奖券，其中只有 １ 张有奖，顾客只可抽

１ 张，求第 ｋ 位顾客中奖的概率（１≤ｋ≤ｎ） ．
解　 设 Ａ 表示第 ｋ 位顾客中奖，到第 ｋ 位顾客为止，试验的基本事件总数为 ｎ × （ｎ － １）

×… × （ｎ － ｋ ＋ １），有利于 Ａ 的基本事件必须是前 ｋ － １ 位顾客未中奖，而第 ｋ 位顾客中奖，
因而有利于 Ａ 的基本事件数为（ｎ － １） ×… × （ｎ － ｋ ＋ １） × １，于是

Ｐ（Ａ） ＝ （ｎ － １） × … × （ｎ － ｋ ＋ １） × １
ｎ × （ｎ － １） × … × （ｎ － ｋ ＋ １） ＝ １

ｎ
　 　 这一结果表明：中奖与否同顾客出现次序 ｋ 无关，也就是说抽奖活动对每位参与者都是

公平的．
例 １⁃７　 设一年有 ３６５ 天，求下列事件 Ａ，Ｂ 的概率：
Ａ ＝ ｛ｎ 个人中没有 ２ 人生日相同｝，
Ｂ ＝ ｛ｎ 个人中至少有 ２ 人生日相同｝ ．
解　 显然事件 Ａ，Ｂ 是对立事件，由性质 ２ 有，Ｐ（Ｂ） ＝ １ － Ｐ（Ａ） ．
由于每个人的生日可以是 ３６５ 天的任意一天，因此，ｎ 个人的生日有 ３６５ｎ 种可能结果，

而且每种结果是等可能的，因而是古典概型． 事件 Ａ 的发生必须是 ｎ 个不同的生日，因而 Ａ
的样本点数为从 ３６５ 中取 ｎ 个的排列数 Ｐｎ

３６５，于是

Ｐ（Ａ） ＝
Ｐｎ

３６５

３６５ｎ

８



Ｐ（Ｂ） ＝ １ － Ｐ（Ａ） ＝ １ －
Ｐｎ

３６５

３６５ｎ

　 　 这个例子是历史上有名的“生日问题”，对不同的一些 ｎ 值，计算得出相应的 Ｐ（Ｂ）值见

表 １⁃２．
表 １⁃２　 不同 ｎ 值对应的 Ｐ（Ｂ）值

ｎ １０ ２０ ２３ ３０ ４０ ５０

Ｐ（Ｂ） ０． １２ ０． ４１ ０． ５１ ０． ７１ ０． ８９ ０． ９７

由表 １⁃２ 看出，当班级人数为 ２３ 人时，至少有 ２ 位小伙伴生日相同的可能性超过一半；
而当人数为 ５０ 人时，至少有 ２ 位小伙伴生日在同一天的可能性居然达到了 ９７％ ． 读者不妨

调查一下你所在班的情况。
注　 常用的 ３ 个事件之和的概率公式：
Ｐ（Ａ ∪ Ｂ ∪ Ｃ） ＝ Ｐ（Ａ） ＋ Ｐ（Ｂ） ＋ Ｐ（Ｃ） － Ｐ（ＡＢ） － Ｐ（ＢＣ） － Ｐ（ＡＣ） ＋ Ｐ（ＡＢＣ）

１． ３　条件概率与事件的独立性

经验告诉我们，在大雾天气中发生车祸的可能性要大一些，而晴朗的天气与某人买彩票

中奖则毫无关系． 这就是说，有些事件的发生对另一些事件的发生有影响，而有些事件之间

则是互不影响的． 条件概率与事件独立性就是对这类问题的研究．

１． ３． １　条件概率

先从—个简单的例子来看看什么是条件概率．
引例　 一批同型号产品由甲、乙两厂生产，产品结构见表 １⁃３．

表 １⁃３　 甲、乙两厂产品结构数据

　 　 　 数量　 　 　 　 　 厂别

等级　 　 　 　 　 　 　
甲厂 乙厂 合计

合格品 ４７５ ６４４ １ １１９

次品 ２５ ５６ ８１

合计 ５００ ７００ １ ２００

从这批产品中随意地取一件，则这件产品为次品的概率为

８１
１ ２００ ＝ ６． ７５％

　 　 现在假设被告知取出的产品是甲厂生产的，那么这件产品为次品的概率又是多大呢？
被告知取出的产品是甲厂生产的，不能肯定的只是该件产品是甲厂生产的 ５００ 件中的哪一

９
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