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" Algebra.
Von
G. FaLk.

Algebra und Physik haben erst in neuester Zeit engere Beriithrung gefunden.
Jedoch erfolgt die Anniherung zégernd und nicht ohne eine gewisse Reserve von
seiten der traditionellen Physik. Es lassen sich leicht Griinde dafiir angeben,
und zwei scheinen besonders einleuchtend: Die Grundaufgabe der Physik ist die
Untersuchung konkreter natiirlicher Sachverhalte, wihrend es der Algebra um
die Durchleuchtung der formalen inneren Struktur von Gegenstandsbereichen
geht, deren konkrete Ziige im allgemeinen gar nicht interessieren. Ein zweiter
nicht unwesentlicher, wenn auch scheinbar oberflichlicher Grund ist der, daB
die Algebra iiber keinen durchgéngigen Kalkiil im Sinne des rechnenden Physikers
verfiigt, sondern daB ihr methodischer Wesenskern aus einer ungewohnt ab-
strakten und begrifflichen Denkweise besteht.

Die beiden Griinde lassen Stirke und Schwiche der Algebra als Hilfsmittel
fiir die Physik deutlich genug erkennen. Fiir konkrete Einzelprobleme, die sich
mit dem Kalkiil der Analysis behandeln lassen, wird man sie selten verwenden :
ihre Methoden werden sich vielmehr erst da niitzlich erweisen, wo ein Durchblick
durch die Struktur einer Theorie ein besonders rationelles oder das einzige Mittel
zur Gewinnung genereller Aussagen ist. Gerade die moderne Physik hat die
ZweckmiBigkeit solcher Betrachtungen erwiesen und gezeigt, daB auch die in
physikalischen Theorien beschriebenen Beziehungen zwischen den (physikalischen)
GroBen sich formal charakterisieren lassen und somit als Untersuchungs- und
Anwendungsgebiet der axiomatischen Algebra gelten kénnen. Unter diesem
Gesichtswinkel wird auch der ,,utilitaristisch* gesinnte Physiker ihre Hilfe nicht
verschmihen. .

1. Form und Inhalt. Die Algebra liBt sich weniger als die anderen in der
Physik verwendeten mathematischen Disziplinen durch eine kompenditse Samm-
lung von Einzeltatsachen oder gar Formeln so weit beschreiben, daB man ge-
niigend feste Anhaltspunkte zur selbstéindigen Verwendung finden wiirde. Da
iiberdies die Begriffswelt der modernen Algebra nicht als bekannt vorausgesetzt
werden kann, ist die Form der Darstellung insoweit vorgezeichnet, als sie eine
Erlduterung der heutigen algebraischen Terminologie in hinreichend ausfiihr-
licher Weise enthalten muB. Nach bewihrtem Vorbild ist diese in einem Kapitel
vorweggenommen, das somit als Voraussetzung fiir alle iibrigen anzusehen ist.
Diese selbst sind dann weitgehend unabhingig voneinander lesbar. Im iibrigen
sind deduktive Abhingigkeiten angegeben. Die Ausfiihrlichkeit des Textes ist
in den einzelnen Kapiteln verschieden und nach dem Kenntnisstand bemessen,
der nach der heutigen mathematischen Ausbildung im Durchschnitt voraus-
gesetzt werden kann. Hauptbestreben war es, durch Erklarungen einerseits und
auf Ubersichtlichkeit abzielende Kiirze der Darstellung andererseits die Mog-
lichkeit einer (relativ) schnellen Informierbarkeit zu schaffen, ein Ziel, das (wenn
iiberhaupt) nicht immer ohne Opfer zu erreichen war. £

Handbuch der Physik, Bd. II. 1



2 G. FALK: Algebra. Ziff. 2,

Der Inhalt des vorliegenden Artikels muB sich notwendigerweise auf die Teile
der Algebra beschrinken, die mit der Physik in Beriihrung gekommen sind. Fiir
den Mathematiker bedeutet dies eine Auswahl aus dem (fiir ihn) klassischen
Bestand der Algebra. So folgt nach der Erklirung der stindig verwendeten
Grundbegriffe ein kurzes Kapitel (B) iiber Polynomringe. Dabei wird besonderer
Wert auf die Erklirung des algebraischen Polynombegriffes gelegt und dieser
mit relativ breiter Ausfiihrlichkeit behandelt, wihrend die Teilbarkeitstheorie
sowie die Theorie der algebraischen Korpererweiterungen und damit die Theorie
der algebraischen Gleichungen véllig beiseite gelassen werden. ErfahrungsgemiB
empfindet der Physiker diese Teile der Algebra ohnehin als Belastung. Kapitel C
enthilt die lineare Algebra, deren sachlicher Inhalt wohl als weitgehend bekannt
angesehen werden kann und die deshalb in etwas strafferer Form gebracht
werden konnte. Im AnschluB daran bringt Kapitel D, Abschnitt I die Dar-
stellungstheorie der Gruppen (insbesondere der endlichen Gruppen), und zwar
nach der Methode von I. ScHur. Die Wahl dieser Methode erfolgte vor allem
wegen ihrer Einfachheit und leichten Zuginglichkeit auch fiir denjenigen, der
sich nicht erst mit dem umfangreichen Begriffsapparat der Algebren-Theorie
beschéftigen will. Von den Darstellungen kontinuierlicher Gruppen werden (Ab-
schnitt IT) nur die der 3-dimensionalen Drehgruppe behandelt. Diese Beschrin-
kung (die im Hinblick auf physikalische Zwecke gar nicht einmal so einschrinkend
wirkt) bedarf in Anbetracht des Umfanges einer systematischen Behandlung des
Gebietes wohl kaum einer Erklirung. Kapitel E schlieBlich bringt eine Ein-
fithrung in die Theorie der Algebren. Dieses Kapitel ist gegeniiber den anderen
(wohl merklich) breiter geschrieben, um dem Eindringen Verstindnis-Hindernisse
mdglichst aus dem Wege zu rdumen. Die Betonung, die das Kapitel dadurch
erhilt, findet ihre Erklirung einmal darin, daB die Algebren-Theorie wohl als
ein besonders typisches Teilgebiet der Algebra anzusehen ist, zum anderen in
einem Hinweis auf den Anhang.

SchlieBlich noch einige Hinweise: Der Begriff ,,Menge* (von irgendwelchen
Gegenstdnden, wie Zahlen, Ring- oder Gruppen-Elementen usw.) wird in voéllig
naiver Weise gebraucht und alle damit verbundene mathematische Problematik
vermieden. Das Wort ,,Bereich’‘ bezeichnet im allgemeinen eine Menge, zwischen
deren Elementen noch irgendwelche Relationen erklirt sind, kurz eine ,,Menge
mit Struktureigenschaften. Zur Bezeichnung von Mengen werden deutsche
Buchstaben verwendet. Mengen, die Korper im algebraischen Sinne sind (Ziff. 4),
werden auch mit grofen griechischen Lettern bezeichnet. Kleine Buchstaben
(lateinische wie griechische) werden zur Bezeichnung von Elementen der Mengen
verwendet. :

Unter dem Durchschnitt zweier Mengen U und B versteht man die Gesamt-
heit derjenigen Elemente, die sowohl zu U als auch zu B gehéren. Die Relation
@ ist Element der Menge A'* wird ausgedriickt durch das Symbol @ €%, und
die Relation ,,die Menge ¥ ist in der Menge B enthalten‘ (d.h. alle Elemente
von U gehdren auch zu B) durch AL B, Ist A echt in B enthalten, d.h. gibt es
in B Elemente, die nicht zu U gehéren, so schreibt man: A CB.

2. Der algebraische Zahlbegriff. Die Wurzel der Algebra ist der Begriff der
Zahl, und zwar die Zahl als Element eines Bereiches, in dem man nach bestimmten,
vorgegebenen Regeln rechnen kann. Die Regeln beziehen sich dabei auf Opera-
tionen, die als Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division bekannt und
so geldufig sind, daB ein besonderer Hinweis auf sie oft eher langweilig als belehrend
wirkt. Wie geldufig das formale Operieren nach diesen Regeln eines vertrauten
Kalkiils ist, erhellt besonders durch eine hdufig beobachtete Erfahrung: Bei
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Einfiihrung der komplexen Zahlen durch die Rechenregel 2= —1{ hat der An-
fanger fast nie nennenswerte Schwierigkeiten zu iiberwinden, obwohl ¢ gar keine
Zahlist, die in den Bereich der ihm vertrauten Zahlen fillt. Es kostet im Gegenteil
manchmal sogar Miihe klarzumachen, daB hier eine Begriffsschwierigkeit vorliegt.
Analogen Situationen sieht sich der Lernende in der Algebra manchmal gegen-
iber. Dabei kann er sich nicht immer des Eindrucks erwehren, -daf triviale
Sachverhalte durch sorgféltige Formulierungen zu objektiver Bedeutung erhoben
werden sollen. Es erfordert schon einige Erfahrung und einen gewissen Uber-
blick, um die Reichweite mancher Aussagen richtig einzuschitzen.

Eine Zahl im gewchnlichen Sinn ist ein Element des Bereiches aller reellen
(oder auch aller komplexen) Zahlen. Diese Beschreibungsweise, die eine Zahl-
gesamtheit vor das Einzelexemplar setzt, soll darauf hinweisen, daB die Betrach-
tung solcher Gesamtheiten der Schliissel zum Verstdndnis des algebraischen Zahl-
begriffs und der ,,modernen* Algebra iiberhaupt ist. Genauer handelt es sich
um die Kennzeichnung derjenigen (formalen) Eigenschaften solcher Bereiche,
die fiir bestimmte mathematische Zwecke wesentlich sind. So entfaltete z.B,
die Zahlentheorie ihre groBte Wirksambkeit erst, als man den ,,konkreten‘ Inhalt
des Zahlbegriffes (n&mlich im vertrauten Sinn reell zu sein) zuriickzudringen
gelernt hatte zugunsten der primiren Eigenschaft der Zahl, Element eines
(allgemeinen) ,,Korpers‘‘ oder ,,Ringes‘‘ zu sein.

Einige wesentliche Eigenschaften des reellen Zahlenbereiches lassen sich
folgendermaBen beschreiben?:

1. Man kann in ihm unbeschrinkt (d.h. jede Zahl zu jeder) addieren und
ebenso subtrahieren. :

2. Man kann jede Zahl mit jeder multiplizieren und (auBer durch die Null)
dividieren. : ‘

3. Die reellen Zahlen lassen sich anordnen, d.h. es gibt eine eindeutige GréBer-
Beziehung zwischen ihnen. «

4. In dem Bereich der reellen Zahlen 1iBt sich ein Umgebungsbegriff (und
mit ihm ein Stetigkeitsbegriff) erkliren.

Fragen wir nach typischen Eigenschaften des Bereiches der komplexen Zahlen,
so verliert 3. seinen Inhalt, 148t sich aber durch eine andere Eigenschaft ersetzen:
Jeder komplexen Zahl 1aBt sich ihr Betrag, d.h. eine reelle Zahl zuordnen, und
fiir diese Zuordnung gelten kennzeichnende Rechenregeln (als bekannteste die
sog. Dreiecksungleichung).

Dem Bereich der rationalen Zahlen kommen nur die Eigenschaften 1., 2.
und 3. zu, dagegen nicht 4. Vollziehen wir schlieBlich den Schritt zu den ganzen
Zahlen, so bleiben 1. und 3. und von 2. die Méglichkeit unbeschrinkter Multi-
plikation, dagegen nicht die der Division. Alle genannten Zahlbereiche haben,
wie wir sehen, nur die Eigenschaften 1. und 2. (eventuell ohne die Moglichkeit
unbeschrénkter Division) gemeinsam. Es erscheint daher einleuchtend, daB man
sich in der Algebra primir fiir diese Eigenschaften interessiert, wogegen die
iibrigen in ihrer Bedeutung zunichst zuriicktreten. Man nennt iibrigens die
durch 1. und 2. ausgedriickten Eigenschaften ,,Verkniipfungen‘'2. die durch 3.
und 4. ausgedriickten Eigenschaften nennt man die der »Anordnung‘ und der
,,Uumgebung*‘.

1 Man beachte, daB in Formulierungen, die auf die Elemente eines Bereiches Bezug
nehmen, die Bereichs-Eigenschaft in Worten wie ,,jedes®, ,,alle’* usw. enthalten ist.

2 Unter einer Verkniipfung versteht man eine Zuordnung von je zwei Elementen eines

Bereiches zu einem dritten Element desselben Bereiches.
1 *
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3. Die axiomatische Methode. Es wurde bereits gesagt, daB die Kennzeichnung
der Zahlbereiche durch Postulienmg formaler Eigenschaften erfolgt. Die Kenn-
zeichnung der Struktur eines Bereiches durch seine inneren Eigenschaften ist
aber Sinn und Aufgabe der Axiomatik; demnach handelt es sich darum, die
unter 1. und 2. bezeichneten Verknupfungselgenschaften axiomatisch zu formu-
lieren. Dies geschieht folgendermafBen:

Mit a, b, ¢, ... seien die Elemente eines Bereiches 8 (in Zeichen: a4, b, ¢, ... € B)
bezeichnet. In B gibt es '

(I) Eine Verkniipfung, Addition genannt, welche zwei beliebigen Elementen
a, b €W eindeutig ein drittes Element (¢4 b) €98 zuordnet. Fiir diese Ver-
kniipfung gelten die Regeln i

a) Assoziatives Gesetz: a -+ (b +c)=(a+b)+c
b) Losbarkeit der Gleichung: a + x=1b fiir alle @, b,...€9.
c) Kommutatives Gesetz: at+b=>b+a

Die unter b) geforderte Losbarkeit der Gleichung a + x=»5 bedeutet natiirlich,
daB bei beliebiger Wahl von a, b € B stets ein x € B existiert, so daB die Gleichung
besteht.

(II) Es gibt eine zweite Verkniipfung, Multiplikation genannt, welche zwei
beliebigen Elementen «, b€ B eindeutig ein drittes Element a - b€ B zuordnet.
Dabei gelten fiir alle Elemente von B die Regeln

a) Assoziatives Gesetz: abe) = (ab)c
b) Losbarkeit der Gleichung: ax =25 (fiir a 5= 0).
¢) Kommutatives Gesetz: ab=ba

SchlieBlich bestehen die beiden genannten Verkniipfungen nicht unabhingig
nebeneinander, sondern werden verbunden durch

(II1) Das Distributivgesetz: a(b +c) =ab + ac.

Diesem Axiomensystem geniigen sicher die oben genannten Zahlbereiche auBer
dem der ganzen Zahlen [bei welchem man das Axiom (IIb) fortlassen miiBte].
Damit sind also bestimmte, Verkniipfungs-Eigenschaften wiedergebende Struk-
turziige der genannten Zahlbereiche axiomatisch gekennzeichnet.

Es gibt nun im Prinzip zwei verschiedene Moglichkeiten, das axiomatische Interesse
weiter zu verfolgen: Entweder untersucht man die durch das angegebene Axiomensystem
definierten Strukturen und vergewissert sich iiber ihre mathematische Reichhaltigkeit, oder
man sucht das Axiomensystem so zu erweitern, da8 man etwa einen bestimmten ,, konkreten‘’
Zahlbereich axiomatisch ,,vollstindig’ kennzeichnen kann (d.h. derart, da alle Realisie-
rungen des axiomatisch definierten Bereiches untereinander isomorph sind). In der Algebra
verfolgt man, wie bereits gesagt, vornehmlich den ersten dieser beiden Wege, wiahrend der
zweite (iiberdies mit dem Problem der ,,Vollstindigkeit'* eines Axiomensystems belastete
‘Weg) demgegeniiber an Interesse zuriicktritt.

A. Grundbegriffe und Definitionen.

Im vorliegenden Kapitel werden die in der Algebra verwendeten .Grund-
begriffe und Termini definiert und erldutert. Sie werden im weiteren Verlauf
der Darstellung durchgehend benutzt.
~ Den Axiomen (I), (IT), (III) gilt das weitere Interesse. Bei Vorweisung eines
Axiomensystems erheben sich primir zwei Fragen: 1. Die nach der Widerspruchs-
freiheit und 2. die nach der Unabhingigkeit der Axiome. Die Klirung dieser
beiden Fragen erfolgt in bekannter Weise so, dal man

1. zum Nachweis der Widerspruchsfreiheit eine als widerspruchsfrei erkannte
Realisierung (d.h. einen , konkreten GréBenbereich) angibt, welche die Axiome
erfiillt ; :
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2. zur Untersuchung der Abhiéngigkeit der Axiome weitere in sich wider-
spruchsfreie Realisierungen zu finden sucht, welche die Axiome bis auf eines
erfiillen. Das nicht erfiilite Axiom ist dann sicher von den iibrigen unabhingig,
d.h. es kann nicht aus diesen hergeleitet werden?.

Im vorliegenden Fall ist die Frage nach der Widerspruchsfreiheit praktisch
bereits. gelost, denn wir sind iiberzeugt, daB das Rechnen in den angefiihrten
Zahlbereichen (obwohl sie unendlich viele Elemente besitzen) niemals zu Wider-
spriichen fithren wird. Wir werden jedoch weiter unten sehen, daB man sehr
einfache Beispiele angeben kann, die nicht mit dieser ,,Unsicherheit des Unend-
lichen behaftet sind. Die Frage nach der Abhingigkeit tritt gegeniiber' der der
Widerspruchsfreiheit an Bedeutung zuriick. ;

4. Korper. Definition: Jeder Bereich von GroBen, zwischen denen zwei
Verkniipfungen erklirt sind, welche den Axiomen (I), (IT) und (III) geniigen,
heiBt ein (kommutativer) Korper.

Wir beweisen zunichst einige einfache Folgerungen aus den Axiomen und
beginnen mit den Axiomen (I) der Addition. Setzt man in (Ib) b=a, so folgt
aus der postulierten Losbarkeit der Gleichung @+ x =a, daB es in jedem Korper
ein Element geben muB, das sog. Nullelement 0, mit der Eigenschaft

a-+-0=a fir jedes a. (4.1)

Setzt man nun in (Ib) 5=0, so sieht man, daB es zu jedem Element a eines
Korpers ein enigegengesetztes oder additiv-inverses Element (— a) geben muB mit
der Eigenschaft
: a+ (—a) =0. ~ (4.2)

Durch die Axiomengruppe (I) ist also die Existenz eines Nullelementes, sowie
die eines additiv Inversen zu jedem Korperelement gesichert. Es fehlt noch der
Nachweis, daB es nur ein Nullelement gibt und daB ebenso zu jedem Element ein
eindeutiges additiv Inverses gehért. Angenommen, es gibe zwei Nullelemente
0 und 0’, so wiirde wegen GI. (4.1) sowohl i ;

a4+ 0=a alsauch a+4+0=a

fir jedes Element a des Kérpers gelten, also auch fiir 0’ und 0 selbst. Aus der
ersten dieser beiden Gleichungen folgt damit aber 0'+0=0’, aus der zweiten
0+0'=0, und wegen des Kommutativititsaxioms der Addition (Ic) folgt die
Gleichheit der linken Seiten dieser beiden Gleichungen und somit 0'=0. Die
Eindeutigkeit' des Additiv-Inversen ist ebenso einfach zu beweisen und schlieB-
lich auch die Eindeutigkeit der Lésung der Gleichung unter (Ib); ihre eindeutige
Losung ist =05+ (—a), was man auch kiirzer als Differenz ¥ —b— a schreibt.
Fiir die so definierte Subtraktion gelten analoge Regeln wie fiir die Addition.
Das Assoziativgesetz (Ia) besagt, daB hinsichtlich der Addition eine Klammer-
setzung iiberfliissig ist, und daB ein Ausdruck der Form :

kglak e a1‘ L z e Ay » 3 K (4-3)

wo die a, Elemente eines Kérpers sind, einen eindeutig erklirten Sinn hat.

! Man beachte: LaBt sich eine widerspruchsfreie Realisierung angeben, in welcher nur
ein Teil des Axiomensystems erfiillt ist, dagegen ein zweiter. aus mehreren Axiomen be-
stehender Teil nicht, so 148t sich nur behaupten, daB sich jedes Axiom des zweiten Teiles
{und jeder zugehérige Folgesatz) nicht aus dem ersten Teil des Axiomensystems folgern liBt.
Dagegen kann es durchaus sein, daB ein Axiom des zweiten Teiles sich aus allen iibrigen
Axiomen des gesamten Axiomensystems folgern 148t, d.h. daB dieses Axiom nicht unab-
hingig ist. 3
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Betrachten wir nun die Axiome (II) der Multiplikation, so springt sofort ihre
formale Verwandtschaft mit den Axiomen (I) der Addition in die Augen; man
braucht nur in (II) iiberall die multiplikative Verkniipfung durch die additive
zu ersetzen, um die Axiome (I) zu erhalten. Hier ergibt sich bereits die Gelegen-
heit einer einfachen axiomatischen SchluBweise: Bei Nachweis der Existenz
eines eindeutigen Nullelementes und eines eindeutigen additiv Inversen zu jedem
Koérperelement haben wir nur von den Axiomen (I) Gebrauch gemacht. DaB
dabei das Verkniipfungszeichen ein Additionssymbol war, spielt fiir die Schliisse
keine Rolle. Wir konnen also (ebenso wie in den Axiomen) auch in den Schliissen
generell das Additionszeichen durch das Multiplikationszeichen ersetzen. Die
fraglichen Elemente, deren Existenz und Eindeutigkeit damit bereits bewiesen
ist, werden natiirlich anders benannt. Dem Nullelement in Gl. (4.1) entspricht
ein Element ¢ mit der Eigenschaft

ae=a (4.1")
fiir alle Elemente a des Korpers. ¢ heiBt das Einselement des Korpers. Das
Analogon zu Gl. (4.2) lautet

a(@?) =(@a=e, (4.2')
wenn wir mit a~! das multiplikative Inverse des Elementes a bezeichnen. Zu

jedem Korperelement a == 0 gibt es genau ein multiplikativ Inverses. Das Analogon
von (4.3) lautet ‘

I a,=aa,...4a,. (4.3

k=1

Wir wollen uns hier mit diesem Beweis begniigen, da weiter unten (fiir Schief-
korper) ein analoger Beweis noch einmal explizite durchgefiihrt wird. Als erstes
Ergebnis haben wir damit

Satz 1. In einem Korper gibt es stets ein Null- und ein Einselement sowie zu
jedem Element genau ein additiv und (auPer zum Nullelement) ein multiplikativ
Inverses.

Aus dem Distributivgesetz (III) folgt durch Induktion
ab,+byg+ -+ +0b,)=ab+ - +abd,.
Ist a selbst eine Summe, so folgt ebenso _ :
(@ + -+ +a,) b+ -+ b)) =a,by+ - +a,b,.
Die Subtraktion ist ebenfalls distributiv:
ab—c)=ab—ac.
Dies folgt direkt aus
ab=ab—c+c)=a(—c)+ac.
In Koérpern gilt weiter

Satz 2. Ein Produkt zweier Elemente ist in einem Korper dann und nur dann
Null, wenn eines der beiden Elemente gleich Null ist.

Der Beweis ist evident, denn es gilt
a0=a(@a—a)=aa—aa=0. (4.4)

Andererseits sei ab=0. Falls @ und b gleich Null sind, ist nichts zu beweisen,
ist @ ungleich Null, so existiert ¢!, und durch Multiplikation mit &7 folgt
mit (4.4)

b= (ala)b=a1(ad) =a10=0.
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Beispiele. Neben den schon genannten Zahlkoérpern sei auf den Kérper der
rationalen Funktionen einer Variablen oder den der algebraischen Funktionen
hingewiesen. Besonders einfach und bemerkenswert sind die endlichen Korper,
d.h. Kérper mit endlich vielen Elementen (auch Garors-Felder genannt). Der
einfachste Fall dieser Art ist der aus zwei Elementen bestehende Korper. Nach
Satz 1 miissen diese beiden Elemente das Null- und das Einselement sein, wir
nennen sie wieder 0 und e. Da es nur zwei Elemente gibt, lassen sich die Losungen
der Gleichung unter (Ib) leicht angeben; die vier méglichen Fille lauten

O+x=0, ed+x=e, O04fzx=e, e+ x=0,

wobei als Lésungen x nur wieder die Elemente 0 und e in Betracht kommen.
Man sieht sofort, daB in den beiden ersten Fillen x=0 und in den letzten x=e¢
die (eindeutige) Losung ist. Als auffillige Regel gilt also hier e+ e=0. Allgemein
sind Summen aus einer geraden Anzahl von Gliedern e gleich Null und von
einer ungeraden Anzahl gleich e. Daraus ist bereits zu vermuten, daB hier ein
Zahlbereich vorliegt, dessen innere Struktur vom Rechnen modulo 2 im Bereich
- der ganzen Zahlen nicht unbekannt sein diirfte. Hinsichtlich der Multiplikation
verhalten sich 0 und e wie die Zahlen 0 und 1. Die Gleichung unter (IIb) liefert
die Fille

ex=20, ex=ze,

- welche die Losungen x=0 und x=-e¢ besitzen. Das Distributivgesetz bestitigt
man schlieBlich ebenfalls durch Aufweisung aller Moglichkeiten, von denen aller-
dings nur diejenige nicht-trivial ist, in der das Nullelement nicht ‘vorkommt :

efe+e)=cetee=c+e=0.

Dies ist tatsichlich eine richtige Beziehung, da auch die linke Seite nach Gl. (4.4)
gleich Null ist. , D

Mit der Diskussion dieses Beispiels haben wir gleichzeitig die letzten (wegen
der Unendlichkeit der anderen Beispiele) noch méglichen Zweifel an der Wider-
spruchslosigkeit des Axiomensystems (I, (IT), (III) beseitigt, da wir nun einen
Korper angegeben haben, bei dem sich die widerspruchslose Erfiillung der Axiome
in endlich vielen Schritten nachweisen 148t.

Eine Menge K’ von Elementen aus einem Kérper aus K, die ihrerseits bereits
die Axiome (I), (II), (III) erfiillt, nennt man einen Unterkorper von K. Der
Unterkérper heiBt eckf, wenn es in K Elemente gibt, die nicht in K’ enthalten"
sind, in Zeichen: K’ K. Man iiberzeugt sich schlieBlich, daB der Durchschnitt
zweier Unterkérper wieder Unterkérper von K. ist.

5. Schiefkérper. Mit dem Nachweis der Widerspruchsfreiheit des Axiomen-
systems (I), (IT), (III) folgt auch die Widerspruchsfreiheit derjenigen Axiomen-
systeme, die daraus durch Weglassen von einzelnen Axiomen entstehen. Dabei
kénnte hochstens der Fall eintreten, daB das Weglassen eines Axioms gegenstands-
los ist, ndmlich dann, wenn dieses Axiom aus den iibrigen gefolgert werden kann,
also von diesen nicht unabhingig ist.

Im folgenden soll das Kommutativitdtsgesetz der Multiplikation fallen ge-
lassen werden. Dazu bedarf es noch einer Vorbemerkung. Die Kommutativitit
hatte bereits eine Folge in der Schreibweise der Axiome, ndmlich in der Gleichung
unter (IIb) sowie in dem Distributivgesetz (III). Man sieht sofort, daB durch
das Axiom (III) bei Nichtberiicksichtigung der Kommutativitit von den zwei
moglichen Distributivgesetzen

alb+c)=ab+ ac, b+c)a=ba-+ca
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eins willkiirlich ausgezeichnet wird. Ebenso gibt es auch zwei Arten von Glei-
chungen
ax=>b, . ya="0,

von denen durch (IIb) wiederum eine willkiirlich ausgezeichnet wird. Abgesehen
von der Moglichkeit, gerade derartigen Auszeichnungen das Interesse zuzuwenden,
wird man jedoch in der Absicht, nur die Kommutativitit der Multiplikation
fallen zu lassen, die Regeln der Axiome (II) und (III) ersetzen durch:
(IT") a) Assoziativitit der Multiplikation: a(bc) = (ad)c,

b) Losbarkeit der Gleichungen: ax =b, ya = b fiir jedes a==0 und b.
(III’) Links- und rechtsseitige Distributivitat:

a) a(b+c¢)=ab+ac,

b) b+c)a=ba+ca.

Definition: Jeder GroBenbereich, in dem zwei Verkniipfungen erklirt sind,
welche den Axiomen (I), (II') und (III') geniigen, heiBt ein Schiefkorper.

Zunichst sieht man sofort, daB jeder (kommutative) Korper auch Schief-
korper ist, denn die genannten Axiome sind in ihm erfiilit. Damit erhebt sich
die Frage, ob es echte (d.h. nicht-kommutative) Schiefkorper gibt; denn nur
dann hat die obige Definition einen erwihnenswerten Inhalt. Uberdies wire
mit der Existenz echter Schiefkérper die Unabhingigkeit des Kommutativitéts-
axioms der Multiplikation von den iibrigen Axiomen bewiesen. Die weiter unten
erfolgende Angabe eines Beispiels erledigt diese Frage.

In Schiefkérpern gilt analog zu Satz 1.

Satz 1’. In einem Schiefkorper gibt es stets ein Null und ein Einselement, sowie
zu jedem Element ein eindeutiges additiv und (aufer zum Nullelement) multipli-
kativ Inverses.

Die behauptete Existenz eines Nullelementes und die des additiv Inversen
wird ebenso bewiesen wie in Ziff. 4, dagegen sollen die Behauptungen aus den
Multiplikationsgesetzen gesondert hergeleitet werden. Zunichst folgt aus ax =25
fiir b=a die Existenz eines Rechts-Einselementes ¢ mit der Eigenschaft

ae=a fir jedes a. (5.1)

Entsprechend folgert man aus ya=> mit b=a die Existenz eines Links-Eins-
elementes e’: o
¢'a=a fir jedes a. (5.2)
Setzt man in (5.1) a=¢’ und in (5.2) @=e¢, so erhilt man wegen der Gleichheit
der linken Seiten e=¢'. Rechis- und Links-Einselement sind also identisch. Man
spricht deshalb einfach vom Einselement des Schiefkérpers. Ebenso folgt aus
(II’b) mit b= die Existenz eines Rechts- und Links-Inversen (¢ und ¢) zu jedem
Element a==0 .
ac=e, c'a=c¢e.

Durch Multiplikation der ersten Gleichung mit ¢’ von. links und der zweiten
mit ¢ von rechts ergibt sich c=¢’. Rechts- und Links-Inverses sind also identisch,
weshalb man einfach vom Inversen a1 eines jeden Elementes a==0 spricht.
SchlieBlich zeigt man ebenso einfach die Eindeutigkeit des Einselementes und
des Inversen sowie die Eindeutigkeit der Ldsungen x=a"1b, y=>5ba' der
Gln. (II'b). Fiir Schiefkirper gilt ebenfalls Satz 2, wie man aus dem Beweis in Ziff. 4
ersehen kann.

Es ist haufig iiblich, in dem Axiomensystem fiir Schiefkérper das Axiom (II'b)
durch zwei andere Forderungen zu ersetzen:
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(II'b’) 1. Die Existenz eines rechtsseitigen Einselementes ¢ mit der Eigen-
schaft ae =a fiir alle a des betreffenden Bereiches. 2. Die Existenz eines Rechts-
Inversen a7 zu jedem Element a==0 mit der Eigenschaft aa 1=e¢.

Zunéchst ist klar, daB diese beiden Sitze Konsequenzen von (II'b) sind.
Andererseits 148t sich leicht zeigen, daB umgekehrt auch (II'b) eine Folge von
(IT'b’) ist. Daraus folgt die Gleichwertigkeit von (II'b) und (II'b’) (im Rahmen
des iibrigen Axiomensystems natiirlich). Zum Beweis zeigt man zunichst, daB
a™* und e auch Links-Inverses bzw. Links-Einselement sind; aus aa™=¢ folgt
durch linksseitige Multiplikation mit a1

alaal=aqle=q1l.

Wird diese Gleichung von rechts mit dem [nach (II'b’) existierenden] rechts-
seitigen Inversen von a~! multipliziert, so folgt

ala=ce,

d.h. @71 ist auch linksseitiges Inverses von a. Aus der letzten Gleichung ergibt
sich schlieBlich durch rechtsseitige Multiplikation mit a2

al=cea™,

Diese zeigt, daB e auch linksseitiges Einselement ist. Die somit nachgewiesene
Existenz von Einselement und Inversen (die iibrigens wieder eindeutig sind)
laBt andererseits die Losbarkeit der Gleichungen ax =25, ya=>5 fir a==0 er-
kennen; ihre eindeutigen Lésungen sind

x=a'b, y=bal.

Beispiel. Das bekannteste Beispiel eines echten Schiefkérpers ist der Bereich
der Quaternionen, das ist die Gesgmtheit der Elemente der Form

%+ Bj + vk + 61,

wobei «, B, y, d beliebige reelle Zahlen sind. Die Elemente 7, k, ! erfiillen die
Multiplikationsregeln

P=BM=P=—1, jh=—ki=1, kl=—Ik=f, lj=—fl=r,

wihrend die Koeffizienten «, §, 7, 4 mit ihnen vertauchbar sind. Das Null-
element ist die Quaternion mit den Koeffizienten ¢ =f=y =48 =0, das Eins-
element die mit a =1, f=y=0=0. Die Multiplikation erfolgt unter Anwen-
dung der Distributivgesetze und Beriicksichtigung: obiger Relationen. DaB diese
Multiplikation assoziativ ist, 148t sich durch einfache Rechnung bestitigen. Da
weiter

@+ B +yk+8)(a—pj —yk— 0l) = o>+ B2+ y2 + 82 (5-3)

fiir jede von Null verschiedene Quaterion ungleich Null ist, existiert zu jeder
Quaternion «+ f7+yk- 61 eine Rechts-Inverse

(@ + B+ ¥ + 82w — B — y — 01)

die iibrigens auch Links-Inverse ist. Infolgedessen gilt auch Axiom (II'b)
[bzw. (II'D), da alle iibrigen Schiefkérper-Axiome erfiillt sind]. Die Quaternionen
(mit reellen Zahlen als Koeffizienten) bilden also einen Schiefkérper, und zwar
einen echten Schiefkorper, da die Multiplikation sicher nicht kommutativ ist.

Durch dieses Beispiel ist auch gezeigt, daB der Begriff des Schiefkérpers tat-
sichlich eine echte Erweiterung des (kommutativen) Kérperbegriffes darstellt,
oder anders ausgedriickt, daB das Kommutativititsaxiom der Multiplikation von
den iibrigen Korperaxiomen unabhingig ist.



10 G. FALK: Algebra. Ziff. 6.

Wie man sieht, hiingt die Schiefkorpereigenschaft des Bereiches der Quatern-
ionen mit reellen Koeffizienten wesentlich daran, daB die rechte Seite von Gl. (5.3)
stets von Null verschieden ist und iiberdies im Bereich der Koeffizienten (hier
im Korper der reellen Zahlen) ein Inverses besitzt. Wiirde man z.B. die Koef-
fizienten aus dem Korper der komplexen Zahlen nehmen, so konnte die rechte
Seite von Gl. (5.3) auch mit von Null verschiedenen Koeffizienten verschwinden,
so z.B. fir a=f=1,y=0=14.- Dann ergibt sich

(1 +74+ik+il)(t —f —ik —il)=0.
Das Produkt ist also gleich Null, ohne daB ein Faktor verschwindet. Im Bereich
der Quaternionen mit komplexen Zahlen als Koeffizienten gilt also Satz 2 nicht.
Da dieser Satz aber eine Folge der Schiefkdrperaxiome ist und infolgedessen in
jedem Schiefkérper gelten muB, kann der betrachtete Bereich kein Schiefkorper
sein. Andererseits sind in ihm, wie man bestitigt, die Axiome (I), (II'a), (III’)
jedoch erfiillt.

Zu einem Bereich mit gleichen Eigenschaften [d.h. der Giiltigkeit der
Axiome (I), (Il"a), (I11"), wahrend (II'b) nicht erfiillt ist] gelangt man bei dem
Versuch, einen endlichen echten Schiefkérper zu konstruieren, indem man z.B.
die Quaternionen mit Koeffizienten aus dem in Ziff. 4 angefithrten Kérper aus
zwei Elementen betrachtet. Auch dann kann die rechte Seite von GL. (5.3) ver-
schwinden, ohne daB auf der linken Seite ein Faktor Nullist. Dieses Beispiel ist kein
zufallig herausgegriffener Ausnahmefall, welcher die Konstruktion eines endlichen
Schiefkdrpers nicht zuldBt, vielmehr gilt, wie hier nicht bewiesen werden soll, der.

Satz: Jeder endliche Schicfkorper ist kommutativ.

Liegen andererseits (wie im eben betrachteten Beispiel) endliche Bereiche mit
nicht-kommutativer Multiplikation vor, so kénnen diese keine Schiefkorper sein.

6. Ringe. Definition: Jeder GréBenbereich, in dem zwei Verkniipfungen
erklart sind, welche den Axiomen (I), (II'a), (IIT) geniigen, heilt ein Ring.
Gilt @iberdies das Kommutativititsaxiom der Multiplikation, so spricht man
von einem kowmmutativen Ring. ‘

Wir haben in Ziff. 5 bereits Beispiele von Ringen kennengelernt, ndmlich
den Ring der Quaternionen mit komplexen Koeffizienten und den der Quatern-
ionen mit Koeffizienten aus dem Kérper von zwei Elementen. Weitere Beispiele
sind der Bereich der ganzen Zahlen, oder der der geraden Zahlen oder auch der
der Quaternionen mit Koeffizienten aus einem Ring, z.B. dem Ring der ganzen
Zahlen. - ki

Gegeniiber einem Schiefkdrper braucht also in einem Ring das Axiom (IT"b)
nicht erfiillt zu sein. Der Ringbegriff ist damit wiederum eine Erweiterung des
Begriffes des Schiefkorpers [denn jeder Schiefkérper ist selbstverstindlich ein
Ring, und zwar ein Ring, in dem iiberdies noch (II'b) gilt]. DaB andererseits
die Ringdefinition eine echfc Erweiterung der Schiefkdrperdefinition ist, zeigen
die angefiihrten Beispiele. Wir konnen das in gewohnter Weise auch so aus-
driicken, daB die Beispiele die Unabhingigkeit des Axioms (II'b) beweisen.

Zunichst folgt aus den Axiomen (I) in bekannter Weise die Existenz eines
Nullelementes sowie die eines additiv Inversen zu jedem Ringelement. Die
Existenz eines Einselementes und eines multiplikativ Inversen zu jedem von
Null verschiedenen Ringelement 148t sich dagegen nicht mehr folgern. Ein Rin,
braucht kein Einselement zu besitzen (Beispiel: Ring der geraden Zahlen). Aus
der angenommenen Existenz eines rechtsseitigen Einselementes 148t sich nicht
einmal die Existenz' eines linksseitigen Geweisen. Gibt es aber in einem Ring
sowokl ein rechtsseitiges Emselement e als auch ein linksseitiges ¢’, so mu8
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e=¢" sein. Nach Voraussetzung gilt nimlich:
ae=a, éa=a furalle q,

woraus fiir 4= ¢’ bzw. a=¢ die Behauptung folgt. Ebenso zeigt man: Existiert
in einem Ring mit Einselement zu einem Element a ein linksseitiges Inverses a’

und ein rechtsseitiges Inverses a4/, so ist @’ =a’"’, es gibt also nur ein (rechts- -

und linksseitiges) Inverses a1 (das auch einziges Inverses ist). Aus a’a =e¢ und

aa'’=e folgt ndmlich durch Multiplikation der ersten Gleichung mit a’’ von

rechts und der zweiten Gleichung mit a’ von links
alaall=all, alaallzal’
was unmittelbar die Behauptung liefert.

In einem Ring gilt auch Satz 2 nicht mehr; wir haben ja an den Beispielen
der Quaternionenringe bereits gesehen, daB ein Produkt Null sein kann, ohne
daB ein Faktor Null ist. Wenn also 4 und b Ringelemente bezeichnen, kann es
vorkommen, daB

ab=0, a=0, bzo0.

In diesem Fall heiBt a linker und & rechter Nullteiler. Allgemein nennt man ein
Ringelement a einen rechten bzw. linken Nullteiler, wenn es ein Element & im
Ring gibt, so daB ba=0 bzw: ab =0 ist. In kommutativen Ringen braucht man
natiirlich nicht zwischen rechten und linken Nullteilern zu unterscheiden. Man
beachte: Die Existenz von Nullteilern in einem Ring, der nicht Schiefkorper ist,
ist nicht notwendig; es gibt Ringe ohne Nullteiler (Beispiel: der Ring der ganzen
Zahlen). . ' A

Eine Teilaussage des Satzes 2 bleibt auch in einem Ring giiltig, ndmlich:
ein Produkt ist stets Null, wenn mindestens ein Faktor Null ist. Der Beweis ist
trivial, denn mit Anwendung der (in Ringen giiltigen) Distributivgesetze folgt

a0=a(@—a)=aa—aa=0, Oa=(a—a)a=aa—aa=0.

Ein kommutativer Ring ohne Nullteiler wird auch I ntegrititsbereich genannt. Der
Ring der ganzen Zahlen ist also Integritéitsbereich.

- SchlieBlich nennt man eine Gesamtheit t von Elementen aus einem. Ring R,
die ihrerseits bereits die Ring-Axiome erfiillt, einen U nterring von R. Der Unter-
ring r ist echt, wenn es in R Elemente gibt, die nicht in r enthalten sind. In
Zeichen: tC R. Die Gesamtheit aller Elemente eines Ringes R, die mit allen

Elementen von R vertauschbar sind, bildet einen Unterring, das sog. Zentrum
von NR.

78 Homomorphismen. Es sei fi ein Ring und R’ ein Bereich, in dem ebenfalls
zwei Verkniipfungerr (Addition und Multiplikation) erklirt sind. LaBt sich nun %t
auf R’ so abbilden, daB jedem Element a€ R ein Element a’c %' zugeordnet

wird und umgekehrt jedem a’€ R’ mindestens ein Element a € R entspricht und
daB bei dieser Abbildung stets

(@406 =a +b, (ad)=at, (7.1)
gilt, so nennt man diese Abbildung einen Homomorphismus von R auf R’. Ist die
Abbildung umkehrbar eindeutig, so nennt man sie einen I'somorphismus. Es gilt

Satz 3: Das homomorphe Bild eines Ringes ist wieder ein Ring.
Die Beweisidee dieses Satzes beruht einfach darauf, daB jede (additive oder
muitiplikative) Relation im Ring % gemiB (7.1) in eine Relation der gleichen Form

in R’ ibergeht, also auch die Ring-Axiome. Die genauere Durchfithrung bleibe
. dem Leser iiberlassen.

V ol
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Ein bekanntes einfaches Beispiel eines Ring-Homomorphismus ist das Rechnen
mit Kongruenzen modulo einer ganzen Zahl #; sind 7, s ganze Zahlen und r=7,
s=s' (mod 7), so ist

r+s=@+s)=r+s und rs=(rs) =7's" (modn).
Ist # keine Primzahl, so gibt es Nullteiler, wie das Beispiel
' 2:2=0 (mod4)

zeigt, da 2==0 (mod 4) ist. Eine derartige Abbildung ist offenbar ein Homo-
morphismus des Ringes der ganzen Zahlen auf die Zahlen 0,1, ..., n—1.

Es ist unschwer zu erkennen, daB das Wesen des Homomorphiebegriffes
durch eine Verallgemeinerung besser beleuchtet wird; denn es handelt sich bei
ihm offenbar nicht nur um Abbildungen von Ringen aufeinander; sondern all-
gemein um Abbildungen von irgendwelchen Bereichen, bei denen gewisse Eigen-
schaften der Bereiche erhalten bleiben (wihrend andere zerstért werden konnen).
Man miiBte somit eigentlich von Homomorphismen beziiglich bestimmter Eigen-
schaften der Bereiche sprechen. So ist das oben genannte Beispiel des Homo-
morphismus des Ringes der ganzen Zahlen eine homomorphe Abbildung beziig-
lich der beiden Verkniipfungen Addition und Multiplikation, wihrend die An-
ordnungseigenschaft der ganzen Zahlen bei diesem Homomorphismus verloren
geht. Indessen ist beim Gebrauch des Homomorphiebegriffes im allgemeinen
keine Unklarheit zu befiirchten, da durch die Angabe der Art der Bereiche ge-
wohnlich die fraglichen Eigenschaften, auf die sich der Homomorphismus bezieht,
bereits festgelegt sind. Nach diesen Vorbemerkungen treffen wir die

Definition: B und B’ seien zwei Bereiche, zwischen deren Elementen be-
stimmte Relationen bestehen. Wird jedes Element a € B auf ein Bildelement
a’ € B’ abgebildet derart, daB alle Elemente von 8’ mindestens einmal als Bild-
element vorkommen und daB eine definierte Menge von Relationen zwischen
den Elementen von B auch zwischen ihren Bildelementen aus %8’ besteht, so
heiBt diese Abbildung ein Homomorphismus von B auf B’ beziiglich der defi-
nierten Menge von Relationen. Ist der Homomorphismus umkehrbar eindeutig,
so heiBt er ein Isomorphismus zwischen B und B’

Ein Homomorphismus von %8 auf 8’ erzeugt in B eine Klasseneinteilung der
Elemente, indem alle Elemente, welche in dasselbe Element von B’ abgebildet
werden, zu einer Klasse zusammengefaBt werden!. Diese Klassen in 8B sind
den Elementen von B’ eineindeutig zugeordnet.

1 Eine Einteilung einer Menge 9 in Klassen ist eine Zerlegung von R in elementfremde
Teilmengen derart, daB jedes Element von IR genau einer Teilmenge angehort. In diesem
Zusammenhang ist der Begriff der , Aquivalenzrelation‘ wichtig. Als Aquivalenzrelation
bezeichnet man jede Beziehung zwischen den Elementen einer Menge IR, von der erklirt
ist, ob sie fiir ein beliebig herausgegriffenes geordnetes Elementpaar (a, b) gilt oder nicht gilt
(der erste Fall wird mit a ~b bezeichnet) mit den Eigenschaften

1. wenn a~b, so b~a;

2. wenn a~>b und b~c¢, so a~vec.

In Worten: ,,Wenn a dquivalent zu b ist, so ist auch b dquivalent zu 4" usw. Aus 1. und 2.
folgt unmittelbar a ~a. Einfache Beispiele von Aquivalenzrelationen sind der Gleichheits-
begriff, Kongruenz oder Ahnlichkeit von geometrischen Figuren, Aquivalenz oder Ahnlich-
keit von Matrizen (Ziff. 20). Es gilt: Jede Aquivalenzrelation erzeugt eine Klassemeinteilung -
(wobei in jeder Klasse die untereinander dquivalenten Elemente liegen).

Die Aquivalenzrelation im obigen Fall der homomorphen Abbildung ist ersichtlich die
folgende: ,,Wenn a in dasselbe Element wie b abgebildet wird, so auch b in dasselbe wie &'
und ,,wenn ¢ in dasselbe Element wie & und & in dasselbe wie ¢ abgebildet wird, so auch a
in dasselbe wie ¢‘. Die Trivialitit des Beispiels ist allerdings nicht dazu angetan, die Be-
deutung des Zusammenhanges von Aquivalenzrelationen und Klasseneinteilungen wirkungs-
voll zu beleuchten.



