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Avant-propos

Cet ouvrage s’adresse aux éleves de deuxiéme année de classes préparatoires scienti-
fiques des filieres PC et PSI. Il leur propose de mettre en pratique les notions abordées
en cours de mathématiques par le biais d’exercices. Chacun est assorti d’une correction
détaillée, dans laquelle 'accent est mis sur la méthode qui méne a la solution.

Le livre est divisé en quinze chapitres, consacrés chacun a une partie du programme.
Nous avons regroupé les chapitres selon les themes classiques : Algebre, Topologie,
Analyse et Probabilités. Au sein d’'un méme chapitre, les exercices, classés par ordre
croissant de difficulté, ont été choisis de fagon a passer en revue les notions & connaitre,
mais aussi a présenter les techniques susceptibles d’étre utilisées.

En ce qui concerne les corrections, nous avons choisi de séparer clairement la réflexion
préliminaire, comprenant analyse du probleme et tatonnements, de la rédaction finale,
rigoureuse et précise. Cette derniere étape est signalée, dans le texte, par la présence
d’un liseré gris sur la gauche et du pictogramme . Insistons que le fait que nous
ne prétendons nullement présenter I'unique cheminement permettant d’aboutir a la
solution d'un exercice donné, ni la seule rédaction acceptable. Dans les deux cas, bien
des possibilités existent.

Par ailleurs, lorsque nous avons souhaité mettre en lumiére un point important, nous

I’avons rédigé sur un fond grisé et indiqué par @ De méme, la présence d’un piege dont
il faut se méfier est signalée par @ Quelques exercices sont seulement au programme
de PSI, cela est clairement signalés dans leur titre.

Nous remercions Sabrina Bergez, qui a collaboré a la réalisation de ce livre en le reli-
sant en détail et en nous faisant bénéficier de ses nombreuses remarques pertinentes.
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CHAPITRE

Algebre linéaire

Exercice 1.1 : Utilisation des polynomes de Lagrange

1. Pour montrer l'existence et I'unicité, il y a deux possibilités : on peut montrer a part
I'unicité et 'existence, mais il faudra avoir une idée de quoi poser dans l'existence. On
peut également raisonner par analyse/synthése. L'intérét de ce mode de raisonnement
est qu’il n’y aura pas a réfléchir dans la phase de synthése, pour savoir quoi poser.

» Analyse :

Dans la phase d’analyse, on suppose avoir un objet vérifiant la propriété voulue et on
trouve son expression exacte. Ceci montrera 'unicité.

Soit ¢ € {0,...,n}. Supposons avoir L; € R,[X] tel que pour tout j entre 0
et n, Li(a;) = &; ;. L; admet alors tous les a; (pour j # i) comme racines. Ce
sont n réels deux a deux distincts, et deg(L;) < n, donc on a toutes les racines
de L;. La forme factorisée de L; est alors de la forme :

Li=A][(X —a)).
j=0
i#i
On trouve enfin la valeur de A grace a L;(a;) =1 :
n n 1
1=Li(ai) = i — aj =l —
(ai) )\H(a a;) donc A jl;IO s

3=0
i i
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ol l'on peut diviser car a; # a; pour j # i. Ainsi

= X —a;
Li=]] J
‘ = a; — aj
J#i

et on a |'uncité.

» Synthése :

Dans la phase de synthese, on pose l'objet trouvé dans la phase d’analyse, et on
démontre qu'il convient effectivement.

Soit i € {0,...,n}. Posons
mn
Li _ H X a; -
=0 a; — a4
J#i
Alors L; € R,[X] (il est de degré n), Li(a;) =0si j # 1 et Li(a;) =1. On a
donc I'existence.

@ La phase d’analyse montre toujours l'unicité, la phase de synthése
I'existence. Cette derniére est indispensable, puisque la phase d’analyse
montre simplement que si 'objet cherché existe, il est d'une certaine

forme, mais pas que cette forme convient effectivement.

2. La famille (Lg,..., L,) comporte autant d’éléments que la dimension de R,[X]. Tl
suffit donc de montrer qu’elle est libre.

@ La dimension de R, [X] est n + 1 et non n, puisque sa base canonique
(X9, ..., X™) comporte n + 1 éléments.

Soit (Ao, - --;An) € R™"! tel que \gLg+---+ Ay Ly, = 0. Pour i € {0,...,n},

on a, en évaluant en a;,

0= Z Aij(G.i) — Z)\jaj‘i = )\i-
=0 7=0

Ainsi la famille (Lg,...,Ly) est libre. Elle a n + 1 = dim(R,[X]) éléments,
c'est donc une base de R,,[X].

Si P € R,[X], onaalors (Ag,...,An) € R*! tel que P = AgLo+---+ AnLn.
Comme plus haut, pour i € {0,...,n}, on a, en évaluant en a;,

P(a;) =Y NLij(a) =Y Aidii= i
3=0 3=0
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| Lescoordonnées de P dans la base (Lo, ..., Ly,) sont donc (P(ap), ..., P(as)).

3. Pour démontrer les inégalités proposées, on cherche a appliquer les questions pré-
cédentes. L’hypothéese étant vérifiée sur [0,n], on pense & poser a; = i pour tout i
entre 0 et n. On a alors P qui s’exprime en fonction des P(i) (de valeur absolue plus
petite que 1) et des L;. Il faut donc majorer les |[L;(—1)| et |L;(n+ 1)|.

On applique les questions précédentes a (ag,...,a,) = (0,...,n). Notons

Ly,..., L, les polynd6mes d'interpolation de Lagrange associés, on a

P= Z P(a;)L; = Z P(i)L;.

=0
Pour i entre 0 et n, on a alors :

L(-1 =[] 7 | = -
j=0 = J §=0 ':g+1‘7 !
i#i
i—1 i—1 1 n n 1
=[[6+D [I;= Il G+v ]I =
3=0 7=0 J j=i+1 j=t+1
1 (n+1) 1 (n+1)!
= (7! —
% G G =i~ G D)

Ainsi, par l'inégalité triangulaire,

IPCDI= 12 POLCD

n . n ol i
<y ronei<y ()

=

n-+1 n+1
Z n—+1 Z n+4+1 _—

n s 1—1 . n ;
Lm0 = |[[ =2 =12 I 2

j=0 =0 *7J Zit1 J T

J#Fi

z—1 i—1 1 n n 1
ZH(R+1_J)Hi—j H(n+1—]) Hj—z

=0 =0 j=i+1 =i+1

(n+1)! 1 1 (n+1)!

= 7 _x— x((n—1) =

mriza < a =X o = T 19

(1)
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Puis, par l'inégalité triangulaire,

1. Il s’agit d’un simple calcul d’'une somme géométrique, il suffit de bien se souvenir
de I'énumération classique de U,

@ Lors du calcul d’'une somme géométrique, il est indispensable de bien
distinguer le cas on la raison vaut 1.

On sait que U, est I'ensemble de e**7/" [k variant entre 0 et n — 1. Ainsi, si

p n'est pas un multiple de n, on a e2"P™/™ £ 1 et donc :

n—1 n—1 k
Z ZzP = Z (e2ikrr/n) Z eszpfr/n - = Z (e%mr/n)
z€l, k=0 k=0
] — e2ip7r
= gm0

Si maintenant p est un multiple de n, on a

n—1

-1 n—1
Z P = Z ( 2zk7r/n) :Z—Oe2ikp7r/n _ ’;) 1=n.

zel,

2. Comme P est de degré plus petit que n — 1, il s’écrit sous la forme ZZ;S apxk
Pour isoler le coefficient de degré k, on pense, avec la question précédente, a regarder
la somme de P(z)z~* pour x € U, : les puissances autre que k vont s’annuler, et il
ne restera que n ag.

‘ Comme P est de degré plus petit que n—1, on a (ap,...,a,-1) € C" tel que :

n—1
Plz) = Z arzk.
k=0



