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Vorwort zur ersten Auflage.

Obwohl es schon eine griBere Anzahl von Schriften tiber Vektor
analysis gibt, bin ich doch gern der Aufforderung des Herausgebers
dieser Sammlung nachgekommen, ein Buch tiber denselben Gegen-
stand zu schreiben. Denn wegen der fundamentalen Bedeutung der
Vektoranalysis fiir die Behandlung der theoretischen Physik kann es
nur von Vorteil sein, wenn diese Methode von mbglichst vielen Seiten
beleuchtet wird. Anderseits glaube ich auch in diessm Buche einiges
Neue zu bieten, wie dies der kundige Leser sofort bemerken wird.

Die Vektoranalysis fordert, wie jede neue Methode, eine gewisse
Mithe, um sich mit ihr vertraut zu machen. Man darf aber diese
verhdltnismaBig leichte Mtthe nicht scheuen. Denn hat ican sich
einmsl mit den Regeln der Vektoranalysis vertraut gemacht, so wird
man ihre Vorteile bald schiizen lernen. Ein Vorteil besteht darin,
daB man sich schnell tiber die riumliche Verteilung verschiedener
GrdBen Klarheit schaffen und mit ihnen rechnen kann, ohne an ein
bestinimtes Koordinatensystem gebunden zu sein.

Der niichste Bchritt, nachdem man sich gewisse réumliche Vor-
stellungen einer physikalischen Erscheinung zurechtgelegt hat, besteht
darin, diese Vorstellungen durch analytische Formeln auszudriicken,
Hierbei wird man zur Vektoranalysis greifen, um mit ihrer Hilfe diege
Vorstellungen zu fixieren und zu ordnen. Die weiteren Rechnungen
tiLornimmt die gewdhuliche Analysis, deren Sache es auch ist, die "
vektoranalytischen Transformationen in ihrer Sprache auszudrficken.

Dieser Anschauung entsprechend, zerfallt das vorliegende Buch in-
zwei Teile. Der erste Teil behandelt die Vektoranalysis als rselb-
stiindige Disziplin, ohne auf ein bestimmtes Gebiet der Physik zuge- ,
schnitten zu sein. Dabei wird aber immer im Auge behalten, daB
das Buch fir Physiker bestimmt ist Jeglicher Gebrauch von-
Koordinatenspstemen zum Beweise irgendwelcher vektor-
analytischen T-ansformationen ist ginzlich vermieden. -
Der Schwerpunkt der Vektoranalysis liegt in der Untersuchung der
rdumlichen Verteilung eines Vektors und sciner Abhiingigkeit von
der Zeit. Deshalb ist hierauf besonderes Gewicht gelegt. Anderseits
glaubte ich auch dio sogenannten Tensoren ausfihrlicher behandein
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v . Vorwort zur dritten Auflage

zU, milssen, da sie in der theoretischen Physik vorkommen und ihre
Kenntnis den zweiten Teil dieses Buches von vielen Transformationen
entlastet. :

Der zweite Teil behandelt einige Gebiete der theoretischen Physik
zu dem Zweck, die Anwendbarkeit der Vektoranalysis zu zeigen. Des-
halb ist selbstversttindlich von jedem Beweis der Grundlagen der
einzelnen Gebiete abgesehen, um 8o mehr, als diese in den verschie-
denen Biindchen dieser Sammlung behandelt werden sollen. Es ist
nur gezeigt worden, wie man mit Hilfe der Vektoranalysis leicht von
den Grundlagen bis zu gewissen Endformeln, resp. Resultaten gelangen
kann. Das erfordert mit Hilfe der gowohnlichen Analysis oft um-
stindliche Rechnungen, welche die Ubersicht erschweren. Die Vektor-
analysis hingegen 148t uns nie den Faden beim Gedankengange ver-
lieren, da sie stindig unsere Raumvorstellungen fixiert.

Die Darstellung selbst ist, dem Ziel dieser Sammlung entsprechend,
80 gehalten, daB ein Leser, welcher mit der Differential- und Integral-
rechnung vertraut ist, die verschiedenen Rechnungen verfolgen kann.
Um das Aufsuchen der verschiedenen Formeln zu erleichtern, ist am
SchluB des ersten Teiles eine Tafel hinzugefiigt, welche die wichtig-
sten Formeln enthilt.

Zum SchluB mdchte ich die Gelegenheit benutzen, um dem Heraus-
geber dieser Sammlung, sowie Herrn Ingenieur Fritz Emde (Berlin)
und Herrn Prof. Dr. H. W. Schmidt (GieBen) fir manchen wert-
vollen hinweis und Ratschlag, welche zur Kliirung des Textes beige-
tragen haben, und auch fir die Mithe, der sich die genannten Herren
bei Lesung der Korrekturen unterzogen haben, meinen sufrichtigsten
Dank auszusprechen. _ ‘ e

GieBen, Juli 1909. W. v. Ignatowsky.

‘Vorwort zur dritten Auflage.

Bevor ich auf die Anderungen eingehe, die die vorliegende Auf-
lage gegeniiber den fritheren aufweist, mochte ich das Vorwort zur
ersten Auflage durch folgendes ergiinzen.

Da sich die physikalischen Erscheinungen im Raume abspielen, so
ist es klar, daB sie gewissen Raumgesetzen folgen miissen, die, weil
unabhiingig von einer speziellen Erscheinung, verschiedene Gebiete
der Physik vereinigen. Es schien mir deshalb angebracht, den Stoff in
zwei Teile zu spa.ten: im ersten werden die Raumgesetze unabhiingiy
von jeglicher physikalischen Erscheinung abgeleitet; im zweiten die
physikalischen Grundlagen so weit entwickelt, bis ein AnschluB an



Vorwort zur dritten Auflage fis i ¢

die Raumgesetze erreicht ist. DaB ein und dasselbe Raumgesete in
verschiedenen Gebieten der Physik auftritt, wird wohl sofort in die
Augen springen. Man nehme z. B. das Tensorellipsoid, das fiir das Trig-
heitsmoment, fiir die Spannungen und fiir die Kristalloptik maBgebend
ist. AuBerdem schien mir diese Teilung von dem Gesichtspunkt aus
wichtig, die rein physikalischen Betrachtungen von den mathematischen
zu trennen, damit die mathematischen nicht etwa als eine Eigenttim-
lichkeit des betreffenden physikalischen Gebietes erscheinen (z. B. das
Fresnelsche Ellipsoid in der Kristalloptik).

Es lag nun auf der Hand, daB zur Untersuchung der Raumgesetze
am geeignetsten die Vektoranalysis ist. In dieser schien es aber an-
gebracht, sich von irgendwelchen speziellen Koordinaten zu befreien,
was ich daher auch durchzufiihren bestrebt war: Durch Einsetzen
des gerichteten Flichenelementes an Stelle von V in Nr. 8 und durch
die Definitionen in Nr. 9 konnte ich tatsichlich die verschiedenen
vektoranalytischen Differentialoperationen behandeln, ohne ein be-
stimmtes Koordinatensystem zu benutzen. Ferner wurde es mdglich
durch:Betrachtungen, wie die am SchluB von Nr.9 und ihnliche,
die mit dem Symbol V verbundenen Operationen als riumliche (drei-
dimensionale) Différentiationen aufrufassen, in vollkommener Ana-
logie zu den eindimensionalen Differentiationen der gewdhnlichen
Differentialrechnung. Die hierzu inversen Operationen, die unmittel-
bar aus den Definitionen 44—46 in Nr. 9 folgen, fithren nun von
selbst zu réumlichen Integrationen und zu den Sétzea von GauB,
Stokes usw. Wegen jenes wichtigen Gebrauchs des gerichteten Fliichen-
elementes schien es mir ferner vorteilhaft, dieses schon in Nr. 4 als
Vektor einzufithren. Dann ergibt sich die Definition des Vektor-
produktes ganz von selbst.

Als ich nun im Jahre 1902 mein russisches Buch: ,Ldsung einiger
Aufgaben aus der Elektrostatik und Elektrodynamik mit Hilfe der
Vektoranalysis“ von den am Anfang dieses Vorwortes. angefiihrten
Gesichtspunkten aus schrieb'), gebrauchte ich schon die Definitionen
(45) 8.16 fir die Divergenz und (86) 8. 31 fir die Rotorkompo-
vente von beliebiger Richtung, wie auch manche anderen Autoren.?)

Als ich dann im Jahre 1908 den ersten Teil meines Buches ver-
faBte (erschienen 1909), waren deshalb die in den Nr. 8 und 9 usw. “«
enthaltenen Betrachtungen als logische Weiterentwicklung fitr mich

1) v. Ignatowsky, W., ,Reflexion elektromagnetischer Wellen an

einem Draht“, Ann, d. Phys. Bd. 18, 1905 8. 508, A- merkung, wo mein
Buch zitiert ist.

2) Z.B. Lorentz, H. A., Enzyklopiidieartikel Bd. V, Heft I S. 71 (1904) *
und Abraham-Foppl, Theorie der Elektrizitit Bd. T, 2. Aufl (1¢04) usw.



Vi Vorwort zur dritten Auflage

nahéliegend. Doch sei hervorgehoben, daB F. Jung?) schon 1908
die Definitionen (44)—(46) Bd. I, 8, 16, fiir Gradient, Divergenz und
Rotor in viel allgemeinerer Weise eingefiihrt hat, indem er z. B. dabei
auch die Affinoren (welche Benennung auch von ihm stammt) be-
riicksichtigte. Auf diese Arbeit von F. Jung bin ich aber leider erst
nach Erscheinen beider Teile der ersten Auflage des vorliegenden
Buches aufmerksam geworden. ; \

Ich komme nun auf die wichtigsten Anderungen und Zusitze in
dieser dritten Auflage.

In Nr. 5a wurden die zu den drei ebenenfremden Vektoren rezi-

proken Vektoren eingefithrt, um den allgemeinen Ausdruck fir den
. Einheitstensor in Nr. 40 geben zu kdnnen, und auBerdem aus sinem
sofort zu ersehendem Grunde.
. Damit man tatsiichlich von einer Raumdifferentiation sprechen
darf, muB nachgewiesen werden, daB die Gremzwerte in Nr. 9 von
der Form des Volumens unabhingig sind. Auf Anregung von Herrn
G. Hame! (Berlin), habe ich in Nr. 9a diesen Beweis erbracht. Dazu
waren auch die reziproken Vektoren notwendig.

Die Nr. 17—19 (Zerlegung eines Vektorfeldes in Rotor und Gra-
dient, Greensche Sitze) habe ich gendert, um die Ergebnisse von
einem einheitlichen Standpunkte aus ableiten zu konnen. Dabei tritt
wieder die Unabhiéngigkeit des Grenzwertes von der Form des Volumens
hervor. Diese Betrachtungen werden auch bei der Ableitung des Aus-
druckes (140) in Nr. 22a, 8. 55 (Nr. 22 in der ersten Auflage) auf
einen Vektor angewandt, der auch von der Zeit abhingt, wodurch
diese Ableitung sebr kurz und anschaulich geworden ist. Hierzu
mdchte ich bemerken, daB ich diesen Ausdruck (140) schon im Jahre
1902 in meinem russischen Buch abgeleitet habe.?). Hinzugefiigt
wurde weiter in Nr. 22 ein dem Ausdruck (140) &hnlicher fiir einen
Skalar, der auch von der Zeit abhingt. :

In Ubereinstimmung mit den Ausfihrungen von F. Emde®) habe
ich die Nr. 37—39 iiber polare und axiale Vektoren usw. gestrichen,
um ein wenig eingehender die linearen Vektorfunktionen, die Affinoren
und die Tensoren behandeln zn kinnen. Zum weiteren Studium der
Affinorenalgebra und -Analysis mochte ich dem Leser das ausfihr-

1) Jung, F., , Ableitungsbildung im rdumlichen GroBenfeld*. Ztschft.
f. Math. u. Phys. Bd. 56, 1908, 8. 337. (Das Heft ist erst am 4. Febr.
1909 erschienen, wahrend sich das Manuskript zu meinem Buch schon
Anfang Dezember 1908 in der Druckerei befand.)

2) Siehe die Anmerkung in meiner zitierten Annalenarbeit.

8) Emde, F, ,Polare und axiale Vektoren in der Physik*. Ztschft. f.
Physik, Bd. 12, 1922 8. 258 und Bd. 16, 1928 8. 209.
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liche Buch von J. Spielrein empfehlen, wo auch die Literatur aoll-
stindig beriicksichtigt worden ist.')

In der ersten Auflage habe ich die symmetrische lineare Vektor-
. funktion eines Einheitsvektors als ,Tensor bezeichnet, wofir ich
jetzt aus Griinden, die in den Nr. 40 und 41 klargelegt sind, den
Namen ,ellipsoidaler Vektor“ eingefithrt habe.

Wegen des Flichenrotors, der Flichendivergenz, usw., die ich in
Nr. 25 nur kurz erwihne, m3chte ich auch auf das Buch von Spiel-
rein hinweisen.

Im zweiten Teil sind nur unwesentliche Anderungen vorgenommen
worden und zwar hauptsiichlich, um einen engeren AnschluB an die
Affinorenrechnung za erreichen, wie z. B. in Nr. 12. Ferner sind
noch die Nr. 38a und 38b hinzugefiigt worden als Beispiel fiir die
Ausfiihrungen der Nr. 22 und 22a I und insbesondere von (140) I.

Auf die Anderungen, die sich auf Druckfehler und Berichtigungen
bezighen, und auf einige Abéinderungen in der Bezeichnungsweise -
brauche ich hier nich{ einzugehen.

Um den Umfang in entsprechenden Grenzen zu halten, muBte ich
davon absehen, auf die Arbeit von A. Sommerfeld und J. Runge?)
einzugehen, in der die Vekforanalysis in sehr eleganter Weise auf
einige Fragen der geometrischen Optik angewandt wird. Es sei
wenigstens hier auf sie hingewiesen. .

Zum SchluB mdchte ich meinen aufrichtigsten Dank den Herren
Prof. F. Emde (Stuttgart) und Prof. G. Hamel (Berlin) aussprechen
fir manchen Hinweis und manche Anregung, ersterem insbesondere
auch dafiir, daB er sich in so liebenswiirdiger Weise zur Durchsicht
deg gesamten Materials bereit gefunden hat. Manchen wertvollen Hin-
weis verdanke ich auch Herrn Lebramtskandidaten und Assistenten
Frank Ldbell in Stuttgart. Er und Herr Assistent Dr.-Ing. Walter
Braunbeck in Stuttgart haben die Probeabziige gelesen. Herr Ing.
Z.Klamborowski-in Warschau hat mir ein Druckfehlerverzeichnis
zur ersten Auflage gesandt. Allen diesen Herren spreche ich meinen
herslichsten Dank aus. Auch der Verlagsbuchhandlung bin ich zu
Dank verpflichtet fir das bereitwillige Entgegenkommen bei allen
meinen Wiinschen, '

Leningrad, Januar 1925. W. v. Ignatowsky.

1) Spielrein, J., ,Lehrbuch der Vektorrechnung“, Stutigart 1916,
K. Wittwer. Demniichst erscheint hiervon eine russische und eine zweite
deutsche Auflage. : j

2) Sommerfeld, A. und Runge, J., ,Anwendung der Vektorrechnung

auf die Grundlagen der geometrischen Optik“. Anmn. d. Phys. Bd, 85,
1911 8. 277.
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Einleitung.

Man unterscheidet in der Physik GriBen verschiedner Art. Wir be-
trachten zun#ichst nur die Skalare und Vektoren. Ein Skalar stellt
einen Zahlenwert dar, der das Verh#iltnis zu derjenigen Einheit angibt,
die zur Messung der betreffenden GroBe dient. Zu dieser Art von
GroBen gehrt die Temperatur, Dichte, Energie u.a. Ein Vektor be-
sitzt auBer dem erwithnten Zahlenwert noch eine bestimmte Richtung.
Deshalb unterscheiden sich die Vektoren untereinander nicht nur durch
ilire Zahlenwerte, sondern auch durch ihre Richtungen. Den Zahlen-
wert eines Vektors nennt man den Betrag des Vektors. Vektoren
gind z. B. Kraft, Geschwindigkeit, Beschleumgung usw. Gewdhnlich
wird ein Vektor geometrisch durch eine Strecke dargestellt, deren
Linge in einem gewissen Mafistabe dem Betrag des Vektors gleich
ist und deren Richtung die Richtung (und den Richtungssinn) des
Vektors angibt. Da die Projektion einer Strecke auf eine feste Richtung
bei einer Parallelverschiebung der Strecke sich nicht #ndert, so kommt
es auf die Lage des Anfangspunktes der einen Vektor darstellenden
Strecke nicht an.

Wir werden uns, wie es allgemein iiblich ist, zur Kennzeichnung
von Vektoren der deutschen Buchstaben bedienen, wihrend bei
skalaren GrdBen lateinische oder griechische Schrift benutat
werden soll. Der Betrag eines Vektors 9 wird durci || ausgedriickt
oder durch den entsprechenden lateinischen Buchstaben, also 4; je
fiachdem es hequemer ist. Einen Vektor, dessen Betrag gleich eins
ist, nennt man Einheitsvektor. Wir werden einen solchen Vektor
durch den Index O hervorheben. Demnach ist der Einheitsvektor
von U gleich A,. Hieraus ergibt sich sofort, daB

- I ﬂ l uo Auo
1st was also hedeutet, daB der }feil % A-mal so lang ist, wie der
glmchgenchtete Pfeil %,. (Vgl. Nr. 3. ,

Da jeder Vektor eine bestimmte Richtung und einen bestimmten
Betrag hat, so konnen zwei Vektoren dann und nur dann gleich sein,
wenn ihre Betriige gleich sind und ihre Richtungen nebst Richtungs-
sinn zusammenfallen.

Die Dimensionen eines Vektors schreibt man gewdhnlich dem Be-
trage zu, wihrend der entsprechende Einheitsvektor als dimensions-
los aufgefaBt wird.

v. Ignatowsky, Vekioraualysis. 1. 3. Aufl



2 L Elementare Vektoroperationen. Nr. 1

Der, Einbeitsvektor lings der Normale einer Fliche soll dnrch n
ausgedrickt werden und bei einer geschlossenen Fliche stets nach
anBen hin gerichtet sein.

Man bezeichnet oft z. B. durch ¥, die Komponente des Vektors 3
lings der X-Achse eines rechtwmkhgen Achsenkreuzes. . Wir wollen
dieser Bezeichnungsweise nicht folgen und zwar uus dem Grunde.
"weil wir die Bezeichnung ¥, fir demjenigen Wert einer linearen
Vektorfunktion anfgehoben haben, den diese annimmt, wenn der sie
bestimmende Vcktor r, mit der X-Achse zusammenfillt.

Die weiteren Bezeichnungen ergeben sich aus dem Text und ent-
sprechen im iibrigeo den allgemein verbreiteten.

1. Elementare Vektoroperationen.

1. Addition und Subtraktion von Vektoren. Gegeben seien
awei Vektoren % upd B. An den Endpunkt von ¥ legen wir eine
Strecke, die dom Betrag und der Rmhtung nach
gleich B ist (Fig. 1). :

Man bezeichnet als Summe von QI und B
den Vektor ®, der den Anfangspunkt von A
mit dem Endpunkt von B verbindet und nach
diesem Endpunkt hin gerichtet ist. Dadurch
ist der Betrag und die Richtung der Bumme D
vollstiindig bestimmt. Als Zeichen der Vektor-
sddition bemutzt man das gewdhnliche Plus-
zeichen:

Fig 1. (1) A+B=D e

Sind % und B gleichgerichtet, so wird auch die Richtung von D
mit dieser gemeinsamen Richtung zusammenfallen, und (1) geht ither
in eine Addition der Betrige, d. b. in eine gew8hnliche Addition
skalarer GriBen. : g ‘ .

Nebmen wir statt ®3 den negativen Vektor ~— B, d. h. einen Vektor
von demselben Betrag, aber entgegengesetater Richtung wie B, so *
sei die Differenz zweier Vektoren erklért durch die Gleichung (Fig. 1)
(2) . U+ (—B)=A-B=0. "
Fiir % = B ergibt sich der Vektor Null, geschrieben: 0.

Die Gleichungen (1) und (2) bilden mit Fig. 1 die Definitioi der
Addition und Subtraktion von Vektoren. Es sind hierbsi D und & pichts

anderes als die Diagonalen der beiden Pmllelogramme, gebildet aus
o ¥ und 58 und aus A und — B.




Nr. 1. Addition und Subtraktion 3

DaB es in (1) und (2) auf die Reihenfolge der Glieder nicht _an-
kommt, ersieht man sofort ans Fig. 2. Wir konnen deshalb alige-
mein schreiben i

3. A+B=9+1,

d. h. bei der Addition und Subtraktion von Vektoren gilt das kom-
mutative Gesetz. , - : ¢
‘Die Beziehungen (1) bis (3) sind leicht auf eino beliebige Anzahl
von Vektoren gu erweitern. Denn jo zwei Vektoren kdnnen zu einem
vereinigt werden und demzufolge nacheinander die Summe aller Vek-
toren durch einen einzigen dargestellt werden. Da es bierbei, wie
leicht aus der geometrischen Konstruktion zu ersehen ist, auf die
Gruppierung der Vektoren nicht ankommt, so
konnen wir z. B. fiir drei Vektoren die Identitiit
schreiben
(4) 91+(%+@)=(,?1”'+’3)+@-
Diese Gleichung driickt das assoziative Gesetz aus.
Fiigt man eine beliebige Anzahl von Vektoren
so zusammen, daB der Anfang des einen mit dem
Eude des andern zusammenfillt, so folgt aus (1)
bis (4), daB die Strecke, die den Anfangspunkt des ersten Vektors -
wit dem Endpunkt des letzten verbindet, nach GrdBe und Richtung
gleich der Summe der gegebonen Vektoren sein wird. Da man jeden
der zn addierenden Vektoren belichig klein nehmen kann, so geht’
bieraus ohne weiteres die Bedeutung des T ntegrals e

A .
Fig. 2.

b
(5) R

hervor, wo d[ eines der gerichteten Linienclemente einer beliebigen

Raumkurve bedeutet. - Dieger Vektor 9 ist nichts anderes als der

Vektor vom Anfangspunki @ zum Endpunkt b der gegebemen Kurve.
Ist die Kurve geschiossen, so folgt unmittelbar

(6) 9[~——"/:¢'1I=L/.dl=y0

Hierbei bedeutet L, wie spiter stets in diesem Buche, eine
geschlossene Kurve. -

2. Einfuhrung eines rechtwinkligen Achsenkreuzes. Aus den
Ecorterungen in Nr. 1 ist ersichtlich, das wir einen Vektor ¥ als die
Summe einer beliehigen Anzakl von Vektoren suffassen kdnnen. Im

1 *

. ]
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besgnderen kdnnen wir ¥ als Summe von drei nicht komplanaren

(,,ebenenfremden“) Vektoren darstellen, d. h. von Vektoren, die nicht

einer Ebene parallel sind. Dieser Fall ist deshalb wichtig, weil die

Kenntnis dreier solcher Vektoren geniigt, um einen Vektor ¥ im

Raume vollstindig zu bestimmen.

Z Die Betriige dieser drei Vektoren

nennt man die Komponenten des

Vektors % lings der drei nicht

: komplanaren Richtungen.

A , Wir nehmen jetzt diese drei

Richtungen senkrecht zueinander

Rk - an, d. h, fithren ein rechbwinkliges

Achsenkreuz X, Y, Z ein. Be-

i/0 3 > Y zeichnen wir die positiven oder ne-

gativen Zahlenwerte der Kompo-

nenten von 9 lings der Achsen X,

Y, Z mit 4,, 4,4, A; und die Ein-

Fig. 3. heitsvektoren lings derselben Ach-

sen mit i, j, T, so erhalten wir ‘nach

der Erkliirung der Addition von Vektmen und aus dem Begriffe des
Einheitsvektors (siche Einleitung)

@) A= 4,1+ 4,] + 4L,

wobei die Komponenten sich berechnen aus:

(8) A, =|¥|cos(Aaw); Ag==| A | cos(Ay); 43— | U | cos(Az)
und wobei A mit i gleichgerichtet und 4,-mal so lang ist. \Vgl. Nr.3
Die Einheitsvektoren i, i,  nennt man Grundvektoren.

Jedos Achsenkreuz, das wir spiter beniitzen werden, soll ein so
genanntes Rechtssystem sein. Hierbei erscheint die kiirzeste Dreh-
ung, die man der X-Ache um die Z-Achse herum erteilen mull, um sie
zum Zusammenfallen mit der Y-Achse zu bringen, rechtsliufig,
also im Drehsinn des Uhrzeigers, wenn man in Richtung der positiven
Z-Achse blickt. (Siehe Fig. 3, wo die Grundvektoren in der richtigen
Lage eingezeichnet sind.)

Dleses Kreuz kann auch durech Daumen (X- Achse), Mittelfinger
(Y-Achse) und Zeigefinger (Z-Achse) der link en Hand dargestellt wer
den. Auf diese ,,Fingerregel® worden wir uns weiterhin ofters berufen

3. Multiplikation von Vektoren. Skalares Produkt. Die
Begriffe Einheitsvektor und Betrag eines Vektors legen folgende Er-
klirung der Multiplikation elnes Vektors mit einem skalaren Faktor
nahe: Es ist

(9 : A =ma
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ein Vektor, dessen Richtung mit der von a zusammenfsllt und der
den Betrag

(10) [Uj=m]|a|
hat. Durch (9) und (10) ist diese Art der Multiplikation vollstindig
bestimmt. Sie folgt denselben Regeln wie die Multiplikation von

Zahlen, es gelten hier also das assoziative und das kommutative Ge-
setz, d. h, es ist

(a) m(na) = (mn)a, na = an,
und die distributiven Gesetze:
(b) n(a + tr) = na + ne, (m + n)a = ma + na.

Der Leser moge diese Sttze an Figuren selbst beweisen.

Wir gehen jetzt zu dem skalaren oder inneren Produkt zweier
Vektoren fiber. Unter eirem solchen Produkt verstehen wir einen
Skalar, dessen Wert gleich ist dem Produkt der Betriige der gegebenen
Vektoren, multipliziert mit dem Kosinus des eingeschlossenen Winkels.
Ein solches Produkt zweier Vektoren % und B bezeichnen wir mit
AB. Nach Definition hahen wir also

(11)- : AB = | A - | B | cos(AB).
Hieraus ist leicht zu ersehen, daB
(e : AB = BY

ist, d. h. bei der skalaren Multiplikation zweier Vektoren wird das
kommutative Gesetz befolgt. Auch das distributive Gesetz bleibt er-
fillt. Aus einer éinfachen geometrischen Konstruktion (Projektion
Yon %, B, A + B auf ‘@) schlieBt man:

(@) (A + B)C = AC + BE.

Sind % und B senkrecht zueinander, dann folgt aus (11), daB das
skalare Produkt dieser beiden Vektoren gleich Null ist. Also ist fir
%L B: -

\

(12) UB =0.
Es folgt hieraus im Hinblick auf Nr. 2
(e) fj=jt=ti=0  »

Bezeichnen wir den Betrag von % durch A und den Einheitsvektor
lings U durch %, d. b. setzen

A =A%, ~ dann ergibt (11)
(13) A= A1= 9 (14) A, = 4.
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(f) .Deshalb ist Hist ji="tt=1.

4. Das Vektorprodukt. Gegeben sei ein ebenes Flachenelement
Dieses Element kann man von zwei Seifen aus betrachten. Die sine
der Seiten soll als die positive, die andere als die negative beseichnet
werden. Auf der positiven Seite errichten wir als Normale den Ein-
heitsvektor n, dessen positive Richtung vom Flichenelement nach
y auBen festgesetzt wird. Das Flichenelement wird von

df  einer Kurve begrenzt, deren positive Umlaufsrichtung einer
rechtsliufigen Drehung um n als Achse nach Nr. 2 ent-
sprechen soll. Wir bezeichnen das Flichenelement durch
CDdf einen Vektor df, dessen Betrag df gleich dem Flachen-
: inhalt des Elementes ist und der dieselbe Richtung wie

n hat (Fig. 4). Demoach ist

(15) |df|=af,  df=dfn.

ﬁ Da eine Summe von Vektoren wieder ein Vektor ist,
Fig. 4. 80 wird das Integral

@® | Jai-g

itber eine nickt gesechlossene Flache f darch einen Vektor € darge-
stellt werden konnen, -

Wir wollen der Fall untersuchen, da8 f eben ist und zwar ein
Parallelogramm, dessen Sciten die Vektoren ¥ und B sind. Diese
folgen aufeinander in der in Fig. 5 angegebenen Weise und bestimmen
hierdvrch die Umlaufsrichtung um das Parallelogramm.

Setzen wir jetat den Wert von df aus (15) in (a) ein und besshrten,
daB fiic.alle Elemente n konstant ist, se exhalten wir fiir unsere
spezielle Anna.hme

(16) C=n-|%| |B]|sin(AB).

Durch die Umlaufsrichtung, die durch den Pfeil in Fig. 5 angezeigt
ist; bestimmt sich auch die positive Richtung von n. Sie weist von,
der Zeichenebene hin zum Beschauer.

Die rechte Seite von (16) bezeichnet man gewohnlich mit

7k € = [UDY]

und nennt diesen Augdruck das Vektorprodukt oder das vektori-
sche Produkt der beiden Vektoren % nnd B. Da € seiner Definition
nach ein Vektor 1st, so konnen wir sagen daB das vektorische Produkt
" aweier Vekto en, im Gegensatz zu dem skalaren Produkt, wieder ein
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Vektor ist. Die Reihenfolge der Vektoren in (17), die der der Fig, 5
entspricht, ergibt uns mit Hilfe der Fingerregel (fiir die linke Hand,
Daumen — erster Vektor in der Klammer, M1ttelﬁnger — zweiter
Vektor) sofort die Richtung von € (Zeigefinger) in Ubereinstimmung
mit (16).

Aus dieser Fingerregel folgt, daB

(18) [BY] = — [¥A¥]

ist. Die linke Seite entspricht der Fig. 6.

Der Ausdruck (18) zeigt, daB das kommutative Gesetz bei einem
Vektorprodukt nicht-erfillt wird.

. Wir weuden uns jetzt wieder zu dem Integral (a), setzen aber
jetzt voraus, daB f eine geschlossene Fliche bedeutet, und bezeich-

u
8/ T

o

¥ig. 5. Flg. 6.

nen diese, wie auch spiterhin jede geschlossene Fliche,
mit F. Die Richtung von df soll dur uBeren Normale der Ober-
fliche entsprechen. Dies wollen wir im folgenden bei #hulicken In
tegrationen stets voraussetzen.

Wir bestimmen das skalare Produkt des Integrals ® in (a.) mit
einem konstanten Einheitsvektor a,, d. h.

(®) A = )@ =/ a,df.
F

Dabei haben wir den konstanten Vektor a, unter das Integralzeichen
setzen kinnen. A bedeutet nichts anderes als die: Summe der ska-
laren Produkte der einzelnen df mit ay, oder nach (11) die Summe
der PrOJekmonen der einzelnen Flichenelemente der geschlossenen
Fléche F auf eine zu L) senkrechte Ebene.

Konstruieren wir einen Zylinder, dessen Erzeugende senkrecht zu
dieser Ebene ist und die Oberfliche F bertihrt, so schneidet der Zylin-
der aus dieser Ebene dasjenige Stilck hers.us, das gerade mit den
Projekticnen der df belegt wird. Es wird aber doppelt belegt sein
und zwar mit Projektionen von entgegengesetztem Vorzeichen, da
wir als positive Normale die #uBere angenommen haben und infolge-
dessen als positive Seite der Flichenelemente df die #uBere Seite.
- Deshalb wird das Integral (b) gleich Null sein fiir eine beliebige
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geschlossene Fliche F.. Da aber die Richtung von @, und demnach
" auch die Lage der entsprechenden Ebene vollkommen willkirlich ist;

' , S0 miissen wir hieraus schliefen.
€' daB auch

(19) Jaf=o0
F

sein wird fir jede geschlossene
Fliche F.

Um jetzt zu beweisen, daB das
vektorische Produkt distributiv ist,
konstruieren wir aus drei ebenen.

Fig. 1. frcemden Vektoren M, A, B ein

' ) Prisma Fig. 7, dessen Kanten B 5,

 CC und A4’ gleich und parallel N sind, und wenden auf die Ober-

fliche dieses Prismas die Gleichung (19) an. Der Teil des Integrals

(19), der sich auf die beiden Flichen ABC und A B'(’ bezieht,

verschwindet, da diese Flichen parallel und gleich groB sind und
entgegengesetzte Normalen haben. Wir erhalten deshalb

© ";gdf+ﬁf+fdf=0-

BCC'E CAAL'C

: Nach den Ausfibrangen bei der Ableitung von (16) ist aber

- Jai =)
ABRA
und, da BB’ gleich N ist, ;
’ Jaf = (o9,
BCC'H )
Fiir das letzte Integral in (c) folgt, da AC giewch © = U+ B isi:
' Jai= —[om.
CAL'C

Das Vorzeichen ist negativ, weil die Normale zur Fliche € 4 4°C’
entgegengesetzt dem Vektorprodukt [DM] gerichtet. ist.

Demnach ist
(20) [BRN] = [(A + B)RN] = [UAN] + [BR],

woraus folgt, daBl das distributive Gesetz bei der vektorischen Mul-
tiplikaticn erfillt wird.
. Aus (1§) ergibt sich weiter, daB das Vektorprodukt von ¥ und B
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verschwindet, wenn die Vektoren ¥ und B gleich- oder entgegenge-
richtet sind. Also ist fiir % || B:

(21) [A8B] = 0.

Endlich ist ohne weiteres klar, daB man einen skalaren Faktor m
sowohl vor, als auch in die eckigen Klammern eines Vektorproduktes
setzen kann, d. h. es ist

(22) m[AB] = [mAB] = [AmB).

Als Beispiele von Vektorprodukten kémnen wir solche aus den
Grundvektoren in Nr. 2 bilden und erhalten

(@) [i]=0; [ji] = 0; [tt] = 0; t=[if]; j=[ti]; i=[it],
wovon man sich mit Hilfe der Fingerregel iiberzeugen kann.

5. Produkte von drei und vier Vektoren. Aus (9) 8. 4 folgt
unmittelbar, wenn wir statt m das skalare Produkt m = €& einsetzen
(23) ¥m=A-CC=19. - Hierbei ist
(24) |B[=]U|-|€]| | €]cos(CE),
wiihrend die Ricntuag von B die von ¥ oder die entgegengesetzte ist.

Ersetzen wir bei einem Vektor p€ die skalare GroBe p durch %@,
so erhalten wir ebenso
(25) pE=AC-E=D
(26) wd  [D|=|U| €| |6 cos(XGE).

Die Richtung von D bestimmt sich durch die von €. Es ist dem-
‘nach ersichtlich, daB die Vektoren D und B vsllig verschieden sind,
obwoh! sie aus deaselben drei Vektoren %, & und geblldet sind. Diese
Verschiedenheit wird durch die Stellung des Punktes ‘in (23) und
(25) gekennzeichnet.

Wir wollen jetzt das skalare Produkt m eines Vektors % mit einem
Vektorprodukt

€ =[3¢] untersuchen, d. h.
(a) m = AC = A[BE].

Vergegenwartlgen wir uns die Bedeutung von € nach Nr. 4, so sehen
wir, daB m das Volumen eines Quaders vorstellt, dessex Kanten durch
U, B und € gebildet werden. Dasselbe Volumen wird aber auch
durch B[E U] und E[AB] dargestellt; wir konnen deshalb schreiben

(27) ABE] = E[UB] =B[CYA|,



